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Da  zu  Anfang  eines  jeden  der  vier  Absehnille,  in  welche  diese 
Abhandlung  cingcl  heilt  isl.  der  Inhalt  derselben  ausführlich  dargelegt 
wird,  so  ;sl  hier  wenig  darüber  nachzuholen.  Feh  führe  nur  an,  dass  im 
erslen  Abschnitte  eine  in  neuerer  Zeil  mehrfach  behandelte  geodiitisehe 
Aufgabe  vorgenommen  wird,  deren  hier  ausgeführte  Auflösung  dennoch, 
wie  ich  glaube,  mehreres  Neue  enthalt.  Die  Aufgaben  des  zweiten  und 
vierten  Abschnittes  sind  meines  Wissens  nach,  in  der  neueren  Zeit,  we- 
nigstens  in  Deutschland,  nicht  behandelt  worden,  obgleich  sie  in  älteren 
Schriften  über  Geodäsie  und  sphiuoidische  Trigonometrie  vorkommen ; 
die  Auflösungen,  die  ich  von  diesen,  an  sich  iudireclen,  Aufgaben  gebe, 
machen  sich  dadurch  bemerklich,  dass  sie  schon  in  der  erslen  Annähe- 
rung so  genaue  Resultate  geben,  dass  wohl  nie  die  Durchführung  einer 
zweiten  Annäherung  erforderlich  sein  wird,  obgleich  denselben  die  grösst 
mögliche  Ausdehnung  gegeben  worden  ist. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  die  Redacüon  der  sphäroidischen  Drei- 
ecke auf  sphärische,  und  die  der  sphärischen  auf  ebene  entwickelt.  Es 
musste  dieser  Abschnitt  dem  vierten  um  deswillen  vorangestellt  werden, 
weil  die  Auflösung  der  Aufgabe  des  letzteren  auf  die  im  drillen  Ab- 
schnitt abgeleiteten  Sätze  beruht. 

Nicht  nur  die  Hauptaufgaben,  sondern  auch  die  damit  in  Verbin- 
dung stehenden  Nebenaufgaben  sind  berücksichtigt,  und  fasl  allen  Bei- 
spiele hinzugefügt  worden.  In  Bezug  auf  diese  Beispiele  führe  ich  an, 
dass  Herr  Dr.  Auwers  die  Güle  gehabt  hat,  die  Berechnung  derselben 
mit  auszuführen. 

Erster  Abschnitt, 
i. 

Eine  der  in  der  praktischen  Geodäsie  häufig  anwendbaren  Auf- 
gaben ist  die:  aus  der  gegebenen  Lage  des  Anfangspunkts  einer  geodä- 
tischen Linie  auf  dem  Erdellipsoid  und  der  Länge  ilerselben  die  Lage 
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des  Endpunkts  zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  in  neuerer  Zeit  von  deut- 
schen Astronomen  und  Mathematikern  mehrfach  behandelt  worden. 
Gauss  hat  in  seiner  zweiten  Abhandlung  Uber  die  Geodäsie  (Untersu- 
chungen über  Gegenstande  der  höhein  Geodäsie,  Göttingen,  1847)  zwei 
verschiedene  Auflösungen  derselben  gegeben,  und  Jacobi  hat  kurz  nach 
dem  Erscheinen  dieser  Abhandlung  seinerseits  eine  kurze  Auflösung  ge- 
geben ,  zu  welcher  ich  auf  seinen  Wunsch  ein  Beispiel  gerechnet  habe. 
Die  J a co bi'sche  Auflösung  ist  erst  nach  seinem  Tode  von  Luther  (A.N. 
No.  974)  bekannt  gemacht  worden,  und  es  ist  diesem  Astronomen  auch 
gelungen  aus  Jacobi's  nachgelassenen  Papieren  seine  Ableitung  aufzu- 
finden, die  er  gleichfalls  (A.  N.  No.  1006  u.  1007}  veröffentlicht  hat. 

Die  genannten  Auflösungen,  sowohl  die  von  Gauss  wie  die  von 
Jacobi  sind  nicht  allgemein,  sondern  erstrecken  sich  nur  auf  die  Falle, 
in  welchen  die  gegebene  geodätische  Linie  nicht  grösser  ist,  als  dass 
man  sie,  gleichwie  die  Excenlricitäl  der  Eidmeridiane,  als  eind  kleine 
Grosse  erster  Ordnung  betrachten  kann.  Für  die  bisher  ausgeführten 
Gradmessungen  mochte  man  wohl  mit  dieser  Beschränkung  ausreichen 
können,  allein  für  die  beiden  grossen,  jetzt  im  Werke  begriffenen  Unter- 
nehmungen, für  die  mitteleuropäische  Gradmessung  und  die  Längen- 
gradmessung zwischen  Orsk  in  Russland  und  Valentia  in  Irland  reicht 
man  mit  der  genannten  beschränkenden  Annahme  in  Betreff  der  Länge 
der  geodätischen  Linie  nicht  aus.  Bossel  hat  (A.  N.  No.  86)  von  der- 
selben Aufgabe  eine  Auflösung  gegeben,  in  welcher  die  genannte  Be- 
schränkung nicht  enthalten  ist,  allein  ich  habe  demungeachtet  nicht  un- 
terlassen wollen  meiner  Seits  auch  eine  selbständige  Bearbeitung  der- 
selben vorzunehmen ,  da  mir  vorkam  als  möchte  diese  Auflösung  noch 
'etwas  vereinfacht  werden  können. 

Gauss  und  Besse!  brauchen  zur  Anwendung  ihrer  Auflösungen 
mehr  oder  minder  zusammengesetzte  Tafeln,  die  ihren  Abhandlungen 
auch  beigegeben  sind,  während  die  Auflösung,  die  ich  hier  geben  werde, 
gar  keine  Hülfstafeln  erfordert,  gleichwie  auch  bei  der  Jacob i'schen 
der  Kall  ist;  man  reicht  mit  einigen  Constanlen  aus,  die  Functionen  der 
Excentricilät  der  Erdmeridiane  sind,  welche  selbstverständlich  als  ge- 
geben betrachtet  werden  muss,  und  stets  einen  bestimmten,  nie  einen 
unbestimmten,  Einfluss  auf  das  numerische  Resultat  in  jedem  speciellen 
Kalle  äussert. 

Die  Jaco  bi'sche  Ableitung  seiner  Auflösung  ist  durch  seine  Theorie 
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der  elliptischen  Functionen  mit  vieler  Eleganz  durchgeführt,  aber  so  zu- 
sammengesetzt, dass  es  Mühe  kostet  von  seinen  Entwicklungen  sich 
eine  vollständige  und  klare  Einsicht  zu  verschaffen,  und  es  daher  wün- 
schenswert!) schien,  eine  einfachere  Ableitung  zu  versuchen.  Die  hier 
gegebene  Entwickelung  geht  von  denselben  Legen  dre'schen  Formeln 
aus,  die  Jacob i  zu  Grunde  gelegt  hat,  und  es  wird  daraus  ohne  Zuzie- 
hung der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  einfache  Weise  die 
unbeschränkte  Auflösung  erhalten.  Nachdem  ich  in  diese,  als  besonde- 
ren Fall,  die  Beschränkung  eingeführt  halte,  dass  die  geodätische  Linie  so 
kurz  sei,  dass  man  sie  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachten 
könne,  kam  ich  auf  eine  Auflösung  die  nahe  mit  der  Jacobi'schen  über- 
einstimmt, sich  aber  von  dieser  wesentlich  dadurch  unterscheidet,  dass 
sie  Eine  Hülfsgrösse  weniger  erfordert  ,  und  einige  kleine  Glieder  ent- 
hält, die  zur  Genauigkeit  des  Resultats  beitragen,  aber  bei  Jacobi  nicht 
vorhanden  sind.  Es  war  hiefür  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen nur  die  Anwendung  eines  einzigen  Salzes  erforderlich,  nemlich  die 
Relation  zwischen  dem  Modul  einer  elliptischen  Function  und  der  von 
Jacobi  mit  q  bezeichneten  Grösse,  durch  deren  Einführung  er  so  sehr 
stark  convergirende  Reihen  erhalten  hat.  Diese  Relation  tritt  hier  auch 
ohne  Bezug  auf  ihre  Bedeutung  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen ein,  und  erscheint  nur  als  eine  Substitution,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  in  den  Coefficienten  mehrere  Glieder  der  höheren  Ordnungen 
verschwinden,  und  die  Reihen  überhaupt  eine  weit  grössere  Coovergenz 
bekommen.  Ich  habe  auch  aus  diesem  Grunde,  so  wie  um  Multiplica- 
tionen  und  Divisionen  mit  denselben  numerischen  Coefficienten  zu  ver- 
meiden, nicht  q  selbst,  sondern  statt  dessen  4</  unter  der  Bezeichnung 
ju  eingeführt. 

Die  Legen  dre'schen  Formeln,  von  welchen  ich  bei  den  Enlwicke- 
lungen  ausgehe,  hätte  ich  unmittelbar  aus  seinen  Abhandlungen,  nament- 
lich aus  seinen  »Exercices  etc.«  entnehmen  können,  allein  ich  habe  vor- 
gezogen eine  Ableitung  derselben  voranzustellen,  die  von  dem  Grund- 
salz ausgeht,  dass  man  die  Gleichung  irgend  einer  beliebigen  Oberfläche 
durch  zwei  von  einander  unabhängige  Veränderliche,  stall  der  drei  von 
einander  abhängigen  Goonlinalen  darstellen  kann.  Dieser  schon  längst 
bekannte  Salz  isl  bekanntlich  von  Gauss  am  Meisten  angewandt  und 
ausgebildet  worden. 
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2. 

Die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  sei  allgemein 

/(*,y,z)  -  0 

wo  unter  x,  y,  z  die  rechlwinklichen  Coordinaten  irgend  eines  Punkts 
derselben  verstanden  werden.  Da  in  Folge  dieser  Gleichung  immer  zwei 
Coordinaten  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann  man  alle  drei  als 
Functionen  von  irgend  zwei  anderen ,  von  einander  unabhängigen  Ver- 
änderlichen betrachten  und  darstellen,  so  dass 

x  =  <p[p,q)t  y  =  v(/>»9).  *  =  *(P.9) 
werden,  wenn  p  und  q  die  neuen  Veränderlichen,  und  y,  y,  x  nicht  min- 
der wie /"Functionszcichcn  sind.  Da  die  eben  aufgestellten  Functionen 
keiner  anderen  Bedingung  unterliegen,  als  dass  sie,  statt  x,  y,  z  in  die 
Gleichung  der  Oberfläche  substiluirt,  diese  identisch  Null  machen  müs- 
sen, so  können  die  Veränderlichen  p  und  q  auf  mannigfache  Weise  an- 
genommen, und  bestimmt  werden.  Durch  die  Differentiation  soll  nun  aus 
den  vorstehenden  drei  Gleichungen  hervorgegangen  sein 

dx  =  r/dp  ■+■  rj'dq 
dy  z=  ddp  •+•  6'dq 
dz  as  fidp  ■+-  fi'dq 

wo  die  sechs  Coefficienten  17,  6,  //,  t]\  6',  (j  als  Functionen  von  p  und  q 
betrachtet  werden  können. 

3. 

Das  Differential  irgend  eines  Bogens  hat  bekanntlich ,  wenn  man 
es  mit  ds  bezeichnet,  zum  Ausdruck 

ds7  =  dx2  ■+■  dy1  +  dz\ 

Substiluirt  man  hierin  die  eben  aufgestellten  Ausdrücke  für  dx,  dy,  dz. 
und  setzt  zur  Abkürzung 

£  =      +  fl2  +  fi* 
F  =  ijtj'  ■+-  66'  -+-  ///*' 
G  =  n'*  +  Ö"2  + 

so  ergiebt  sich 
(\)    .    .    .    .    ds*  =  Edp*  +  2Fdpdq  +  Gdq* 

welcher  Ausdruck  das  Differential  irgend  einer  beliebigen ,  auf  der  ge- 
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gebenen  Oberfläche  gezogenen,  vvillkührlichen  Linie  durch  die  Differen- 
tiale der  Unabhängigen  p  und  q  giebt. 

Man  kann  diesen  Ausdruck  vereinfachen,  ohne  ihm  die  Allgemein- 
heit zu  rauben.  Man  findet  auf  bekannte  Weise,  dass  das  Trinom 

£?<//j2  -|-  ZEFdpdq  +EGdq2 

sich  in  die  beiden  imaginären  Factoren 

Edp  -f-  Fdq  ±  idqVEG^F* 

wo  imm  V—  1  ist,  auflösen  lässt.  Setzt  man  daher 


dh  =  VE. dp  +  y~dq 


(2) 


so  erhalt  man 

ds1  =  dh2  -f-  mHq*  (3) 

Man  leistet  dieser  Gleichung  durch  die  folgenden  Gnüge 

dh  =  rf«cos  « 
mdq  =  ds  sin  « 

woraus  sich  zu  erkennen  giebt,  dass  «  der  Winkel  ist,  den  das  Element 
ds  der  Linie  *  mit  dem  Element  dh  der  Linie  h  auf  der  gegebenen  Ober- 
fläche macht.  Die  Elemente  der  Linien  /*  und  fmdq  schneiden  sich  also 

unter  rechten  Winkeln,  und  ds  ist  die  Hypotenuse  eines  elementaren 
rechtwinklichen  Dreiecks,  in  welchem  die  Cathelen  dh  und  mdq  sind. 
Der  sich  aus  (1)  ergebende  Werth  von  ds  hingegen  kann  als  dritte  Seile 
eines  schiefwinklichen  Dreiecks  conslruirl  werden,  dessen  beiden  an- 
deren Seilen  y~E.dp  und  yG.dq  sind.  Nennt  man  den  von  diesen 
beiden  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  w,  so  wird 

cos  w  =  4= 

Yeg 

denn  hiemil  erhalt  man  der  ebenen  Trigonometrie  gemäss 

ds2  =  [VE.dp)*  -  2(  VEJpyyG.dq)  cos  m  V  {/G.dqY 

Die  Linearelemenle  VE.dp  und  VG.dq  schneiden  sich  also  nur  dann 
unter  einem  rechten  Winkel,  wenn  die  Coefficicnten  ij,  0,  //,  tj\  ö'}  p  so 
beschaffen  sind,  dass  daraus  F=  0  folgt. 
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i. 

Will  man  nun  auf  der  gegebenen  Oberfläche  irgend  eine  der  Linien 

JY^.dp  oder  h  oder  fVG.dq  ofarjmdq  beslimmen,  so  kann  dieses 

ohne  Weiteres,  und  nur  mit  dem  Vorbehalt  der  Ausführung  der  Integra- 
lionen geschehen,  da  fUr  jede  derselben  das  Differential  der  bezüglichen 
anderen  gleich  Null  ist.  Will  man  hingegen  eine  Linie  bestimmen,  die 
von  den  eben  genannten  verschieden  ist,  und  einem  gegebenen  Gesetze 
folgen  soll,  so  muss  man  entweder  p  und  q  oder  bez.  h  und  q  in  Func- 
tion einer  dritten  Veränderlichen  darstellen,  oder  die  eine  derselben 
bez.  als  Function  der  anderen  ansehen. 

5. 

Um  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei  Funkten  auf  der  ge- 
gebenen Oberflache  zu  bestimmen  werde  ich  mich  der  Gleichung  (3) 
bedienen,  und  h  als  Function  von  q  betrachten.  Es  muss  nun  unter  die- 
ser Voraussetzung  die  Variation  des  Ausdrucks 

*  =f}rdhi+m*dif 

Null  werden,  und  da 


,. .  C 


dSh  +  m  ^— ^  <y  M 


ds 

(  dm 


ds  U  ■  dsl 


dh 
ds 


ist,  so  drückt  die  Gleichung 

m  (^)  df  —  dsd: 
die  Bedingung  aus,  dass  *  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  auf  der  gegebenen  Oberfläche  ist.  Diese  Gleichung  kann  ver- 
einfacht werden.  Die  erste  (4)  giebt 

d  .  x:  =  d .  cos  «  =  —  sin  a  da 

und  durch  die  Substitution  dieser  und  die  Zuziehung  der  zweiten  (4) 
ergiobl  sich 

m  

als  Bedingungsgleichung  für  die  gesuchte  kürzeste  Linie.    Ich  bemerke 


uign 


zed  by  Google 


Geodätische  Untersuchungen. 


0 


zum  Ueherffuss  hier,  dass  (^j  der  partielle  Differentialquotient  von  m 

in  Bezug  auf  h  ist.  Die  Relation  zwischen  «,  dh,  dq,  die  als  Hülfsglei- 
chung  hier  mit  zugezogen  werden  muss,  ist 

und  durch  Hülfe  dieser  nebst  deren  Differential  könnte  man  «  und  da 
aus  der  (5)  eliininiren,  wodurch  eine  Differentialgleichung  zweiler  Ord- 
nung zwischen  A  und  q  entstehen  würde.  Für  den  hier  zu  erreichenden 
Zweck  ist  es  jedoch  einfacher  die  vorstehenden  Gleichungen  unverän- 
dert anzuwenden. 

6. 

Wenden  wir  nun  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  allgemeinen 
Gleichungen  dazu  an ,  um  auf  der  als  abgeplattetes  Revolutionsellipsoid 
betrachteten  Erdoberfläche  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  zu  bestimmen.  Dem  allgemeinen  Sprachgebrauch  zufolge, 
werde  ich  mich  für  diese  Linie  des  Ausdrucks  »geodätische  Linie«  be- 
dienen, welcher  also  hier  mit  »kürzester  Linie«  als  synonym  zu  betrach- 
ten ist. 

Legen  wir  die  Achsen  der  x  und  y  in  den  Aequator,  in  zwei  be- 
liebige, sich  rechtwinklich  schneidende  Meridiane,  und  die  der  z  in  die 
Umdrehungsachse ;  bezeichnen  wir  ferner  die  Halbachsen  des  Ellipsoids 
mit  a  und  b ,  unter  der  Voraussetzung  dass  a  >  b  sei,  dann  ist  die  Glei- 
chung des  Ellipsoids 

und  dieser  Gleichung  wird  durch  die  Ausdrücke 

x  —  a  cos  ß  cos  / 
y  =  a  cos  ß  sin  / 
%  =  b  sin  ß 

Gnüge  geleistet,  wo  ß  die  sogenannte  reducirte  Breite  irgend  eines 
Punkts,  und  /  dessen  geographische  Lilnge,  von  irgend  einem  beliebigen 
Meridian  an  gezählt,  bezeichnen.  Differentiirt  man  diese  Gleichungen, 
und  identilicirt  /¥mit/>  und  /mit</,  so  wird  zufolge  des  Vorhergehenden 

q  =  —  a  sin  ß  cos  /  ;    tf  =  —  a  cos  ß  sin  / 
ß  sb  —  a  sin  ß  sin  /  ;    0'  =      a  cos  ß  cos  / 
fi  =      b  CQti  ß        ;    /u'  =  0 
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also 

E  =  a2  sin  *ß  +  62  cos  2(? 

F  =  0 

G  =  a2  cos 2/? 

7 

Es  soll  zuerst  zu  mehrerer  Deutlichkeit  das  System  von  Linien,  wel- 
ches in  der  allgemeinen  Ableitung  mit  h  bezeichnet  wurde,  für  sich  be- 
trachtet werden.  Man  erhalt  dieses  wenn  man  in  der  Gleichung  (3)  dq—0 
macht,  und  es  wird  also  hierauf  *  =  Ä.  Macht  man  nun  in  der  Bedin- 
gongsgleichung  (5)  auch  dq  =  0 ,  so  wird  da  =  0  ,  folglich  «  =  const. ; 
die  Gleichung  (6)  giebt  ferner  «=0.  Die  Bediniuingsgleichung  der  kür- 
zesten Linie  ist  also  von  selbst  erfüllt,  und  alle  Linien  Ii  sind  kürzeste 
Linien.  Für  die  Erdoberfläche  giebt  der  vor.  Art.  in  Verbindung  mit  der 
ersten  (2) 

(7)    .    .    .       dh  =  —  dß  Va?  sin  *ß  -+■  62  cos  \i 

» 

wo  ich  das  Minuszeichen  gewählt  habe,  weil  es  angemessen  ist  die  geo- 
dätischen Linien  h  im  Pole  anfangen  zu  lassen.  Hiemit  wird  also 

h •  =  —  J  dß  yVsin  V-h  ^cos^-h  const. 

und  dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  h  ein  Bogen  irgend  eines  Meridians  ist; 
die  Meridiane  sind  also  auf  der  Oberfläche  der  Erde  geodätische  Linien. 


8. 

Gehen  wir  zum  allgemeinen  Fall  auf  der  Erdoberfläche  über,  so 
erhalten  wir  erst  durch  die  zweite  (2)  in  Verbindung  mit  den  Ausdrücken 
des  vorvor.  Art. 

m  =  o  cos  ß 
woraus  mit  Zuziehung  der  (7) 

/dm\     «sin  ß  

\dh)  —  \dß)\dh)  —  ja'sinV^c^V 

folgl.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  werden  nun 

 asin/M     ^ 

V~a' "Si„ 7*ß  +  6'  cos^  ~  " 

'  aensfl  dl 

tg  fC  —  —  -  a,  s jn  S/,  +  ^o,  '(*  dß 
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und  eliminirt  man  hieraus  dl,  so  erhält  man 

lg  a  tg  ßdß  =  da 

deren  Integral 

cos  ß  sin  «  =  const. 

ist.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  jede  geodätische  Linie  hinreichend  verlän- 
gert wenigstens  Ein  Mal  einen  Meridian  rechtwinklich  schneiden  muss, 
und  nennt  man  die  reducirle  Breite  des  Punkts  derselben,  wo  dieses 
statt  findet,  /?0,  so  wird  das  vorstehende  Integral 

cos  ß  sin  a  =  cos  #>  (8) 

Diese  Gleichung  ist  die  erste  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie. 
Zufolge  des  Art.  3  ist  «  der  Winkel  den  die  allgemeine  kürzeste  Linie 
mit  den  Linien  h  macht,  und  zufolge  des  Art.  7  sind  die  Linien  h  auf 
dem  Revolutionsellipsoid  Meridianbögen ,  oder  wenn  man  das  dort  ge- 
fundene Integral  hinreichend  ausdehnt  ,  die  ganzen  Meridiane,  der  Win- 
kel a  ist  folglich  das  Azimuth  der  geodätischen  Linie  in  irgend  einem 
unbestimmten  Punkt  derselben. 

Die  zweite  Gleichung  (4)  wird  jetzt 

a  cos  ßdl  =  sin  ads 

und  eliminirt  man  hieraus  a  vermittelst  der  (8),  so  ergiebt  sich 

a  cos  *ß dl  =  cos/?0<fe  (9) 

welches  die  zweite  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  ist. 

Die  Elimination  von  dh  aus  der  ersten  (4)  durch  Hülfe  der  (7)  giebt 


ds  cos  a  =  —  dß  V  a2  sin  *ß  -+-  b'1  cos  2ß 
und  schafft  man  hieraus  a  durch  Hülfe  der  (8)  fort,  so  bekommt  man 


ds  =  -  dßcosß*^^™^      .    .    .  (10) 

r        r     V  sin  V.  -  »in  V 

welches  die  dritte  und  letzte  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  ist. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  giebt  die  Lange  der  geodätischen  Linie, 
die  durch  einen  endlichen  Ausdruck  nicht  erhalten  werden  kann,  wes- 
halb die  RectiBcalion  derselben  unmöglich  ist.  Eliminirt  man  ds  aus  (9) 
durch  Zuziehung  der  (1 0),  so  bekommt  man 

dl        —  dS  ^  ^a'  »in  V  + 

'  cos/»    a]/si„V,  -  sin*/» 

deren  Integral  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  selbst  ist. 
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9. 

Der  Ausdruck  (10)  kann  vereinfach l  werden.  Führt  man  ersl  die 
Excentricität  e  der  Erdmeridiane  durch  die  Gleichung 

a2  —  b1  =  oV 

ein,  so  wird  er 

d.  «dßcosßZ4-!**-,'* 

'  1    V  sin  %  —  sin  *ß 

und  ftlhrl  man  hierauf  den  Bogen  rp  stall  ß  durch  die  folgende  Relation 
ein, 

(11)   sin  ß  =  sin  ß0  cos  (p 

so  ergiebl  sich 

tfc  =  adq>  V\  —  c2  -f-  e2  sin  %  cos  fy 
Setzt  man  hierauf 

(12)  .    .      tgft-  VT^.tgßo.csinßu^fc 

wo  also  ß0  die  Pol  hohe  des  Punkts  bezeich  not,  in  welchem  die  geo- 
dätische Linie  den  Meridian  rechtvvinklich  schneide! ,  und  erwägt  dass 
hieraus 

ei«  2*           ;<  -  g*j  sin  *B0 

S,n       =   1  -  «r»  sin  «J. 

folgt,  so  wird  schliesslich 

(13)  ....   (/*  =  a^g^/l_fc2sin  2y 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Länge  der  geodätischen  Linie  durch  ein 
elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  bestimmt  wird. 

Eliminirt  man  vermittelst  der  (13)  da  aus  der  (9),  so  bekommt  man 
für  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linie  selbst 

(ii)  .  .  .     d/  =  sinf'7S/ /T-!'8in,'i 

v     1  sin  fl,        *  \  —  sin  v*0  c(>s  ty 

Da  der  Nenner  dieses  Ausdrucks 

I  —  sin  %  cos  2(f  =  cos  %  (1  -|-  tg  2ß0  sin  \ ) 

ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  ein  ellip- 
tisches Integral  dritter  Gattung  ist. 

10. 

liehen  wir  nun  zu  der  ersten  Hauptaufgabe  Uber:  »Aus  der  gege- 
»heni'u  Länge  einer  geodätischen  Linie  und  der  Lage  ihres  Anfangs- 
»punkls  auf  der  Erdoberfläche  die  Lage  ihres  Endpunkts  zu  finden.« 
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Seien 


des  Anfangspunkts 


des  Endpunkts  von  «. 


s   die  Länge  der  geodätischen  Linie 
B  die  Polhöhe 
(f  die  reducirle  Breite 
a  das  Azimuth 

von  *  dessen  geogr.  Lange  gleich  Null  gesetzt  wird,  ferner 
ZT  die  Polhöhe 

die  reducirle  Breite 
A    die  geogr.  Länge 
180°+a"  das  Azimuth 

Da  man  die  geographischen  Langen  von  einem  beliebigen  Meridian  an 
zählen  kann,  so  ist  durch  //'  oder  (f  und  a  die  Lage  des  Anfangspunkts 
von  8  vollständig  gegeben,  und  die  Bögen  «,  B\  a  sind  daher  die  gege- 
benen Stucke  unserer  Aufgabe ;  aus  demselben  Grunde  sind  die  Bögen 
Bf,  X,  a  die  zu  bestimmenden  Grössen.  Die  Azimuthe  sollen  hier  immer 
vom  Sudpunkt  des  Horizonts  gezählt  werden,  und  von  da  an  in  dersel- 
ben Richtung,  in  welcher  man  die  Längen  wachsend  annimmt,  wachsen. 
Durch  diese  Bestimmung  werden  alle  Längen  positiv,  und  zwischen  den 
Grenzen  0  und  180°  eingeschlossen;  dieselben  Grenzen  sind  alsdann 
auch  die  von  «'  und  a. 

Seien  nun  y  und  y  die  Werthe  des  Bogens  tp  für  den  Anfangs- 
und den  Endpunkt  von  *,  dann  geben  die  Gleichungen  (13)  und  (14) 

M 

sin  fl,  cos  ß%  l  .   y*  —  fc*sin  \, 
*  —  "  siiffl,     I  a V  i  -  «n%~cös  V 

Da  die  Lage  des  Anfangspunkts  von  s  gegeben  ist,  so  sind  durch  die 
Gleichungen  (8)  und  (1 1)  auch  ß0  und  (p  gegeben,  und  in  der  ersten  der 
vorsiehenden  Gleichungen  ist  <p°  die  einzige  Unbekannte,  die  daher 
durch  diese  Gleichung  zu  bestimmen  ist.  Hierauf  wird  die  rechte  Seite 
der  zweiten  Gleichung  völlig  bekannt,  und  es  kann  durch  dieselbe  der 
Längcnunlerschied  A  des  Anfangs-  und  des  Endpunkts  von  s  bestimmt 
werden. 
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11. 

Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (11)  geht  hervor,  dass  Uberhaupt 
90°  —  ß0t  90" —  ß,  a,  tp  vier  Stücke  eines  rechlwinklichen,  sphärischen 
Dreiecks  sind,  in  welchem  90°  —  ß  die  Hypotenuse,  90° — ßo  und  q>  die 
Cathcten,  und  «  der  der  Seile  90°  —  ßo  gegenüber  liegende  Winkel  sind. 
Um  dieses  Dreieck  sogleich  vollständig  betrachten  zu  können  soll  auch 
der  Winkel  am  Pole ,  oder  der  der  Seite  y>  gegenüber  liegende  Winkel 
eingeführt,  und  allgemein  mit  Jl  bezeichnet  werden.  Bezieht  man  dieses 
Dreieck  auf  den  Anfangspunkt  von  *,  und  versieht  wie  oben  die  dahin 
gehörigen  Bögen  mit  einem  Strich,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von 
<p\  Jl',  ß9  die  Gleichungen 

sin  ß0  sin  tp  =  cos    cos  a 

sin  ß0  cos  <p  =  sin  (t 

(15)...       {  sin  ß0  sin  Jl'  =  cos  a 

sin  ß0  cos  Jl'  =  sin  (t  sin  a 

cos  ßo  =  cos  ß'  sin  a 

Ist  hierauf  auf  die  im  vor.  Art.  angedeutete  Art  <p"  bestimmt,  so  giebt 
dasselbe  Dreieck  durch  seine  Anwendung  auf  den  Endpunkt  von  «, 

cos  ß'  sin  a    =  cos  ßo 
cos  (f  cos  u    =  sin  ßo  sin  tp" 


(16) 


cos  (f  sin  Jl"  =  sin  tp" 


cos  ßf  cos  Jl"  =  cos  ßo  cos  (p" 
sin  ßf  =  sin  ß,  cos  tp" 

Durch  die  Anwendung  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  kann 
man  immer  die  Unbekannten  mit  der  ganzen  Sicherheit,  die  die  Um- 
stände der  Aufgabe  gestalten,  bestimmen,  und  ist  Uber  den  Quadranten, 
in  welchem  die  Bögen  zu  nehmen  sind,  nie  in  Ungewissheit. 

Von  B'  zu  ß,  und  von  (f  zu  B"  geht  man  durch  die  allgemeine 
Gleichung 

ig/*-  VT=? .  tg  B 

oder  durch  die  Reihenentwickelungen  derselben,  die  weiter  unten  an- 
geführt werden  sollen,  Uber. 
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12. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestimmung  von  qp",  so  ist  die  Gleichung 
(13)  oder 

von  q>  bis  <p"  zu  integriren.  Zu  diesem  Zweck  ergiebt  sich  zuerst 

V  \  —  A'sinV  =  1  —  itferaV  —  ljfc«sinV  — ^*'sin«9>  — ... 

in  welcher  bei  dem  statt  findenden  Werthe  von  e  für  den  Erdkörper  die 
angesetzten  Glieder  völlig  ausreichend  sind.  Durch  die  bekannten,  all- 
gemeinen Relationen 

sin  2q>  =  y  —  ycos  2  9 

sin  *q>  =  ~  —  Tcos  2<P      Tcos  *V 
sio  V  =s  —  —  ^cos  2<jp  ■+-  ^cos  4y  —  ^cos  Qq> 
erhalt  man  hieraus 

-  (^+i5i*^)  cos  *V  +  iT5*,co869+  •  • . 

Mulliplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  d<p,  und  integrirt  innerhalb  der 
angegebenen  Grenzen,  so  erhalt  man 

+  (1 +  S *  +  iii? *6)  (sin  2  V  -  sin  V) 

+  ^^(sin6^-sin6^ 
Aber  aus  den  Gleichungen  (12)  folgt  leicht,  dass 

sin  A,   

smß,  —  yrz? 

ist,  substüuirt  man  diesen  Ausdruck  und  zieht  die  Glieder  möglichst  zu- 
sammen, so  wird 

=  A(9--     +  B  cos  (,■+  9')  sin        ? )  (H) 

—  C  cos  <i((p'+(f)')  sin  2(y" — y') 
-I-  D  cos  3(y"H-y')  sin  3(y" — tp) 
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C  =  —  k*  -+-  —  fc° 
n          4  i.c 

"  —  4536  ^ 

ist.  In  diesem  Ausdruck  rauss  « jedenfalls  durch  dieselbe  Maasseinheit 
ausgedruckt  werden  wie  der  Halbmesser  des  Aequators  a,  in  Bezug  auf 
die  Bögen  tp"  und  tp  ist  es  am  Zweckmassigsten  dieselben  auf  gewöhn- 
liche Art  in  Secunden  u.  s.  w.  auszudrücken ,  und  zur  Erlangung  der 
Homogeneilat  in  der  vorstehenden  Gleichung  müssen  daher  sowohl  die 
linke  Seite  derselben,  wie  die  Coefficicnten  Ii,  C,  D  mit  dem  in  Secun- 
den ausgedrückten  Kreisbogen  mulliplieirt  werden,  der  dem  Kreishalb- 
messer gleich  ist. 

13. 

Es  ist  nun  tp"  durch  die  Gleichung  (17)  zu  bestimmen,  und  hiebet 
soll  zueist  die  Länge  *  der  geodätischen  Linie  keiner  Beschränkuug  un- 
terworfen werden.  Es  ergiebt  sich  hiemit 

9  =  9  +  JjTTz^  '  7r      Di  cos  (9'+ 9)  sin  (9—9) 

Ci  cos  2{(f>H+  tp)  sin  2(y" — tp) 
—  Di  cos  3{v+tp)  sin  3(tp"—tp ) 

wo 

und  r  die  Anzahl  von  Secunden  bedeutet,  die  dem  Kreishalbmesser 
gleich,  also  r  =  206264",8...  ist.  Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass 
die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  rechter  Hand  einen  bis  auf  Grossen 
zweiler  Ordnung  in  Bezug  auf  e  genäherten  Werth  von  tp"  bildet.  Setzt 
man  daher 

ts  =  r —  ,      o  =  .  -  — , 

«  Ay\-eF 

(f  =  tp  -+-  S  —  x 

wo  folglich  a  die  in  Bogcntheilen  des  Aequators  ausgedrückte  Länge 
der  geodätischen  Linie  bezeichnet,  dann  ist  x  eine  kleine  Grösse  zweiler 
Ordnung,  und  durch  die  Subslilution  erhält  man 
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x  =  ß,  cos  *}  sin  (S— x)  —  Q  cos  (4y +2(S— *))  sin  2(S— *) 

+  Ih  cos  (69-1-3(5—*))  sin  3(5—*) 

Diese  Gleichung  giebt  bei  den  grösslen  Werthen  von  S,  die  vorkommen 
können,  eine  sehr  schnell  couvergirende  indirecle  Auflösung,  wenn  man 
die  Näherungen  damit  anfängt,  dass  man 

x  =  Bt  cos  (V+<S)  sin  S 

in  die  rechte  Seite  substituirt. 

14. 

Es  wird,  che  wir  weitergehen,  nicht  undienlich  sein,  diese  starke 
Annäherung  durch  ein  Beispiel  nachzuweisen.  Der  Maximalwerth  von 
k  ist  c,  und  diesen  will  ich  im  Beispiel  annehmen,  da  es  klar  ist,  dass 
für  kleinere  Wcrlhc  von  k  die  Annäherung  noch  grösser  werden  muss. 
Es  ist  hiemit  zugleich  II  =  tf0  =  90"  angenommen,  und  folglich  ist  die 
geodätische  Linie ,  die  hier  beispielsweise  betrachtet  werden  soll,  ein 
Theil  irgend  eines  Meridians  des  Erdellipsoids.  Setzt  man  nach  Besse I 

löge  =  8,9122052 

so  ergeben  sich  unter  der  Voraussetzung  dass  k=e  ist,  die  folgenden 
numerischen  Werthe  der  Coefficienten 

ß,  =  345",3250 
C,  =  0.0722 
Di  =  0.00004 

woraus  hervorgeht,  dass  selbst  wenn  man  die  Genauigkeit  bis  auf Zehn- 
tausendlheile  der  Secunde  treiben  will,  das  dritte  Glied  des  Ausdrucks 
für  x  immer  völlig  unmerklich  ist.  Dagegen  sind  die  in  if,  und  Cx  ent- 
haltenen Glieder  sechster  Ordnung  nicht  ohne  Belang.  Setzt  man  aus- 
serdem 

<p'  =  10°  ,    S  =  40" 

so  giebt  die  Näherungsformel  für  x  zuerst  #  =  1'51\0,  und  substituirt 
man  diesen  in  die  vollständige  Gleichung,  so  bekommt  man 

x  =  -h  V50175  ■+■  0",0355  =      1'51'  ,0530 

Hiemit  sind  die  Annäherungen  schon  vollendet,  da  eine  neue  Substitu- 
tion von  x  denselben  Werth  wieder  geben  würde. 
Es  wird  daher  schliesslich 

<p"  =  49".'iS'8\9470 

Abh.udl.  d.  Ii.  S.  OrMllKb.  d.  Wi**-o«ch.  XIII.  * 
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Man  sieht  hieraus  wie  schnell  man  durch  den  obigen  Ausdruck  von  x 
zum  genauen  Werthe  dieses  Bogens  gelangt. 

4  5. 

Der  im  vorvor.  Art.  erhaltene  Ausdruck  für  x  kann  aber  auch  in 
einen  directen  umgewandelt  werden,  und  das  Resultat  wird  sehr  ein- 
fach, wenn  man  die  Glieder  sechsler  Ordnung  wegliisst.  Den  Ausdruck 
für  x  ändert  man  leicht  in  den  folgenden  ab, 

x  =  —  ±Bt  sin  2tp  -+-  y  Ci  sin  4<p 

■+■  j ß,  sin  2(9+5)  cos  2x  —  ± C,  sin  %        cos  ix 

—  y  J?,  cos  2(V-f-S)  sin  2x  +  1 C,  cos  4(y'+S)  sin  4x 

Subslituirt  man  hierin  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Vielfachen  von 
x  ihre  Reihenentwickelungen,  so  ergiebt  sich  bis  auf  Grössen  sechster 
Ordnung 

x  =  ß,  cos  ( S)  sin  5  —  Q  cos  2S)  sin  2S 

—  xß,  cos  2fo>'+S) 

und  nach  der  Elimination  von  x  auf  der  rechten  Seite ,  mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit 

x  =  Bx  cos  (2y'+S)  sin  S  —  C,  cos  (ly'+tS)  sin  2S 

(18)        —  j  ß,2  cos  cos  (V+S)  sin  S 

Behandelt  man  das  Beispiel  des  vor.  Art.  nach  diesem  Ausdruck,  so 
findet  man 

x  =  +  1'50\9853  -4-  0\0355  ■+■  0\0323  =  -+■  1'5r,0531 
mit  dem  obigen  Werthe  bis  auf  0",0001  Ubereinstimmend. 

16. 

In  vielen  zur  Anwendung  kommenden  Fallen  ist  der  Werth  von  o 
so  klein,  dass  er  für  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
kann ,  und  es  ist  daher  von  Interesse  diesen  Fall  besonders  zu  behan- 
deln. Man  kann  hiebei  von  der  Gleichung  (18)  ausgehen,  die  nun,  da  S 
eine  kloine  Grösse  erster  Ordnung  wird,  bis  auf  Grössen  siebenler  Ord- 
nung richtig  wird.  Da  man  jetzt  auch  die  Sinusse  und  Cosinusse  der 
Vielfachen  von  S  in  ihre  Reihen  auflösen  darf,  so  wird  soweit  es  zur 
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Erlangung  des  Resultats  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  erforder- 
lich ist, 

cos  (2y +S)  sin  S  =  Scos  2y  —  tfsin  2<p'—  }  S'cosSy'-h  {  S4sin  2</' 
cos(V-|-2S)sin2S  =  2Scos  4y  —  itfsin  l<p 
cos(2y-h2S)cos(2y'-i-S)sinS  =  i-S  +  yScos  4V'  —  |S2sin  ktp 

und  für  die  Coefficienten  bekommt  man 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke,  so  ergiebl  sich 

*-5{-5*+(t*,+  T*4)c<*  *<p  -  ±*  cos  V  | 

-  (>S2{  (| +  1  Jfc4)  sin  2y'-  |  Ä4  sin  Ktf  J 

—  l^S'Ä2  cos  2<p  +  sin 

wo  p  =  -i  ist.  Es  ist  angemessen  hier  statt  S  die  Grösse 


einzuführen,  und  da  nun  zufolge  des  Art.  1 3 


oder  nach  der  Rcihenenlwickclung 

S-.'(l~i-*»-i*) 

wird,  so  kann  x  leicht  in  Function  von  a  dargestellt  werden.  Setzt  man 
(f"—<p'  =  x<  woraus  %  =  S  —  x  folgt ,  dann  giebt  die  Substitution  der 
vorstehenden  Ausdrücke  von  x  und  S 

X  =  «'  ( (l  -  |  *2- 1  *)  -  (|  k'  +  £  *•)  cos  V  +  £  *  cos  V  J 

■+■  <>o'2|j*2sin  2y'- jfc'sin  4^'} 

-4-  pV1  y  fc2  cos  2y'  —  (>V 4  j|  &2  sin  2^>' 

bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  vollständig. 

17. 

Den  eben  gefundenen  Ausdruck  kann  man  durch  die  folgenden 
Substitutionen  vereinfachen.  Löst  man  zuerst  die  erste  Zeile  desselben 
ab,  indem  man 
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setzt,  und  fuhrt  darauf  in  dem  übrigen  Theil  tp  statt  a  ein,  so  bekommt 
man 

x  =  y  +       j(l&2+i.^sin  %<p*-±H  sinVj 
•+■  (»VtA*2  cos  V  -  (>V<1*2  sin  2y' 

sucht  man  ferner  statt  der  Ausdrücke  für  y  und  #  selbst,  die  ihrer  Lo- 
garithmen, so  erhält  man 

log.  nat  xp  =  log.  nat  a  -  (T  k>+  I A')  -  (T  fc2+ 1  fc«)  cos  2?' 

+  jjÄ1  cos  4^' 

log.  nat  x  =  log.  nat  V  +  (>V  j  (t  *2+  T  *4)  sin  2<*  —  ^  *4  sin  V) 

+  |(>V*2cos  2y'  —  ^V^sin  2y' 

Sei  endlich 

(19)    .    .     fc2  =  V  —  8^  +  11^-12/^4-  ... 

dann  werden  die  vorstehenden  Ausdrucke 

log.  nat  y  =  log.  nat  a  —  2//  cos  V  —  /i2  sin22<p' 

log.  nat  x  =  'og.  nat  y  ■+-  Wf*  sin  2<p'  -t-  T  pfyfy  cos  2y>' 

—  w2  sin  4y'  —  y  (/V/4  sin  2<p' 

auch  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig. 

Die  Gleichung  zwischen  k  und  fi  giebt  durch  die  Umkehrung 

aber  die  Gleichungen  (12)  geben 

ßin  2Ä«  =  7~?^hft  .    «  sin  ß0  =  k 

woraus 

,2  _       f  sin  *ßt 

folgt,  wenn 


gesetzt  wird.  Hiemit  bekommt  man 
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V  =  «  sin2^  —  *2sin  V*b  ■+•  —  e*  sin  %  ±  .  .  . 

*  =  «>  sin      —  2«3  sin  «#>  -h  3c'  sin  %  +  .  .  . 
k«  =  j  sin  6#>  —  3e4  sin  s#>  ±  .  .  . 
k*  =  64  sin  *#)  +  .  .  . 

Setzt  man  diese  in  die  vorstehende  Gleichung  zwischen  fi  und  k,  so 
erhält  man 

/*  =  j  «  sin  2/?0  —  y  *2  sin  4#>  +  ij^  *3  sin  V«  —  ^1  *4  siD  V»  ±  •  •  ■ 
woraus,  wenn  man  zum  Logarithmus  übergeht 
log.  nat  fi  =  log.  nat  f  sin  %  —  j  f  sin  %  +  ^*Jsin  *ß0  —  ^  e3sinflft 

folgt.  Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  Jacobi'schen,  so  findet 
man  dass  sie  im  Allgemeinen  damit  übereinstimmen.  Die  hier  entwickel- 
ten Endformeln  sind  aber  aus  dem  Grunde ,  dass  im  Ausdruck  für  /<  die 
Polböhe  B0  eliminirt  ist,  einfacher  wie  die  Jacobi'schen,  indem  dadurch 
die  Berechnung  von  4?0  ganz  wegfällt,  welches  bei  Jacobi  nicht  der  Kall 
ist.  Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Ausdruck  für  log. nat £  diu 

beiden  Glieder  —  yy^sm  i(p'—  y  (rtyfysin  2qp'  bei  Jacobi  nicht  vorhan- 
den sind ,  und  daher  sein  Ausdruck  für  %  (von  ihm  y  genannt)  nur  bis 
auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist;  die  beiden  genannten  Glieder 
können  indess  zuweilen  Merkliches  geben. 


18. 

Für  die  Bestimmung  des  Längenunterschiedes  zwischen  dem  An- 
fangs- und  dem  Endpunkt  der  geodätischen  Linie  nehme  ich  die  Glei- 
chung (1 4)  vor.  Entwickelt  man  die  in  derselben  vorkommende  Wur- 
zelgrösse,  so  findet  man 

*  -ä  •  jl-lt'sinV-^'sinV-f.f  sinV—  ■) 

Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen  dass 

sin'y     <_     _       cotg  *ßt 

1-sinVocosV        sin*/»»        1  — sin*/»,  cos '9 

<-8inV.cosV  "~  sin*/».        sinV,        «  -  sin»/J.cos «y 

sin'y    siny        colg'/i.   .    .  cotg*A  t-olg  Vo 

4  -sin1/»,  cos  V  ~~  sin  %        sin»/J.         ^  1  -  sin  V«  cos  V 
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u.  s.  wM  deren  Fortschreiten  einfach  und  regelmässig  ist.  Ferner  ist 
leicht  zu  bestätigen  dass 

ist,  und  aus  den  vorstehenden  Ausdrucken  folgt  daher  dass 

CÜS/y  1-siaV.cosV        C°S/9°  SÜTTft  » 

-  cos    ^^sin  2T  +  cosft  ^  -cotg <0, arc.  lg *  £ 

u.  s.  vv. ,  wo  ich  der  Kürze  wegen  die  Integrationsconstantcn  weggelas- 
sen habe.  Substituirt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  das  Inte- 
gral des  vorstehenden  Ausdrucks  für  dl,  und  nimmt  vorläufig  keine 
Rücksicht  auf  die  Grenzen  desselben,  so  bekommt  man  für  irgend  einen 
unbestimmten  Punkt  der  geodätischen  Linie 

-  (Ma*- + *•         *in    +  Ä  Bit»  4y]  ± . . . J 

«+■  const. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  alle  unendlichen  Reihen  dieses  Ausdrucks  im- 
mer  stark  convergiren,  da  für  jeden  Werth  von  ß9  das  Verhältniss  sm/J 
sehr  nahe  =  e  ist. 

19. 

Man  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  Reihe  womit  are.  Ur  — 
in  dem  eben  erhaltenen  Ausdruck  für  /  mulliplicirl  ist,  die  Entwicke- 
lung  von  j/l-hfc'cotg^o  ist ,  und  da 

siu  B0  =  4  ,    tg/?0  =  V\  —e1  .  tgß„ 

ist,  so  wird 
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folglich 

Kl+^cotg^  =  -^=  =  -^ 
Der  Ausdruck  für  /  geht  daher  über  in 

'  -  arc-  's  äik 

■+■  const. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  im  Art.  1 1  betrachteten  rechtwinkiichen, 
sphärischen  Dreieck ,  so  geben  die  Gleichungen  (1 3),  wenn  sie  auf  den 
unbestimmten  Punkt  der  geodätischen  Linie  angewandt  werden ,  wel- 
cher dem  Bogen  q>  entspricht, 

tj>n        co8>«    .    ur  (b  =  C0S/?C0Sft 

^>  sin/isin«'     ^  ™  sin/J 

cos  /?o  =  cos/?  sin  a 

und  hieraus  folgt 

Setzt  man  daher  1  =  11  —  JJl,  so  bekommt  man 

const. 

Die  in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  Functionen  lassen  sich  durch 
Zuziehung  der  im  vorvor.  Art.  eingeführten,  mit  e  bezeichneten,  Grösse 
auf  einfache  Weise  ausdrucken.  Man  bekommt  strenge 

Jfc2(1  —  2cotg2ft)  =  3tf  —  2*(1  —  V) 
Jt'(3—  4colgV«  +  8cotgYf0}  =  |5fei__20^?(l— fc3)-|-8*2(1— it2)2 
jt'{1-cotg2^o)  —  2*»  — *») 


sin  /», 


0 


Subslituirt  man  diese  und  bleibt  bei  den  Gliedern  sechster  Ordnung 
stehen,  so  bekommt  man 
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-(Tik'  +  Tik'-k «*"')  si»  *<>■  *  ik sin  W i 
-h  const. 

die  auch  in  die  folgende  umgewandelt  werden  kann 

—  (16fc2-*-i/c,)Sin2y"h^Sin4yl  +  COnSl' 

und  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  richtig  ist.  Die  Grössen  sechsler 
Ordnung,  welche  dieser  Ausdruck  enthalt,  sind  fast  immer  ganz  un- 
merklich, und  nur  hauptsächlich  das  Glied  -^c'  'm  Coefficienten  von  <p 

wird  zuweilen  ein  Weniges  geben  können,  indem  in  den  Fallen,  in  wel- 
chen cos/?0  nicht  klein  wird,  im  Gegenthcil  k  sehr  klein  wird.  Man  kann 

aus  diesem  Grunde  die  Grösse  ^ÄVcos/?„  als  ganz  unmerklich  be- 
trachten*), fügt  man  aber  dem  Coefficienten  von  y  innerhalb  der  Klam- 
mern das  Glied  —  jj&W  hinzu,  so  lässt  er  sich  in  die  beiden  Facloren 

I  —  jk2  —  -k1  und  1-h  j&+  je*  zerlegen,  und  die  Berechnung  des- 
selben wird  einfacher.  Da  ferner  auch  das  mit  sin4y  nuilliplicirle  Glied 
immer  unmerklich  ist,  so  wird  mit  stets  ausreichender  Genauigkeit 

JA  =  i^cos/?o{(l  +  |c2H-|e»)(l-l^-6U-.),/ 

—  (^2+^^4)  sin  2yJ  -+-  const. 

Ks  ist  hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  in  vielen  Fallen  cosfr  sehr  klein 
wird,  und  wenn  dieses  stall  findet,  ist  der  vorstehende  Ausdruck  eine 
Ordnung  genauer  wie  ausserdem. 

20. 

Sehreibl  man  nun  für  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  der  geodä- 
tischen Linie  nicht  nur  wieder  tp  und  (p"  so  wie  Ii!  uud  Jl",  sondern 
auch  /'  und  /",  und  setzt 

*)  Das  Maximum  von  —  e6sin  2ßQeosj1n ,  in  Thcilen  des  Kreislialbmessers  ausge- 
drückt, ist  =  0,0000(100018,  und  das  Maximum  des  im  Text  genannten  Gliedes  wird 
daher  erst  =  0",000l  ,  wenn  tp=  lüü,5,  =  0",001  wenn  (f  =  IM*  ist,  u.  s.  w. 
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I*  —  V  =  X  \    Jl'  —  J2'  =  co  ;    ./J2"  —  ^/2'  =  ./w 

dann  ist  wieder  A  der  Lilngenuntersehied  zwischen  dem  Anfangs-  und 
dem  Endpunkt  der  geodätischen  Linie,  und  es  wird  ausserdem 

k  =  (i)  —  Ja 

J*  =  |*cos*  j(i  +  le2+lc.)(<--i^-^^ 

-'(4^+**)<™(V+*)siiixj  •  i20) 

wo  wieder  x  =  <p"  —  </>'  ist.  Dieser  Ausdruck  gilt  filr  jeden  beliebigen 
Werth  von  *. 

21. 

Nimmt  man  nun  wieder  an,  dass  die  Lange  der  geodätischen  Linie 
s  eine  kleine  Grösse  erster  Orduung  ist,  so  lüsst  sich  der  eben  gefun- 
dene Ausdruck  für  .  1a  noch  mehr  vereinfachen.  Wegen  der  Facloren 
X  und  sinj  wird  er  eine  Orduung  genauer,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
geodätische  Linie  beliebig  lang  ist,  und  es  können  daher  jetzt  die  mit 

fc'unde4  multiplicirten  Glieder  weggelassen,  und  der  Factor  1 -h-|-c-  zum 
allgemeinen  Factor  gemacht  werden.  Nimmt  man  indess  hierin  immer- 
noch das  Glied  —ex  auf,  da  es  in  der  Anwendung  so  leicht  zu  berück- 
sichtigen ist,  so  entsteht  hieraus  nicht  der  mindeste  Nachtheil.  Erwiigt 
man  nun,  dass  jetzt 

cos  (2<jp'  -h  x)  =  cos  2(p'  —  x  sin  2y'  ,    sin  x  =  X 

wird,  und  führt  /i  durch  die  Gleichung  k1  =  4/t  +  etc.  ein,  so  bekommt 
man 

=  (7^  +  Te<+iic*)*C0S#>  |l  —  T/'~ y^cos2<p'H-^/**sin2<p'j 
und  wenn  man  hievon  zum  logarithmischen  Ausdruck  übergeht 

log.  nat  Ja  =  log.  nal      e2+  ~  «•+  ^eß)  x  cos  ß„ 

—  ,*cos  V  H-  £*sin  2T' 

Dieser,  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  vollständige,  Ausdruck  ist 
bis  auf  das  Glied       mit  dem  Jacobi'schen  identisch. 
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22. 

Ehe  ich  weiter  gehe  will  ich  die  bis  jetzt  abgeleiteten  Ausdrücke 
in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  gebraucht  werden,  zusammen  stellen, 
und  die  Logarithmen  der  constanten  Factoren  in  der  Annahme  des  im 
Art.  1 4  angeführten  Werthes  von  e  hiuzufügen.  Es  sind  nun  zuerst  die 
folgenden  Formeln  zu  berechnen,  in  welchen  ff,  «',  *  die  ursprünglich 
gegebenen  Grössen  sind. 

wo 

log  VT=&  =  9.9985458202 
ist.  Ferner  <jp\  /?0,  Jl  aus  den  folgenden 

sin  ßo  sin  <p  =  cos  (f  cos  « 
sin  ßt  cos  <p   aas  sin  (i 
(21)    .    .      .  {   sin  ßo  sin  Jl'  =  cos  u 

sin  ß0  cos  Jl'  =  sin  ß  sin  «' 
cos/?<>  =  cos  ßf  sin  «' 

oder,  wenn  man  will,  aus  den  folgenden 

*  -  W  '     *«  ^  —  coi  ^n^  —  ^ 
°  sin  fl  oos  /80 

Ferner  ist  zu  berechnen 

log  f4  =  log  (b  sin  2#>)  —  c  sin  y„  ■+•  c'  sin  4#>  —  c  sin  % 

wo 

log  6  =  7.2252588—10  ;    log  c  =  7.164073—10 
log  c  =  4.6002— 10  ;         log  c"  =  2.198—  10 

und  unter  dem  Zeichen  »log«  hier  gleichwie  im  Folgenden  der  Briggi- 
sche, oder  gemeine,  Logarithmus  verstanden  wird. 

23. 

Bs  werden  von  hier  an  die  zu  berechnenden  Grössen  grösstenteils 
anders,  je  nachdem  s  beliebig  gross,  oder  eine  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung ist.  In  der  Voraussetzung,  dass  s  beliebig  gross  ist,  ist  zuerst  nach 
den  Ausdrücken  der  Art.  13  oder  15  zu  verfahren,  in  welchen  aber 
noch  die  CocfJficienten  auf  die  zur  Anwendung  geeigneteste  Form  hinzu- 
führen sind. 
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Aus  dem  im  Arl.  12  gegebenen  Ausdruck  des  Coefficieuten  A  folgt 
—  =  1  —  —  k2  —  -kl— 

A  1  4  *        6«  *        «56 " 


oder  wenn  man    durch  die  (19)  einfahrt, 
Aus  dem  Art.  1 3  folgt  nun 

5  =  0 — — 

S  s=  a  -+-  oÄ  —  oÄ  ' 


oder 
wenn 


gesetzt  wird.  Es  folgt  hieraus 

log.  nat  K'  =  log.  nat  -^==  +  ±    _  12  ^ 

und  durch  ähnliche  Behandlung  der  Coeflicienten  Bt  und  &  des  Art.  1 3 
ergiebt  sich 

■ 

log.  nat  Bi  =  log.  nat  rp  —  —  fi1 
log  C,  =  log  y/U2 

bis  auf  Grössen  der  achten  Ordnung  richtig,  wenn  man  von  dem  Coef- 
ficienten      absieht,  von  welchem  im  Art.  14  gezeigt  worden  ist,  dass 
er  durchaus  nichts  Merkliches  geben  kann. 
Es  ist  nun  zuerst 

zu  rechnen,  und  nimmt  man  an,  dass  s  in  Toisen  gegeben  ist,  so  wird 

log£  =  8.7996015995 

Wenn  *  in  irgend  einem  anderen  Maasse  gegeben  ist,  oder  wenn  man 
einen  anderen  Werth  von  a  anwenden  will,  so  kann  man  diesen  Werth 
des  constanten  Logarithmus  demgemäss  leicht  abändern.  Rechnet  man 
nun  ferner 

log  K'  =  log  «/*  +      —  m% 


wo 


log«  =  0.0014542 
log/?=  9.03572  —  10 
logy  =  9.363    j— 10 
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und  setzt 

log  Ä'=  7,325561 1 

so  wird 

S  =  a  +  oK-oh 

und  rechnet  man  hierauf 

log  B\  =  log  rfi  —  dft2 
logC,  =  logr>t2 

wo 

log  r  =  5.31  44251  ;    log  d  =  9.43366  —  10 
logr  =  4.4113 
so  bekommt  man  x  entweder  durch 

(22)  x  =  B{  cos  {tf+S—x)  sin  (S— x)  -  C,  cos  2{2g>'+S— x)  sin  1{S—x) 
indem  man  mit  dem  Näherungswerte 

x  =  Bx  cos       ■+-  S)  sin  S 

anfangt,  oder  durch 

(23)  x  =  //,  cos  ( V+S)  sin  S  —  C,  cos  2(2?' +S)  sin  2S 

-  ^cos  2(9 +S)  cos  (ifp'+S)  sin  S 

die  aber  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Hierauf  wird 

(24)   (jp"  =  (p  ■+■  S  —  x 

Sei  ferner 

Behandelt  man  /?  und  £'  wie  eben  JT  und  C ,  so  entsteht 

log.nal  E  =  —  l^i —  i^a 
log  £T  =  log  -J-  re2/i 

Wenn  nun 

lOg  E   =           £[X    £/i2 

log  £T  =  log  ty» 

gesetzt  wird  wo 

log  e  =  9.3367543  —  10;    log  f  =  9.21 18  —  10 
log  n  =  2.53678 

ist  ,  so  wird 

(25)    Jio  —  mE(S—x)  cos  ,%—E '  cos    cos  ( 2y'-*-S— a?)  sin  {S—x) 
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wo  ausserdem 

!ogm  =  7.52410G8-10 

ist,  und  bemerkt  werden  kann,  dass  der  Logarithmus  des  Factors 
cos  (2</>'-f-S — x)  sin  (S — x)  schon  in  der  Berechnung  von  x  gebraucht 
wurde,  und  daher  hier  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  braucht. 

24. 

Wenn  a  für  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
darf,  so  fallen  die  im  vor.  Art.  erklarten  Rechnungen  weg,  und  die  fol- 
genden treten  an  ihre  Stelle.  Nachdem  a  =  y=~  gerechnet  worden 
ist,  wo  o  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher,  rechne  man 
log  xp  =  log  o'  —  ffi  cos  V  —  g  fi2  sin  22y' 

und  hierauf 

log  x  —  log  V      ^  Vf*  sm  %9  ■+"  *  V2/'  cos  2y' 
—  hxp^sia  k(p  —  ly3[i  sin  %f>' 

worauf 

"       *  . 
<P  =  <P  +  X 

wird.  Die  Constanten  haben  hier  die  folgenden  Werthe 

log/"  =  9.93881  -  10  ,  log g  =  9.63778  —10 
log  h  =  4.32335  -10,  log  k  =  8.8328  -  20 
log  /  =  3.2174  -20 

Hierauf  ist 

log  Ja  wm  log  tnx  cos  ß0  —  y/'/i  cos  ty  +  y^V^  sin  C2*6) 
wo  m  denselben  Werth  hat  wie  im  vor.  Art.,  und  bemerkt  werden  kann, 
dass  die  beiden  letzten  Glieder  bis  auf  den  Factor  -j  schon  in  den  Aus- 
drücken für  y  und  %  vorkommen ,  und  daher  nicht  von  Neuem  berech- 
net zu  werden  brauchen. 

25. 

Sind  nun  die  im  Vorhergehenden  beschriebenen  Rechnungen  aus- 
geführt, so  giebt  wieder  das  im  Art.  11  erklärte  rechtwinkliche  Dreieck, 
welches  schon  oben  gedient  hat  um  /V  ff',  SU  zu  erhalten,  durch  seine 
Anwendung  auf  den  Endpunkt  der  geodätischen  Linie  die  Bogen 
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a",  J2",  ',  und  zwar  entweder  durch  Anwendung  der  folgenden  Glei- 
chungen 

cos  ßf  sin  a    =  cos  ßo 
cos  (f  cos  a    es  sin  /?„  sin  qp" 
(27)     .    .    .    I  cos  /?"  sin  Sl"  =  sin  9" 

cos  ßf  cos  i2"  =  cos  ßo  cos 
sin  /?"  =  sin  ß0  cos  9" 

oder,  wenn  man  will,  durch 

•  COlg  ßt  ri>  COS  rt"  n  B  a 

<B  «  =  •       ^  -»         -»  lS  A  cos  <P  s,n  « 

lö  "  cos  ß, 

Nennl  man  wieder  den  Unterschied  der  geographischen  Lungen  des  An- 
fangs- und  des  Endpunkts  der  geodätischen  Linie  A,  so  wird  nun  zu- 
nächst 

X  =  JV  —  Jl'  -  Jm 

und  die  Polhöhe  ff  kann  man  aus  ff  durch  die  mehrmals  angeführte 
endliche  Gleichung  berechnen.  Man  kann  statt  dieser  auch  ihre  be- 
kannte Reihenentwickelung  gebrauchen,  und  selbst  diese  auch  auf  den 
Unterschied  ß"  —  ß'  anwenden.  Setzt  man  e  =  sin  y,  so  ist  allgemein 

ß  =  B  —  r  tg2!v>sin2ß     ~rlg*\  u»sin  4/? 

—  |rtg6yt//sin  GB  ±  

und  diesem  entgegengesetzt 

B  =  ß  +  rtS*j\ps\n2ß  +  ~r\g*jys\nlß 

wo  wieder  r  =  206264",8  ist.  Wendet  man  die  letztere  auf  den  ge- 
nannten Unterschied  an,  so  erhalt  man 

ff—B  =  fi'-ßl  +  2rtg2YVCOß(/-«-^)sinf/-^) 

-I-  r  tg *±  f  cos  2(^+ 

+  {rlg«}^cos  3^+  /*)  sin  titf—f) 
■+■  etc. 

worauf 
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wird.  Der  oben  angenommene  Werth  von  e  giebt 

V>  =  4°4r9',983 

und  hieraus  folgt 

log2rtg2|V  =  2.8392585  ;  logrtg'iy  =  2.5382285 

•ogrlg^yV'  =  9.76203—10  ;    logyrlg<|y  =  9.46100 

lf>8Tr,g'TV'  =  6-8*0    —  iO  ;    logf  rtg«^  =  6.509 
die  man,  wenn  man  will,  beliebig  fortsetzen  kann. 

Es  lässt  sich  nocli  ein  anderer  Ausdruck  für  die  HinfUhrung  von 
ß  auf  B  geben,  der  in  vielen  Fallen  Anwendung  findet.  Die  obige  Reihe 
für  B  giebt,  wenn  man  die  Glieder,  die  von  der  Ordnung  e*  sind.  Uber- 
geht,   

/*-/?  =  2 1  ~  v\7*  sin  ß  cos  ß  +  2  g^^-]  sin  /?  cos  /?  (2  cos ft-  1 ) 
Ks  ist  aber 

0  +  /wj-1  =  |(i+|ejH-...) ;  i-  yr=?  =  ie»+... 

und  der  vorstehende  Ausdruck  lüssl  sich  daher  auch  wie  folgt  schreiben, 

B  —  ß  =  (i  —  y  1  —  eJ) sin/? cos/?  -+- e2(\  —      —  e2)  sin^cos 3^ 

welcher  ebenfalls  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Hieraus 
ergiebt  sich  aber 

log. nat {B  —  ß)  =  log.  nat  (1  —  "l/l  —  e1) sin /?  cos  /?  -h  y    cos 2/? 

also,  wenn  man  zu  den  B r ig gi sehen,  oder  gemeinen,  Logarithmen 
Ubergeht, 

log  (B  —  ß)  =  log  (//  sin  ß  cos  ß)  +  Ö  cos  2ß 

wo 

ist,  wenn  Jf  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet. 
Richlci  mun  die  Coeflicienten  so  ein,  dass  der  aus  diesem  Ausdruck  her- 
vorgehende Werth  von  B  —  ß  unmittelbar  in  Secunden  erhalten  wird, 
so  erhalt  man 

logr;  =  2.8385319  ;    log  0  =  7.1612—10 

Auf  ähnliche  Art  bekommt  man  ftlr  die  entgegengesetzte  Reduclion 

log(ß  —  ß)  =  log  (/ysinßcostf)  +  ösin2/? 
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wo  die  Constanlen  dieselben  sind.  Diese  Reihen  gewähren  eine  kürzere 
Rechnung  wie  die  obigen,  und  geben  in  der  Regel  die  Hunderltheile  der 
Secunden  genau. 

26. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden ,  dass  das  hier  eingeschlagene 
Verfahren  unter  anderen  Rechnungen  auf  die  Auflösung  zweier  recht- 
winklichen  sphärischen  Dreiecke  führt,  und  wenn  8  gross  ist,  so  scheint 
mir  dieses  das  Kürzeste  und  Angemessenste  zu  sein.  Das  erste  dieser 
beiden  Dreiecke  muss  jeden  Falls  zur  Erlangung  der  Werlhe  von  (i0  und 
if>  berechnet  werden,  und  da  die  Berechnung  eines  zweiten  Dreiecks 
nicht  vermieden  werden  kann ,  so  ist  es  in  den  Fallen ,  wo  keine  wei- 
teren Reductionen  möglich  sind,  am  Einfachsten  das  zweite  rechtwink- 
lige Dreieck,  welches  sich  darbietet,  anzuwenden.  Wenn  nun,  wie 
oben  angenommen  wurde',  s  gross  ist,  dann  ist  in  der  That  keine  wei- 
tere Reduction  möglich,  wenn  aber  s  klein  ist,  dann  ist  der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  rechtwinklichen  Dreiecken  auch  klein,  und  in  dem 
schiefwinklichen  Dreieck,  welches  den  Unterschied  jener  bildet,  ist  nicht 
nur  eine  Seite  immer  eine  kleine  Grösse,  sondern  der  dieser  gegenüber 
liegende  Winkel  ist  im  Allgemeinen  auch  klein.  Hiedurch  ist  die  Mög- 
lichkeit gegeben  durch  Reihenentwickelungen  mit  aller  wünschenswer- 
then  Genauigkeit  auf  kürzere  Weise  zum  Ziele  zu  gelangen,  und  deshalb 
soll  im  Folgenden  dieses  schiefwinkliche  Dreieck  der  Betrachtung  unter- 
zogen werden. 

27. 

Man  findet  leicht,  duss  das  schiefwinkliche  Dreieck,  welches  den 
Unterschied  der  bisher  betrachteten  beiden  rechtwinklichen  Dreiecke 
bildet,  die 

Seiten    x,  90°  — 90»  —  ,?",  und  die 
Winkel  w,    «",  180"-«' 
hat,  wo  wieder 

x  =  tf"  —  H!  ,    o,  —  ST  —  Sl 

ist.  Wenn  o  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  isl .  so  sind  %  und  im 
Allgemeinen  auch  w  solche  Grössen. 

Die  auf  dieses  Dreieck  angewandten  Grundgleichungen  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  sind 
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cos  (f  sin  «"  =  ros  (t  sin  u 
cos  (t  cos  a  =  sin  (t  sin  % 
cos     sin  w  =  sin  x  sin  «' 


COS  ff  COS  (<)  = 

sin  ff  = 


cos  %  cos  j$ 
cos  x  sin  {? 


cos    cos  x  cos  «' 

sin  #  sin  ff  cos  «' 
sin  x  cos  ff  cos  «' 


(28) 


Man  zieht  diese  Gleichungen  durch  die  Substilulionen 

cos  H  sin  tt  ss  sin  #  cos  a 

cos  Ö  cos  ^  =  cos  x 

cos  0  sin  n  =  cos  #  sin  tt 
cos  0  cos  //  =  COS  (l 

sin  (J  =  sin  j  sin  «' 

zusammen,  und  erhalt  dadurch 

cos //sin  og  =  sin  0 

cos  (t  cos  w  es  cos  ö  cos     —  /, : 

cos /sin  [a—fi]  =  —  sin  0  sin  tj) 


cos  ^  cos  («"—  Jl) 
sin 


os  fl) 


(30) 


=      cos  0  sin  (/  —  »,) 

Die  Herleitung  der  ersten,  zweiten  und  fünften  dieser  Gleichungen 
aus  den  Grundgleichungeu  ist  so  einfach,  dass  sie  keiner  Erläuterung 
bedarf,  aber  die  der  dritten  und  vierten  ist  etwas  mehr  zusammenge- 
setzt, weshalb  ich  das  Hauptsächlichste  davon  angeben  werde. 

Mulliplicirt  man  die  erste  Grundgleichung  mit  cosösin//,  die  zweite 
mit  cosfl cos/i  und  addirt.  so  bekommt  man  in  Folge  der  29) 

cos  0  cos  {?  cos  {((" —  //)  =  sin  (t  cos  u  sin  x  •+•  cos    cos  x 

Mulliplicirt  man  ferner  die  erste  Grundgleichung  mit  cosfleos//,  die 
zweite  mit  cosösin/«  und  subtrahirt,  so  wird  auch  in  Folge  der  (29) 

cos  0  cos  (f  sin  («"—  /#)  =  cos  (f  sin  x  *>n  «'  sin  x  cos  u 

—  sin  (t  sin  x     «  cos  x 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  durch  nochmalige 
Anwendung  der  (29)  die  obige  dritte  und  vierte  Gleichung.  Man  kann 
die  Gleichungen  (29)  und  (30)  auch  dadurch  erhallen .  dass  man  vom 
Scheitel  des  Winkels  u  einen  grössten  Kreisbogen  senkrecht  auf  die 
gegen  Ober  liegende  Seite  fallt  . 

Auf  diese  Gleichungen  soll  jetzt  eine  Reihenentwickelung  gegründet 
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werden,  die  um  zwei  Ordnungen  weiter  geht  wie  die  Gaussi  sehe 
und  auch  sonsl  noch  von  dieser  etwas  verschieden  ist. 

28. 

Um  zu  dieser  Rcihenenlwickelung  zu  gelangen,  nehme  ich  zuerst 
die  Gleichungen 

sin  0  =  sin  x  sin  d 

tg  %  =  tg  X  cos  «' 
vor,  die  aus  den  (29)  folgen.  Setzt  man  hier  für  sinö.  sin/.  Ig»/,  tg* 
die  ersten  Glieder  der  bekannten  Reihen,  durch  welche  sie  dargestellt 
werden,  und  ausserdem 

0O  =  X  «in  «' 
9,  =  xeos«' 

woraus  x1  =  #«2  + 1*  f"0'©1'  so  bekommt  man  zuerst 

6  =  e, -  i  w  +  ^>x*+l  o*  -  ^ ö"' 

'i  =  »?o+  T'/oX2  +  Ts        _  Y  i  —  r5  9 
Mit  Anwendung  der  Gleichung  ^»tV+^o2  folgt  hieraus  bis  auf  Grössen 
der  fünften  Ordnung 

0  =  0«  —  4-°'V  .    ^  =  *?o  +  y  V»2 

woraus 

0»  =  0„5  —  ~-0„V  ,    ^  =  r(0*  -+-  7.W 

sich  ergiebt.  Substituirt  man  diese,  und  eliminirt  %  wieder  durch  die 
eben  gegebene  Gleichung,  so  erhalt  man  leicht 

welche  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.  Die  dritte  und 
vierte  der  (29)  zeigen,  dass  //  wenig  von  «'  verschieden  ist,  setzt  man 
daher 

//  =  «'  —  r 

so  geben  diese  Gleichungen 

(31)    .    .    .    .       tg(«  —  t)  =  tg«'cos* 
und  hieraus  bekommt  man  leicht 
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■  [i  —  cosjf)  sin  u  cos  a 

^  T  »in  V 

oder  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung 

r  =:  (I^-^h-^I/) sin«  cos« 

■+■  j  f  sin V  cos  «'  —  j  r ' 
Diese  Gleichung  giebt  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung 

t  =  Y*2s'nct  cos«' 
und  erhebt  man  diese  in  den  Cubus,  und  eliminirt  damit  rn  aus  der  vor- 
stehenden, so  ergiebt  sich  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit. 

r  =         - ir«-|-4/)sin«'cos« 

■+■  f  i.  x1  — ■  ^  I6)  sin  V  cos    +       sm  *«' cos  «' 

Die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  6  und  tj  geben  aber  leicht  durch 
die  Umkehrung 

ZSin«'  =  ö(l+l^  +  ^0^-l^) 

^cos«'=,(l-{^-^^-lr^) 
und  hiedurch  erhalt  man  mit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit 

X4 sin V cos «'  =  0/,  (e8 -{ö'+l^ 02) 

fsia  V  cos«'  =  Otj.O* 
Da  nun  die  Gleichung  *2  =  jy02  -I-  ö02 

=  +*_±,«* 
giebl,  so  geben  die  vorsiehenden  Ausdrucke 

X4sin«'cos«'  =  ^(y+ö2-!-!^  —  [tfti1  — 

^  sin  «'  cos  «'  =  öq  (r/4  -h  2  tj*  02  ■+■  tf4) 
X6  sin  3«'cos  a  =  0»?  (»/2  0a  ■+■  04) 
Eliminirt  man  hiemit  x  aus  dem  Ausdruck  für  t.  so  erhalt  man 

bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  genau. 


Digitized  by  Google 


36  P.  A.  Hansen, 

29. 

Setzt  man  y  =  /*  —  a",  so  geben  die  Gleichungen  (30) 

S  M  cos  \ß'—T)) 

tgy  =  sin  Ötg^—  17) 
deren  Keihenentwickelung  auf  ahnliche  Art,  wie  die  von  0  und  t{  be- 
wirkt werden  kann.  Sei 

Wo  =  cos  y'-n) 

woraus  Ö2  =  w„2  —  y02  folgt,  so  bekommt  man  zuerst 

w  =  n,  + 1  <o,0>  -|-  -A  ojoÖ'  —  J  w'  —  ^  w5 

y  -  yo  -  i  /oö2  +4^^-1^-15^ 

Hieraus  folgt 

W3  _  Wü:>  h-  ^»ö2  —w«5  ;    y1  =  jv»  -  j  y„aÖ2  -  yo" 

eliminirt  mau  liiemit  w  und  y,  so  wie  mit  ö2=<m„2  —  yo2  den  Bogen  0 
auf  den  rechten  Seilen  dieser  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

O)  =  w„     —  y  y„2  ■+-  ^  y0'  +    yo2  wo2) 

y  =  *    —  j  yo'2  —  I  «o2  -h  4\  yo»  ■+■  5S0  yo2  «o2 -+• ^  <VJ 

die  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.  Selzt  man  in  dem 
Quotienten  der  letzten  (30)  durch  die  zweite 

so  bekommt  man 

tg     —   —  v)  =  Ig  (ßf  —  y)  cos  (o 

die  der  (31)  völlig  ähnlich  ist,  und  daher  eben  so  behandelt  werden 
kann  wie  diese.  Man  bekommt  also  zuerst 

v  =  ( ;  Wi  _ «.  *  ■+-  7-f0  ^)  sin     7)  cos  ij— n) 

_l_  (±  w4  _  1  <„«)  sin  :iißf  —  tj)  cos  (^—  i?) 
-+-  yo/sin^-^sin^-^) 
Die  obigen  Gleichungen  geben  aber 

tu  sin        fj)  =  y«  £  ;    ucostf-  9)  =  ö  £ 
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unil  durch  Umkehrungen  erhall  man  aus  den  Ausdrücken  für  u  und  y 

yo  =  r  (> +  \  f  +  j »5  +  ^  +  ^r'2"2-»-  reo  »') 

und  hiemit 

ro  sin  W-  r( )  =  y  ( 1  -  j  y»  +  l  ^  +  ^0  t  ~  r!» «'  +  i^ö  »') 

Wcos(,*->/)  -  öO-T^+«V-Ts^) 
ferner 

»'sin  tf-v)cos(/f-n)  =  ^(l  -|r+  >2H-  >2+^') 

««sin  tf—ij) cos {/?—?})  =  -  wV'+t«') 

««sin        iß  cos  (/?'— rj)  =  Oy.m* 

«»sin^-^cos^-Vi  =  0y(y2-  \  y*+  Ty2«2) 
cü'sin^-^cosGy-iy)  =  by.frf 
w«sinV/— ^cos^— >y)  =  0y.yx 

Substituirt  man  diese  in  den  obigen  Ausdruck  für  t-,  so  entsteht 

bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  vollständig.  Hiemit  sind  alle  Bügen 
entwickelt. 

30. 

Statt  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke  für  die  Bö- 
gen 0,  i] ,  t,  w,  y,  v  selbst,  ist  es  vorteilhafter  die  ihrer  Logarithmen 
anzuwenden,  die  man  aus  jenen  leicht  erhalten  kann ,  uud  die  sich  wie 
folgt  stellen  lassen, 

log.  nat  0  =  log.  nat  0O  —  y  »/o2—  ^  y»*—  ^  #o2 

4  7  4 

log.  nat  r(  =  log. nat  q0  ■+■  y  ^<2-t-  g-5  öu4—  , 5  »/V öo2 

log.nalr  =  log. nat^  0?+  ^2H-  ^ 02H-  ± ^ 0« 

log.  nat  oj  =  log.  nat  «0 —  y  yo2-4-  ^  Xo4+  ^  yW*  wo2 

log.  nat  y  =  log.  nat  yit-  [  yj—  y"o2-h  ^o4H-  ^o2wo2—  ^  «o4 

log.  nat  t>  =  log.  nat  T  0y-f-  ^  w2+  % \ 0  y4—  ^  y2  w*-!-  ^  w* 
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31. 

Schreibt  man  nun  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  der  Reihenfolge  hin, 
in  welcher  sie  zur  Anwendung  kommen,  geht  zu  den  Briggi  sehen  Lo- 
garithmen Uber,  und  richtet  alle  Ausdrücke  so  ein,  dass  die  in  denselben 
enthaltenen  Bögen  in  Secunden  ausgedrückt  werden  müssen ,  und  wie- 
der in  Secunden  ausgedrückt  aus  denselben  hervorgehen,  so  ist  das  Er- 
gebniss  der  hier  ausgeführten  Reihenentwickelungen  in  den  folgenden, 
zu  berechnenden,  Ausdrücken  enthalten,  in  welchen  wieder  unter  der 
Bezeichnung  log  der  Briggische  Logarithmus  zu  verstehen  ist. 

0o  =  x  sin  «' 

tjo  =  x  cos  a 
log  0  =  log  0„  —  2      —  8       —  96  /'V  M 
log*;  =  logr/o+4/<0„2+  —  06/*V<?«2 

log  t  =  log  p'  0i,  -fr-  fitf  +         VY  — 30  /"V02  +  Vö'  ' 

^         cos  iß'-f,) 

ro  =  ötgOT—  $ 

log  w  =  log  «0  —  4  /*/02  +  *  1 2       •+-  96  //>02  f-VJ 

logy  =  logyo—  2/vo2  —  2/<w„2—  8/*W  +  176^Vyoa+40/4>,« 

log  0  =  log  (/  0y  -h   w2  H-  4      —  4  ft'oy  -h  7  j/V 

a  =  a  — y  —  r 

Ausserdem  ist  hier,  wenn  M  den  Modul  der  Briggi  sehen  Logarithmen 
bezeichnet, 

'  —  _L  ! 

^         T  '  a06*6*",8 

gesetzt  worden.  Die  Zahlenwerthe  dieser  Constanten  sind: 

log?'  =  4.3845449—  10 
log^-.  7.9297528  —  20 
log  kfi  =  8.5318128  —  20 
log/t  =  5.22172  —30 
log  4,«'  =  5.82378    —  3U 
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log  lu  =  6.0668  —  30 

log  8//  =  6. 1548  —30 

log  30,«'  =  6.6988  -  30 

log  96/*'  =  7.2040  -30 

log  112/,'  =  7.2709  -30 

log  176/i  =  7.4672  —30 

Lä&St  man  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Glieder  der  höchsten 
Ordnungen  weg,  so  gehen  sie  in  die  folgenden  einfacheren  über, 

log  0  =  log  0O  —  2/n/02 
log    =  log>/U     4 //flu2 

log  T  =  10g  ff  0f{  +  frf  ■+•  //ö2 
log  tö  =  log  O)0  —  4///o2 

log  y  =  log  y0  —  2///o2  —  2/,w02 
log  v  =  log  (/  Oy  ■+-  ftor 

von  welchen  die  für  0,  y ,  w,  y  bis  auf  Grössen  der  fünften,  und  die  für 
t  und  v  bis  auf  Grössen  der  sechsten  Ordnung  genau  sind. 

Wenn  irgend  eine  oder  mehrere  der  Grössen  00,  /,„,  w0,  y0  negativ 
werden,  so  werden  diese  Ausdrücke  sowohl  wie  die  vorhergehenden, 
vollständigeren  dadurch  nicht  im  Geringsten  geändert,  nur  werden  die 
betreffenden  Unbekannten  0,      etc.  auch  negativ. 

Ich  bemerke  hiezu  noch,  dass  bei  der  Anwendung  dieses  Dreiecks, 
oder  der  obigen  daraus  folgenden  Rcihenentwickelungen,  die  Berech- 
nung der  Bögen  Jl'  und  Jl',  die  in  den  Artt.  22  und  25  verlangt  wurde, 
überflüssig  wird. 


32. 

In  Bezug  auf  die  oben  entwickelte  genäherte  Auflösung  des  schief- 
winklichen,  sphärischen  Dreiecks  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Wenn 
alle  im  vor.  Art.  angesetzte  Glieder  merklich  werden ,  so  erfordert  die 
genäherte  Auflösung  das  Aufschlügen  und  Niederschreiben  von  einer 
grösseren  Anzahl  von  Zahlen,  wie  die  strenge  Auflösung,  aber  die  Rech- 
nung ist  bequemer,  namentlich  in  dem  Falle,  wo  man  die  Genauigkeit 
soweit  treiben  will,  wie  die  Anwendung  von  Logarithmen  von  zehn 
Stellen  es  erlaubt,  und  auch  schon  bei  Anwendung  von  siebenstelligen 
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l.ogaiillimen  möchte  ich  sie  der  strengen  Auflösung  vorziehen.  Sie  giebl 
in  den  Fallen,  in  welchen  sie  überhaupt  anwendbar  isl,  bei  Anwendung 
von  gleiehziflrichen  Logarithmen  die  letzte  Dceimale  der  Seeunde  ge- 
naoer  wie  jene,  lieber  die  Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  lasst  sich  nur 
so  viel  sagen  dass  sie,  wenn  man  die  Hundertlheile  von  Secundcn  rich- 
tig haben  will,  nicht  mehr  angewandt  werden  darf,  wenn  die  Bögen 
0,  1} .  '->.  y  die  Grösse  von  10°  wesentlich  Übersteigen,  indem  alsdann 
die  höheren,  nicht  hinzugezogenen  Glieder  merklich  werden  können. 
Will  man  im  Resultat  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen  richtig  er- 
hallen, so  darf  man  selbstverständlich  nicht  bis  zu  der  eben  genannten 
Grenze  gehen.  Ich  will  hier  das  folgende  Beispiel  zur  Erllluterung  ein- 
schalten. Sei 


dann  giebt  die  durch  die  Gleichungen  (29)  und  (30)  ausgeführte,  strenge 
Auflösung 


x  =  10"  ,    ^  =  40° ,    u  =  I  40 


tj  =  33\47  :      ,o  =     9«  28'  24",96 

/t  =  U0  25  52,72  ;      a  =  133  26  22,93 


log  tf„  =  4  3643700  log     =  4.44055<>5« 

—  0.0012039  -+-  0.0018220 


0.0000008  -t-  0.0000054 


0.0000005  —  0  0000005 


log  0  =  4.3030088  log  t;  =  4.4423774« 


(Den  Bogen  0  braucht  man  nicht.)  w  =  —7"  41'  33  ,47 

n  =    47  41  33,47 


log        =  3.189991  I« 


log  f>0  =  4.5349843 


-+-  0.0000524 
0.0004528 
•+-  0.0000007 
—  0.0000020 
-+-  0.0000003 


log  <»  =  4.5328178 
t.t  =  9"  28'  24",98 


—  0.0021803 
-4-  0.0000077 
-h  0.0000121 


logr  =  3.1910953« 
t  =  —  0"25'52\73 
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logr„  =  4.40.19480 


logp'fl,  =  3.1484933 


—  0.0010932 

—  0.00I99S7 
-h  0.0000028 
-H  0.0000221 

—  0.0000018 


log  v  =  3.1494841 
v  =  0°23'  30",86 


0.0009894 
0.0000016 
—  0.0000005 
-+-  0.0000003 


log  /  =  4  4008798 
y  beb  6"  59'  29",80 


a  =  133°  26'  22",93 
(T  =    47  18  2,61 


mit  dem  Ergebniss  der  strengen  Auflösung  übereinstimmend.  Hier  hätte 
ich  in  der  Berechnung  der  Bögen  r  und  v  die  Glieder  sechster  Ordnung 
weglassen  können,  da  man  leicht  erkennt,  dass  sie  auf  das  Hesultal 
ohne  Einfluss  sind. 

Bei  gleichen  Werlhen  von  %  ist  in  Bezug  auf  die  Anwendbarkeit 
der  genäherten  Auflösung,  namentlich  zur  Bestimmung  von  o>,  die  Lage 
der  geodätischen  Linie  auf  der  Erdoberfläche  in  Betracht  zu  ziehen,  da 
bei  gleichen  sonstigen  Umständen  der  Bogen  «  deslo  grösser  wird ,  je 
näher  die  geodälische  Linie  einem  der  Pole  liegt.  Um  die  Wirkung  hie- 
vod  anschaulich  zu  machen,  will  ich  im  obigen  Beispiel  ^=60°  setzen, 
während  die  beiden  anderen  Data  unverändert  gelassen  werden  sollen. 
Hierauf  behalten  17,  0,  ihre  vorigen  Werthc,  und  für  die  anderen  Bö- 
gen giebt  die  strenge  Auflösung 


giebt.  Die  lelztere  reicht  also  hier  zur  Bestimmung  von  00  nicht  aus, 
während  sie  immer  noch  alle  übrigen  Bögen  genau  giebt. 

Die  abgekürzten  Formeln  des  vor.  Art.  gewähren  eine  sehr  ein- 
fache und  bequeme  Rechnung,  aber  es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
ihre  Anwendung  weit  mehr  beschränkt  ist,  wie  die*  der  vollständigeren. 
Man  darf  sie,  wenn  die  obige  Genauigkeit  erreicht  werden  soll,  bei 


w=    16°  29'  2",80 
u  =  125  12  43,31 
(f  =    66  50  8.02 


während  die  genäherte 


a  =  16«  29'  5",05 
u  =  125  12  43,33 
^  =    66  50  8.01 


Digitized  by  Google 


i2 


P.  A.  Nansen, 


Bügen,  dio  2°  merklich  übersteigen,  nicht  mehr  anwenden ,  und  die 
Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  wird  noch  kleiner,  wenn  man  eine  grössere 
Genauigkeit  in  die  Resultate  legen  will. 


33. 

Es  sind  noch  mehrere  Nebenaufgaben  zu  erörtern,  die  sich  als 
speciclle  Falle  der  eben  gelösten  Hauptaufgabe  darstellen.  Zuerst  nehme 
ich  an,  dass  bei  beliebigem  *  das  Azimuth  «'  kloin  sei.  Es  kann  zwar 
in  diesem  Falle  die  obige  Auflösung  der  Hauptaufgabe  für  einen  belie- 
bigen Werth  von  *  wieder  unverändert  angewandt  weiden,  es  giebt  aber 
derselbe  Anlass  zu  besonderen  Reihenentwickelungen,  die  hier  abgelei- 
tet werden  sollen.  Statt  der  Gleichungen  (21)  des  Art.  22  kann  eine 
Reihenenlwickelung  derselben  angewandt  werden.  Setzt  man 

(32)    <j>'  =  90°  —  ff  —  n-    J/  =  90°  —  t;       =  90»  —  £ 

so  geben  sie 

tg  s  =  sin  {t  tg  «' 
sin  £  =  cos  jS*  sin  a 

und  diese  werden  mit  den  im  Art.  28  entwickelten  Gleichungen  iden- 
tisch, wenn  man  in  den  letzteren 

Ö  ,       ,    X  ,    «' ,  t    bez.  in 

f,  «,    90»_(y,  n 

verwandelt.  Die  Ausdrücke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

(o'  =  «'  sin  (f 

£(J  =  «COS/? 

(33)  ]  log  *'  =  log  *  „'+  4  /itf  -1-112  fi  &  -  96  /*V*tf 

iogt  =  W4— WAV 

log»  =  fogt&'+ptt+pp+lftc*  —  30/*V*£*+7/i'S< 

wo  q,  ft ,  fi  dieselben  sind  wie  im  Art.  31.  Die  (32)  geben  hierauf 
<p,  II,  die  aber  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  brauchen. 
Denn  man  erhalt  sogleich 

(34)    .    log//  =  log  (6  cos  2£j  —  ccoss£+c'cos4C — ecos*C 

wo  /t,  6,  c,  c,  c"  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  Art.  22,  und  rechnet 
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man  hierauf  durch  die  betreffenden  Ausdrücke  des  Art.  23,  S,  U{ ,  Ct , 
so  wird  statt  der  (22) 

x  =  —  ß,  cos  fitf+n)  —  {S—x)\ sin  (5—«)       .    .  (35) 
—  C,  cos  2  ;2f/+^')  —  (S— a?)J  sin  j) 
oder  stall  der  (23) 

j;  =  -»  Ä1cos(2:/+^)-^s»ns-^cos2W+^')— S)sin2S  (36) 

—  ^cos  ftf+n'—S)  cos  ß^+jf'j—S)  sin  S 
worauf  sich  wieder 

X  =  S-x 

und  statt  der  (25) 

Joy  =  ro  £j  sin  f  -f-  E'  sin  £cos  (2(/tf-H0— x) sm  X  ■  (37) 
ergiebt,  wo  m,  E,  E'  dieselben  Werthe  haben  wie  im  Art.  23.  Setzt 
man  nun  in  den  Gleichungen  (27)  des  Art.  25 

Jlu  =  90"  —  *"  ;    f  =  90"  —  qp"  —  n"  =  (f  -+  n  —  %  —  7I" 
so  gebon  sie 

l»  cosi/+rr'-jf) 

lg*'  =  sinftgf/-!-^'—  x) 
lg  Z—*")  =  tg  (/?+*'-*)  cos«" 

und  vergleicht  man  diese  mit  den  im  Art.  29  entwickelten  Gleichungen, 
so  zeigt  sich,  dass  die  Identität  hergestellt  wird,  wenn  man 

(o  ,    y  -    0,ff—t],         v    bez.  in 

verwandelt.  Die  Ausdrücke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

-  g 

^°  COS 

*o"  =  ftg(^+7t'-Z) 

log  «  =  log       W2+ 1 1 2^*  V4+ 96/" V V2 
log*"  =  log*0"— 2/<f0"2— 2/<«0"2  —  8/i'«0"4-H  76/< '<•£„"  V2-h40/<V4 
log*"  =  logp'ff"+iua'2-|-7juV4—  4/*'aV2+4^V' 

und  hierauf  wird  schliesslich 

A  =  «'  —  *"  —  ./« 

Man  kann  diese  Reihen  auch  anwenden,  wenn  ausser  n  auch  #  klein 
ist,  nur  wird  man  alsdann  %        ^w  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  24 


Digitized  by  Google 


44 


P.  A.  Hansen, 


(39) 


berechnen,  in  welche  man  auch  f  und  (f+ri  glatt  und  p  einführen 
kann.  Die  betreffenden  Ausdrücke  werden  hiemil 

log  ip  —  loii  <j —  Ifi  sin  2tj^-f-  rr' )  —  g /*2  sin 2  2(/?' -I-  tt') 
log  x  =  '°©  V  +  Ä  1/7/  sin  2(/^ -♦-  7i')  —  fci/>2/i  cos  2((f ti) 
H-  h  ifjfi2 sin  4(//  +^')-/ tpft  sin  2(/f-|-  tt' ) 

log  .  /(,)  =  lo»  w^sin y  //i  sin  2(/?-h7r' )-h  j  h  y/t sin  Itf+n) 

wo  a',         etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  24. 
Wenn  «'  nahe  =  1 80°  ist ,  dann  sei 

180°  —  «'  =  «,' 


und 


fo'  =  —  ui  sin  (f 
Ca  =  -+-  eti'  cos  ff 


worauf  alle  anderen  Ausdrücke  wieder  unverändert  angewandt  werden 
können. 


34. 

Betrachten  wir  ausserdem  die  beiden  speciellen  Falle  «'=  0  und 
«'=  180",  in  welchen  die  geodätische  Linie  eiucn  Tbeil  eines  Meridians 
bildet,  im  ersten  Kalle  sich  vom  Anfangspunkt  nach  Süden,  und  im  zwei- 
ten sich  nach  Norden  erstreckt.  Die  Gleichungen  (21)  und  (27)  geben 
nun,  wenn  man  immer  /?„=  90"  setzt,  welches  statthaft  ist, 

<P  =  90»  T  {?  ;     ({"  =  90°  +  ft 

wo  die  oberen  Zeichen  für  den  ersten,  und  die  unteren  Tür  den  zweiten 
Fall  gellen,  gleichwie  im  Folgenden  auch  der  Fall  sein  wird.  Aus  dem 
Art.  22  erhall  man  hierauf 

log  n  =  log  b  —  c  -|-  c  —  c" 

oder 

log/4  =  7.2238036 
und  substiluirl  man  den  obigen  Ausdruck  für  g>\  und  setzt 

X  =  S  +  x 
so  werden  die  Ausdrücke  des  Art.  23 

x  =  tf1cos(V?(S+.r'))siu  (S+x')  +  Ct  cos^+{S+x'))s\ni{S-i-x) 
oder 
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x  —  /?,  cos  (2^ TS]  sin  S  ■+-  C,  cos  2(2£'  +  S)  sin  2S 
-h  ^ cos  2((f  +  S)  cos  (2,?  +  S)  sin  S 

und  die  des  Art.  24 

log  y  ss  log  a' —  //*  sin  2fi  —  *///2 sin 2 2tf 

log  x  =  l°8  V  ±  *V/'  sin  *V  —  *  V2/'  cns  ^ 
-4-  h  xpfi1  sin  4,?'  +  V/<  sin  8^ 

und  hierauf  erhalt  man 

=  <*  +  X 

Der  Langenuntersrhied  A  ist  hier  selbstverständlich  gleich  Null. 


35. 


Es  ist  noch  der  specielle  Fall  «'=  90°  besonders  zu  betrachten, 
mit  anderen  Worten  die  Aufgabe  zu  lOsen:  »wenn  von  einem  gegebenen 
»Punkt  eines  Meridians  an  eine  gegebene  geodätische  Linie  senkrecht  ge- 
nzogen wird .  die  geographische  Lage  des  Endpunkts  dieser  Linie,  nebst 
»dem  Azimulh  an  demselben,  zu  finden«. 

Sei  wieder  //  die  Polhöhe  des  Anfangspunkts  der  auf  dein  Meri- 
dian senkrecht  gezogenen  geodätischen  Linie  «,  und  $  die  redncirle 
Breite  dieses  Punkts,  dann  geben  die  Gleichungen  (21) 

<p'  =  0  ,     ß.  =  f  ,     J£  =  0 

und  folglich  wird 

log  fi  =  log  (b  sin  ifi)  —  csin  y  -+-  c'sin  *f    .    .  (40) 
Die  Gleichungen  des  Art.  23  geben,  wenn  wie  früher 

X  =  S  —  x 

gesetzt  wird, 

x  =  {  ß,sin2(S— *)  —  -^C,sin4(S— x)  .    .    .  (41) 

oder 

x  =  |  Bi  sin  2S  —  {  C,  sin  LS  —  £  sin  4S 

Ja  =  mEx cos  ^  —  1 E' cos ^ sin  2^  (42) 

und  die  des  Art.  24 

log  y  =  log  a  —  fft 

l(>SX  =  logv  +  *V2/*  }    .    .    .    .  (43) 

<  /ro  =  log  m  *  cos     —  i  //U 
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worauf  man  durch  den  Art.  25 

cos  ff  sin  a    =  cos  ß 

cos  {f  cos  a    =  sin  $  sin  % 

cos  (?  sin  JT  =         sin  % 

(**J    •    •    •      1  .  rf 

cos  (i  cos  Jl  =  cos  /f  cos  * 

sin  ^  as  sin  ^  cos  % 

k  =  Jl"  —  Ja 

erhalt,  welche  «",  /f,  /  geben. 

Der  Fall  «  =  270u  braucht  nicht  besonders  aufgestellt  zu  werden, 
denn  es  ist  klar,  dass  wenn  man  in  demselben  die  vorstehenden  Aus- 
drücke unverändert  anwendet,  das  Resultat  von  dem  des  Falles  a'=90ü 
nur  darin  verschieden  ausfallt,  dass  «"  und  X  in  entgegen  gesetzter  Rich- 
tung zu  zählen  sind. 

36. 

Es  ist  dienlich  die  im  Vorhergehenden  gelüste  Aufgabe  durch  einige 
Beispiele  zu  erläutern ,  und  es  soll  zuerst  ein  solches  gewühlt  werden, 
in  welchem  die  geodätische  Linie  eine  beträchtliche  Lange  hat.  Die 
gegebenen  Stücke  sollen  die  folgenden  sein : 

B'  =    51°  12' 
«'  =119    9  18\20 
*  =  2361641,92  Toisen 
Wendet  man  diese  Werthe  auf  die  Ausdrücke  des  Art.  22  an,  so 
bekommt  man 

(f  =  51°6'22",60  ;  log  sin  ß  =  9.89  H  537 

log  cos  (i  =  9.7978751 
9>'  =  —  21°  27'  19",  58  ;  Jl!  =  —  35°  37'  5I",31 

log  sin  t%  =  9.9223429  ;  log,«  =  7.0689261 

log  cos  #>  =  9.7390408  ; 

Der  Bogen  t%  selbst  wird  nicht  gebraucht,  und  braucht  daher  nicht  auf- 
geschlagen zu  weiden.  Die  Ausdrücke  des  Art.  23  gaben  hierauf 

o  =  41°  21'  I2",898 
log  A"  =  7.0705078 

S  =  41"  26  37",  10 
log  /?,  =  2.38336 
log  (\  =  8.5492 
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und  die  Gleichungen  (22)  und  (24) 

x  =  +  2'  39",77  ;    <p'  =  \  9°  56'  37",75 
worauf  sich  durch  die  (25) 

,/co  =  +  i'  32',87 

ergab.  Durch  die  Gleichungen  (27)  fand  sich  nun 

a  =  62«  30'  57",30  ;     ST  =  33°  29'  41".55 
log  sin  (T  =  9.8954835 
los  cos =  9.791 0491 

worauf 

ß"  =  51°  55'  0\00 
X  =  69    2  59.99 

gefunden  wurde.  Die  hier  zu  Grunde  gelegte  Polhöhe  ist  mit  Weglas- 
sung der  Secunden  die  von  Orsk,  und  das  Resultat  giebt  auch  mit  Weg- 
lassung der  Secunrlen  die  Polhöhe  und  die  Llinge  von  Valentia.  Wie 
ich  die  hier  als  gegeben  betrachteten  Grössen  «'  und  8  erhalten  habe 
wird  weiter  unten  bei  der  Auflösung  der  entgegengesetzten  Aufgabe 
gezeigt  werden. 

37. 

Als  zweites  Beispiel  soll  eine  kurze  geodätische  Linie  angenommen 
werden.  Gegeben  seien : 

B  =  20°  ;    «'  =  30°  ;    «1  =  2° 

wo  ich  sogleich  den  in  Bogentheilen  ausgedrückten  Werth  von  —  statt 

8  selbst  angenommen  habe,  weil  die  Berechnung  desselben  aus  *  so  ein- 
fach ist,  und  eben  so  ausgeführt  wird  wie  im  vorigen  Beispiel.  Aus  B 
bekommt  man  zuerst 

$  =  19°  56'  18',3435    log  sin/*  =  9.5327671 

log  cos//  =  9.9731554 

bei  welcher  Berechnung  ich  mich  der  Reihe  des  Art.  25  bedient  habe. 
Die  Gleichungen  des  Art.  22  geben  nun 

y  =  67"  16'  2I  ",24  ;    log  sin     =  9.9457887 

log  cos  {%  =  9.6721254 
log/i  =  7.1157020 

Der  Bogen  Jl'  wurde  hier  nicht  berechnet,  weil  es  bei  kleinen  Werthen 
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von  *  zweckmässiger  isl  die  Reihenentwickelung  des  Dreiecks  des  Art. 
27  anzuwenden. 

Die  Gleichungen  des  Art.  24  gaben  hierauf 

logy  =  3. 8086171  ;       log*  =  3  8580308,8 
x  =  2°  0'  2058  ;      Ja  xs  -f-  1 f  ,3445 

Wendet  man  nun  zur  weiteren  Berechnung  die  Ausdrücke  des  Art.  31 
an,  so  findet  man 


log  0o  =  3.5576008,8  ; 
logö  =  3.5575343,3  ; 

logr  =  1.738328  ; 
log o)„  =  3.5798259  ; 
logw  =  3.5798211  ; 
w  =    l<»  3'  20",328  ; 
(f  =  1 8  11  53,236  ; 

und  hieraus 

P.  =  1»3'  8",983  ; 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


log  i^o  =  3.7961614,8 
log  ?j  =  3.7962058,3 
V  =  1»44'U".090 
t  =  54.743 
logyo  =  3.0744697 
log  r  =  3.0744427 
r  =       19'  46",978 
«"  =  29"  39  18,279 

BT  =  18M5'  18",417 


38. 

Um  auch  den  speciellcn  Fall  des  Art.  33  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern seien  gegeben: 

B  =  59«  55'  ;    a  =  5°  34'  56",  12;    a  =  2 1  •  50'  33",  9 1 

lliemit  wird  zuerst 

ff  =  59"  50' 0U,1 89  ;    logsin^  =  9.9367990 

log  cos (f  =  9.701  1501 

Die  Ausdrucke  (33)  gaben  hierauf 

f'  =  4°  49'  48",333  ;    £  =  2"  48'  6\667 

n'  =      7  5,495 
Ferner  die  (34) 

log  ju  =  7.2227682 
Durch  die  bez.  Ausdrücke  des  Art.  23  wurde  hierauf  gefunden 

logÄ'  =  7.2244031 

woraus  sich 

S  =  21«  52'  45",8I7 
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ergab.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  23  erhielt  ich  ferner 

log  Dt  =  2.53720  ;  log  C,  =  8.8508 
log  E  =  -  0.00036  ;    log  ET  =  9.759G 

worauf  die  Ausdrücke  (36)  und  37) 

17",974;    Ja  =  ■+■  1 2\856 

gaben.  Es  wird  folglich 

X  =  21°  52'  27",843 

wodurch  alles  gegeben  ist,  welches  für  die  Ausdrücke  (38)  erforderlich 
isl.  Diese  geben  hierauf 

u"  =  3°  33'  27\42  ;    e"  =  2°  11'  35*,471 
n  =       3  13,413 

woraus  man 

f  =  38°  1'24",728 
=   2  38  0,006 
BT  =  38    7  0,000 

erhalt,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Die  zu  Grunde  gelegte  Polhöhe  ist 
die  von  Chrisliania  in  Norwegen ,  und  die  Lange  und  Polhöhe  des  Re- 
sultats ist  die  von  Palermo,  in  welchen  Bögen  jedoch  die  Secunden 
weggelassen  wurden.  Es  wird  sich  weiter  unten  zeigen ,  wie  die  hier 
als  gegeben  betrachteten  Stücke  «'  und  8  erlangt  worden  sind. 

39. 

Von  dem  speciellen  Falle  des  Art.  34  wird  es  wohl  nicht  nöthig 
sein  ein  Beispiel  zu  geben ,  da  er  so  einfach  ist.  Dagegen  sollen  von 
dem  im  Art.  35  erörterten  Falle  zwei  Beispiele  hier  eingeschaltet  wer- 
den. Sei  erstens  auf  irgend  einem  Meridiane 

Ii'  =  -  64°  45'  2",59 

die  Polhöhe  des  Punktes,  von  welchem  aus  in  senkrechter  Richtung  die 
geodätische  Linie 

o=  52°  28'  49",75 

gezogen,  und  die  Lage  des  Endpunkts  dieser  bestimmt  werden  sollen. 
Da  $  jedenfalls  gebraucht  wird ,  so  kann  man  diesen  Bogen  zuerst  be- 
rechnen. Man  findet 

(f  mm  —  64»  40'  3o",84  ;    log  sin  $  =  9.95G1  242» 

log  cos/*'  =  9.6311664 

Abli.i.dl.  d  Ii  8.  Knu>ll«rh.  d.  ttiMensrh.  XIII  i 
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Man  findet  nun  ferner  durch  die  Gleichung  (40) 

log//  =  7.1363178 
und  hierauf  durch  die  bez.  Ausdrücke  des  Art.  23 

logA"  =  7.1379202  ;       log/?,  =  2.4507422 

log  C,  =  8.0839 

log£  =  —  0.0008975  ;    log/?  =  9.0731 

worauf 

S  =  52"  35'  3\87 

wird.  Die  Gleichung  (41)  gieht  hierauf 

X  =  +  2'  16\30  ,    also    x  =  52*>  32'  47".57 
und  die  (42) 

Jm  =  +  4'30",19 

Wiii'o  n  ein  kleiner  Bogen,  so  winde  man  sich  stall  der  im  Vorherge- 
henden angezogenen  Ausdrücke  der  (43)  bedient  haben. 
Aus  den  (44)  folgt  nun 

«  =  i  49°  1 2'  5\95  ;    J2"  ==  71°  55'  30',  1 8 
log  sin  f  =  9.7401  1  12» 
log  COS/?  =  9.921 881 1 

und  hieraus  ohne  von  f  Kennlniss  zu  nehmen 

Ii  —  —  33"  25'  59",98 
X=      71  40  59,99 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Sei  zweitens : 

fi  =  -h  64°26'46\0I 

der  FMmkt  irgend  eines  Meridians  von  welchem  aus  senkrecht  die  geo- 
dätische Linie 

n  =  127M6'27\8G 

gezogen  werden  soll,  nach  deren  Endpunkt  gefragt  wird.  Da  die  Rech- 
nung genau  eben  so  geführt  worden  ist,  wie  im  vorigen  Beispiel,  so 
darf  ich  mich  begnügen  die  erhaltenen  Stücke  ohne  weitere  Erklärung 
der  Reihe  nach  anzuführen, 

(t  =  64«  -Ii'  17  ".50  ;    log  sin  (3f  =  9.9550223 

log  cos  fl?  =  9.6300198 

log//  =  7.1341203 

log  A"  =  7.1357212  ;  log/?,  =  2.4485449 

logC,  =  8.0795 


Digitized  by  Google 


Geodätische  Unteäsuciuingen. 


51 


log  E  =  -  0.00029GO  ;  log  E'  =  9.G709 

S  =  1 27"  3 1 '  38*,34  ;  x  =  -      2'  1 5",7G 

*  =  127  33  54,10  ;  ^«  =  -f-      Ii  3,64 

«"  =    31   10  58,58;  JZ"  =  108»  24  3,04 

A  ss  108  13    0,00  ;  BT  =  —33  20  0,00 

Man  sieht  sogleich  aus  den  Resultaten  dieser  beiden  Beispiele,  dass 
auch  sie  vorbereitet  sind ,  denn  die  Polhöhe  der  Endpunkte  der  beiden 
angenommenen  geodätischen  Linien  ist  dieselbe,  und  die  Summe  der 
Langenunterschiede  der  Endpunkte  vom  ersteu  Meridian  ist  1 80".  Die 
Polhöhe  — 33w26'  ist  mit  Weglassung  der  Secunden  die  von  Santiago 
in  Chili,  und  der  Langenunterschied  108°  13'  ist,  ebenfalls  mit  Weg- 
lassung der  Secunden ,  der  zwischen  Santiago  und  Moskau.  Legt  man 
also  auf  dem  Meridian  von  Moskau,  und  zwar  auf  der  Hälfte  desselben, 
von  Pol  zu  Pol  gerechnet,  wo  Moskau  liegt,  unter  der  Polhöhe  von 
G4"26'46",61  eine  sich  nach  Westen  erstreckende,  senkrechte  geodäti- 
sche Linie  an,  deren  Länge  in  Theilen  des  Erdäquators  1 27°  I G'27\86 
betrügt,  so  liegt  der  Endpunkt  dieser  in  Santiago,  und  trifft  diesen  Punkt 
unter  dem  Azimuth  21 1°  1 0'58",58  von  Süden  nach  Westen  gezählt. 
Legt  man  dagegen  auch  auf  dem  Meridian  von  Moskau,  aber  auf  der 
Hälfte  desselben,  wo  Moskau  nicht  liegt,  unter  der  Polhöhe  von 
—  64"45'2',59  eine  sich  nach  Osten  erstreckende,  senkrechte  geodäti- 
sche Linie  an,  deren  Länge  in  Theilen  des  Erdäquators  52"28'49',75 
beträgt,  so  liegt  der  Endpunkt  derselben  auch  in  Santiago,  und  trifft 
diesen  Punkt  unter  dem  Azimuth  329°  12'  5 ",95,  welches  aber  jetzt  von 
Süden  nach  Osten  gezählt  werden  muss. 

Das  Verfahren,  wodurch  diese  beiden  Beispiele  vorbereitet  worden 
sind ,  wird  sich  weiter  unten  bei  der  Auflösung  der  entgegengesetzten 
Aufgabe  ergeben. 


Zweiter  Abschnitt. 

40. 

Es  soll  jetzt  eine  Aufgabe  gelöst  werden,  die  in  gewisser  Bezie- 
hung das  Entgegengesetzte  der  im  vorigen  Abschnitte  gelösten  bildet, 
und  in  der  practischen  Geodäsie  vielfache  Anwendung  findet.  Diese 
Aufgabe  besieht  darin:  aus  der  gegebeuen  geographischen  Lage  irgend 
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zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  die  geodätische  Linie,  die  zwischen 
diesen  Punkten  statt  findet,  nebst  deren  Azimuthen  zu  finden. 

Betrachtet  man  diese  Aufgabe  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit,  so 
kann  sie  strenge  genommen  nur  auf  indirccle  Weise  gelöst  werden,  und 
nur  für  den  Fall,  in  welchem  die  zu  bestimmende  geodätische  Linie 
so  klein  ist,  dass  sie  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachtet 
werden  kann,  lüssl  sich  eine  directe  Auflösung  durch  Reihcnentwickc- 
lungen  herstellen.  Ich  gebe  in  diesem  Abschnitte  nicht  nur  eine  solche, 
auf  kleine  Werthc  von  &  beschrankte,  sondern  auch  eine  allgemeine  Auf- 
lösung, die  für  jeden  Werth  von  s  angewandt  worden  kann,  und  die 
Eigenschaft  besitzt ,  dass  sie  gemeiniglich  schon  in  der  ersten  Annähe- 
rung die  gesuchten  Grössen  auf  Hunderttheile  der  Secunde  genau  giebt, 
und  daher  ein  directes  Verfahren  bildet  Wenn  in  einzelnen  Füllen  das 
Resultat  der  ersten  Annäherung  nicht  so  genau  wird,  so  ist  jedenfalls 
der  Übrig  gebliebene  Fehler  sehr  klein,  und  kann  durch  die  einfachen 
DirTerentialformeln ,  die  ich  zugleich  angebe,  mit  aller  wünschenswer- 
ten Genauigkeit  berichtigt  werden*). 

Das  Mittel,  wodurch  ich  diese  Auflösung  erlangt  habe,  besteht  in 
der  Einfuhrung  der  astronomischen  Azimuthe  als  Hülfsgrössen,  statt  der 
geodätischen.  Es  ist  bekannt  ,  dass  die  auf  den  Dreieckspunklen,  oder 
Stationen,  durch  Messungen  mit  dem  Theodoliten,  oder  irgend  einem 
anderen,  dazu  dienlichen,  Instrumente  erlangten  Winkel  nicht  die  Win- 
kel sind,  die  die  vom  Stationspunkt  nach  den  eingestellten  Punkten  ge- 
zogenen geodätischen  Linien  mit  einander  bilden ,  also  auch  nicht  die 
Azimuthe  der  geodätischen  Linien,  wenn  der  eine  eingestellte  Punkt  im 
Meridian  des  Beobachtungsortes  liegt.  Das  Azimuth,  welches  man  durch 
die  Beobachtungen  oder  Winkelmessungen,  unmittelbar  bekommt,  und 
welches  ich  das  astronomische  Azimuth  nennen  will,  ist  der  Winkel, 
den  eine  durch  die  Normale  des  Beobachtuugsorles  und  den  eingestell- 
ten Punkt  gelegte  Ebene  mit  dem  Meridian  macht,  und  von  dem  Azi- 
muth der  geodätischen  Linie,  welches  ich  zur  Unterscheidung  das  geo- 
dätische Azimuth  nennen  will,  verschieden.  Wenn  die  geodätische  Linie 
kurz  ist,  dann  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  geodätischen  und  dem 


*)  Puissani  hat  in  seinem  Traile  de  Geodcsic  diese  Aufgabe  für  sehr  kleine 
Werth«'  von  s  gelost,  seine  Auflösung  ist  aber  ganz  verschieden  von  der,  welche  liier 
gegeben  werden  wird. 
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astronomischen  Azimuth  zwar  sehr  klein,  aber  wenn  jene  Linie  lang  ist, 
dann  kann  er  beträchtlich  werden.  Man  wird  aus  den  hier  angehängten 
Beispielen  sehen,  dass  er  unter  Umstünden  eine  Anzahl  von  Minuten  be- 
tragen kann.  Man  hat  zu  verschiedenen  Zeilen  den  Versuch  gemacht 
das  astronomische  Azimuth  und  den  auf  dem  Ellipsoid  in  der  oben  er- 
klarten Ebene  liegenden  elliptischen  Bogen  statt  des  geodätischen  Azi- 
muths  uud  der  geodätischen  Linie  in  die  Geodäsie  einzuführen,  früher 
hat  es  Dusejour  gethan,  uud  in  neuerer  Zeil  sind  diese  Grössen  bei 
der  englischen  Ordnance  Survey  angewandt  worden,  und  der  Staats- 
rat Andrae  hat  darüber  Abhandlungen  geschrieben.  Aber  dieses  Ver- 
fahren kann  nicht  empfohlen  werden,  da  es  abgesehen  von  anderen 
Uebelständen  zu  einer  Duplicität  in  den  Dreiecken  und  ihren  Bestand- 
teilen führt  ;  überdiess  werden  bei  gleichen  Graden  der  Genauigkeit 
die  sich  auf  die  geodätischen  Linien  und  Azimuthe  beziehenden  Formeln 
einfacher  wie  jene. 

Denkt  man  sich  ausser  dem  einen  Pole  des  Ellipsoids  irgend  zwei 
auf  demselben  liegende  Punkte  A  und  /?,  sieht  man  die  Polhöhe  von 
A ,  das  astronomische  Azimuth  von  Ii  im  Punkte  A ,  und  den  ellipti- 
schen Bogen  zwischen  A  und  Ii  als  gegeben  an,  und  berechuet  hier- 
aus den  Winkel  iu  Ii,  so  ist  dieser  weder  das  astronomische  noch  das 
geodätische  Azimuth  von  A  in  D,  sondern  ein  anderer  Winkel.  Sieht 
nun  umgekehrt  das  astronomische  Azimuth  von  A  in  Ii  als  gegeben  an, 
so  bekommt  man  in  A  einen  Winkel ,  welcher  weder  das  astronomische 
noch  das  geodätische  Azimuth  von  Ii  in  A  ist.  Auch  die  elliptischen 
Bögen  zwischen  A  und  D,  von  welchen  der  eine  dem  astronomischen 
Azimuth  in  A,  und  der  andere  dem  in  Ii  entspricht,  sind  von  einander 
verschieden.  Betrachtet  man  ein  allgemeines  Dreieck  auf  dem  Ellipsoid, 
von  welchem  keine  Ecke  in  einem  der  beiden  Pole  liegt,  so  vervielfältigt 
sieh  diese  Dupplicilät.  Man  wird  also  bei  der  Einführung  der  astrono- 
mischen Azimuthe  statt  der  geodätischen  in  die  Geodäsie  auf  Zweideu- 
tigkeiten gerathen,  während  durch  die  Anwendung  des  geodätischen 
Azimuths  und  der  geodätischen  Linie  diese  durchaus  nicht  stattfinden. 
Die  Anwendung  der  letzteren  ist  auch  schon  dadurch  wissenschaftlich 
geboteu,  dass  sich  die  sphilroidische  Trigonometrie  an  die  sphärische  und 
die  ebene  vollständig  anschlichst,  in  welchen  die  Seiten  der  Fi-uren,  die 
man  betrachtet,  auch  kürzeste  Linien  auf  der  Kugel  und  der  Ebene  sind. 
Bei  grösseren  Dreiecken  treten  die  genannten  Uebelständc  sclbstver- 
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stündlich  mehr  hervor  wie  bei  kleinen  *),  aber  auch  bei  diesen  verhält 
es  sich  je  nach  der  Lage  derselben  auf  dem  Ellipsoid  anders.  Ks  kommt 
hiebei  auf  den  Werth  der  A/.imuthe  an,  und  wenn  bei  einer  kleinen  geo- 
dätischen, gegebenen  Linie  in  einem  gewissen  Falle  die  durch  Hülfe  der 
astronomischen  Azimuthe  geführte  Rechnung  von  der  mit  geodätischen 
geführten  im  Resultat  nur  sehr  wenig  abweicht,  so  lüsst  sich  daraus 
nicht  schliessen.  dass  dieses  in  jedem  Falle  bei  Zugrundelegung  einer 
geodätischen  Linie  derselben  Länge  statt  finden  wird.  Die  astronomi- 
schen Azimuthe  fallen  nemlich  bei  0,  1 80",  und  nahe  90°,  270°  mit  den 
geodätischen  zusammen ,  und  die  grösstcn  Unterschiede  finden  celeris 
paribus  in  den  Octanten  statt.  Ein  Beispiel  daher  mit  kleinem  Azimutb  auf 
beide  Arten  berechnet,  muss  grössere  Uebereinstimmung  zeigen,  wie 
der  Fall  sein  würde,  wenn  das  Azimuth  einem  Octanten  nahe  gleich  wäre. 

Es  werden  in  diesem  Abschnitte,  wie  schon  oben  erwähnt  die 
astronomischen  Azimuthe,  die  man  durch  endliche  Ausdrücke  berechnen 
kann,  nur  als  Hülfsgrössen  angewandt,  und  vor  dem  Ende  der  Rechnung 
in  die  geodätischen  umgewandeil. 

f.  nter  den  Nebenaufgaben  die  in  diesem  Abschnitt  gelöst  werden 
nenne  ich  hier  die :  Von  einem  gegebenen  Punkt  der  Erdoberfläche  aus 
eine  geodätische  Linie  so  auf  einen  gegebenen  Meridian  zu  ziehen,  dass 
sie  diesen  rechtvvinklich  schneidet.  Auch  diese  Aufgabe  wird  unbe- 
schränkt so  gelöst,  dass  in  der  Regel  die  erste  Annäherung  schon  ein 
genaues  Resultat  giebt.  Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass 
man  durch  die  Verbindung  der  hier  behandelten  Aufgabe  mit  der  des 
vorhergehenden  Abschnittes  eine  Auzahl  von  Aufgaben  der  sphäroidi- 
schen  Trigonometrie  lösen  kann,  und  führe  den  Fall  aus,  wo  in  einem 
allgemeinen  sphüroidischen  Dreieck  zwei  Seiten  mit  dem  zwischen  lie- 
genden Winkel ,  nebst  der  Lage  desselben  auf  dem  Ellipsoid  gegeben 
sind. 

44. 

Wir  wollen  jetzt  als  Vorbereitung  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe 
die  astronomischen  Azimuthe  einer  besondern  Betrachtung  unterwerfen, 

M.iu  wird  aus  den  dieser  Abhandlung  hinzugefügten  Beispielen  sehen,  dass 
ftu  die  geodätische  Linie  zwischen  Orsk  und  Valentin  die  Unterschiede  zwischen  den 
geod.ilischen  und  den  astronomischen  Azimuthen  auf  I  I"  steigen,  und  dass  sie  für  die 
geodätische  Linie  zwischen  Moskau  und  Santiago  sogar  auf  to1/,  Minuten  gehen. 
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und  ilie  Relationen  ableiten,  in  welchen  sie  zu  anderen,  bekannten  oder 
unbekannten,  Grossen  stehen. 

Um  diese  Relationen  zu  erhalten  wollen  wir  zuerst  durch  die  Nor- 
male irgend  eines  Punkts  [A)  auf  dein  Erdellipsoid  eine  Ebene  legen, 
die  zugleich  durch  irgend  einen  anderen  Punkt  (L'i  derselben  Oberfläche 
geht.  Man  kann  den  Punkt  (A)  als  Beobachtungsort,  und  den  Punkt  (//) 
als  einen  in  dem,  im  Punkt  (A)  aufgestellten.  Winkelmessinstrument 
eingestellten  Dreieckspunkt  betrachten.  Bezeichnet  man  die  Polhöhe  des 
Punkts  (A)  mit  Ii',  und  legt  von  den  rechtwinkliehen  Coordinalen  x,  y,  z 
die  Ebene  der  Achsen  der  rz,  von  welchen  die  der  x  im  Aequator,  und 
die  der  z  wieder  in  der  Umdrehungsaclise  des  Erdcllipsoids  liegen  soll, 
durch  den  Meridian  von  (A),  so  sind  die  Gleichungen  der  Normale  am 
Punkt  (A) 

x  sin  (f  —  2  V\  — e3 .  cos     =  ae1  sin  (i  cos  (f 

y  =  o 

wenn  wieder  (f  die  zur  Polhöhe  II'  gehörige  reducirte  Breite  bedeutet. 

Die  reducirte  Breite  des  Punkts  [Ii)  sei  und  k  dessen  Längen- 
unterschied  vom  Punkt  (A),  dann  sind  die  Coordinalen  von  (D) 

x  =  a cos//' cos  A  ;    y  =  a  cos  {f  sink  ;    z  =  aV\ — e* .  sin// 

Stellt  man  nun  die  Gleichung  der  Ebene,  die  sowohl  deu  ebeu  aufge- 
stellten Gleichungen  der  Normale,  wie  den  letztgenannten  Coordinalen 
gnügt,  unter  der  Korm 

Ax  -+-  Ihj  -+-  Cz  =  D 

auf,  und  berücksichtigt  zuerst  die  Gleichungen  der  Normale,  so  wird 

A  =  E  sin  ff 

C  =  ^.cos/7 
D  =  Eac2  sin    cos  (f 

wo  E  ein  willkuhrlicher  Factor  ist.  Subslituirt  man  hierauf  sowohl  diese 
Werthe  wie  die  Ausdrücke  der  Coordinalen  des  Punkts  (D),  so  ergiebl 
sich  die  Gleichung 

B  cos  ß?  sin  k 

=  E\(  \  —  c2)  cos  $  sin  (?  —  sin  (t  cos  ff  cos k  -+-  e'1  sin  ti'  cos  fi"  | 

und  bestimmt  man  jetzt  E  so,  dass  die  Coeflicienlen  A,  ß,  C,  Ü  von 
Nennern  befreit  werden,  durch  welche  Bedingung  man  /?  =  cos//sinA 
erhalt,  so  werden 


Digitized  by  Google 


56  P.  A.  Hansen. 

A  =  sin//  cos //sin  A 

B  =  (1  —  e2)  cos  (f  sin  /?''  —  sin    cos  /?"  cos  A  ■+-  e1  sin  //  cos  (f 

C  =  —  VI  —  c- .  cos  // cos sin  A 
Z)  =  ae1  sin cos  //cos/?" sin  A 

die,  wenn  sie  in  die  Gleichung  der  Ebene 

Ax  -+-  By  +  C'z  =  ß 
substituirt  werden,  diese  völlig  bestimmen. 


i 

* 


42. 

Die  beiden  Ebenen  der  Meridiane  von  (A)  und  (#)  nebst  der  drit- 
ten, eben  bestimmten  Ebene  bilden  einen  körperlichen  Winkel,  und  legt 
man  darüber  eine  Kugelobcrfläche  von  beliebigem  Halbmesser,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  Scheitel  des  körperlichen  Winkels  hat,  so  bekommt  man 
ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Kreisbögen,  oder  Dreieckseiten,  die  die  beiden  Meridiane  darstellen,  A, 
der  Winkel  zwischen  dem  Meridian  von  (A)  und  der  dritten  Ebene,  oder 
den  Dreieckseiten ,  die  diese  darstellen,  180°— wenn  «,,'  das  astro- 
nomische Azimuth  des  Punkts  [D]  von  (A)  aus  bedeutet,  und  die  zwi- 
schen diesen  beiden  Wrinkeln  liegende  Seite  00°— B  sind.  Der  dritte 
Winkel  dieses  Dreiecks  soll  mit  /  und  die  beiden  anderen  Seiten  sollen 
mit  #  und  90°—/'  bezeichnet  werden,  dergestalt,  dass  den  Winkeln 

A  ,    180°—  «o  ,    r  '  bez.  die  Seiten 
jf, ,    90°— r  ,    90n— IT 

gegenüber  liegen.  Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  daher 
sin  xo  sin  «<>'  =  cos  rs'm  A 

sin  goCOSat  =  —  cos  tf  sin  J'-\-  sin  W  cos  /YosA 
(45)      .    sin  /i.  sin  /  =cosß'sinA 

sin  x»  cos  y  =  sin  B'  cos  cos  K  sin  /^cos  A 
cos/o         =  sin  B'  sin  /'-h  cos  W  cos /"cos  A 

Cur  welche  noch  der  Ausdruck  für  jPzu  ermitteln  ist.  In  Bezug  darauf 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Seile  90" — F  in  der  Ebene  des  Meridians 
von  7/)  liegt,  und  dem  Winkel  gleich  ist,  den  die  Durchschnittslinio 
zwischen  der  Ebene  dieses  Meridians  und  der  dritten,  im  vor.  Art.  be- 
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sliramlen,  Ebene  mit  der  Achse  der  z  macht.  Man  tindet  leicht,  dass 
die  Gleichung  der  Ebene  dieses  Meridians 

x  sin  X  —  y  cos  X  =  0 

ist,  und  diese  nebst  der  Gleichung 

Ar  +  By  +  Cz  =  D 
sind  also  die  Gleichungen  der  eben  genannten  Durchschnittslinie,  die 
man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringen  kann, 

x{AcosX  +  BsinX)  +  zC  cos  X  =  DcosX 
y(AcosX  +  BB'mX) +  zC  sin  X  =DsmX 

Die  analytische  Geometrie  zeigt  aber,  dass  wenn 

ax  -h  bz  a=  k 
ay  -+-  cz  =  / 

die  Gleichungen  irgend  einer  Graden  sind,  die  mit  der  Achse  der  z  den 
Winkel  6  macht,  man 

cos  0  =  H  T=-~  — 

hat.  Die  Substitution  der  vorstehenden  Gleichungen  giebt  daher 

SIU  /  =    ■— — . 

oder  durch  Hülfe  der  Ausdrücke  von  A,  /?,  6',  des  vor.  Art. 

sinr=  j(VT^.Bm(r  +  ^==*n(f)   .    .  (46) 
wenn  zur  Abkürzung 

f  =  cos  Y  -+■  (VT^? .  sin/?"  +  ^=  »in    )*     •  (47) 
gesetzt  wird.  Es  folgt  hieraus 

cosr=  ^cos/f  (48) 

Aus  den  Gleichungen  (45)  verbundeu  mit  der  (49)  lüssl  sich  nun  a«\  y>  X» 
berechnen,  wenn  /?*,  /?",  X  gegeben  sind.  Das  im  Art.  27  betrachtete 
Dreieck  giebt  ausserdem 

sin  x  sin  a  ss  cos  (f  sin  w 
sin  ^  cos«'  =  —cos/?' sin/?"  ■+■  sin^cos/?"  cos« 
siu x sin  a"  =  cos/?' sin  w  (50) 
sin  x  cosa*  =  sin/?  cos//  —  COS/?  sin//  COS« 
cos  x         =  sin  $  sin  /?"  -+-  cos (t  cos/?"  cos  a> 
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die  den  (15)  vollkommen  ahnlich  sind.  Verbindet  man  nun  die  (50)  mit 
den  vorhergehenden  Gleichungen,  so  kann  man  die  Unterschiede  «' — u0', 
y.  X— X"  ermitteln. 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  Gleichungen  (45)  in  Verbindung  mit 
den  (46),  (47),  (48)  zu  erkennen  geben,  dass  der  Winkel  y  nicht  das 
astronomische  Azitnuth  des  Punkts  (A)  vom  Punkt  [B)  aus  ist.  Denn  hicfür 
miissten  die  Gleichungen  (45)  für  «t)'  io  die  für  y  übergehen,  wenn  man 
darin  (t  und  (f  mit  einander  vertauscht,  und  dass  dieses  nicht  der  Fall 
ist,  lehrt  der  Augenschein.  Ebenso  bekommt  die  Seite  x<t  verschiedene 
Werthe,  je  nachdem  man  sie  aus  den  unveränderten  (45),  oder  aus  den- 
selben nach  der  Vertauschung  von  (f  und  (?  mit  einander  berechnet. 
Das  hier  betrachtete  Dreieck,  von  welchem  zwei  Seiten  Meridian  bögen 
sind,  bekommt  also  verschiedene  Seiten  und  Winkel,  je  nachdem  man 
von  dem  astronomischen  Azimuth  am  einen  oder  anderen  Eckpunkt  aus- 
geht ;  nur  der  Winkel  A  bleibt  in  diesen  beiden  Fällen  derselbe.  Wenn 
nun  in  einem  auf  dem  Erdellipsoid  betrachteten  Dreieck  keine  Seite 
mit  einem  Meridian  zusammen  fallt,  so  müssen  in  diesem  alle  Seilen  und 
Winkel  verschieden  ausfallen,  je  nachdem  man  das  eine  oder  das  andere 
astronomische  Azimuth  an  dessen  Eckpunkten  zu  Grunde  legt. 

43. 

Durch  Hülfe  der  eben  entwickelten  Gleichungen  kann  man  die  Unter- 
schiede «,/—«'»  r— «\  Xn— x  in  unendliche  Reihen  entwickeln,  die  nach 
den  graden  und  positiven  Potenzen  von  e  fortschreiten.  Sei  zu  dem  Ende 

/?'  =  ,y  -4-  c  ;    r=ß'+f;    \=*m  —  Jm 
dann  wird  zuerst 

sin  ß'  =  sin  (t  •+■  c  cos  (?  —  j  c1  sin  ff  «+■  . .  . 

costf  =  cos/?  —  esin  (i  — -^^cosfi  +  .  .  . 

sin  r  =  sin  ^  +  /  cos,/-  j/^sin,?"  +  .  .  . 

cos  /'  =  cos (f  —  fsin(f  —  y/'-cos/?"  -I-  .  .  . 

sin  /l  =  sin  co  —  Jta  cos  »  —  j  fvP  sin  m  ■+-  .  .  . 

cos  A  s=s  cos  w  ■+-  .  Zw  sin  w  —  j .  /er2  cos  r»      .  .  . 

Subsliluirl  man  diese  Ausdrücke  in  die  beiden  ersten  (45),  und  bleibt 
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bei  den  ersten  Potenzen  von  v,  f,  .  /to  stehen,  welches  für  unscrn  Zweck 
ausreicht,  so  bekommt  man  mit  Zuziehung  der  (50) 

sin/0sin«o'  =  sinysina' — fs'inff  sinw — ./(ocosjf  cosw 
sin y0 cos «o  =  sin x cos a  ■+■  c cos x  —  f{cos(f  cos (f  ■+■  sin //sin (f  cos w) 

■+■  ./«sin  (f  cosf  sin  w 

und  multiplicirt  man  die  erste  dieser  mit  cosa',  die  zweite  mit  — sin«', 
und  addirt,  so  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass  das  Dreieck 
des  Art.  27  auch 

sin  a  sin  (f  =  —  cos  «  sin  m  -+-  sin  «  cos  w  sin  (! 
cos  a         =      cos  «'  cos  w  -h  sin  u  sin  to  sin  // 

giebt,  und  dass  man  jetzt  siny  statt  sin^o,  und  «</—«'  statt  sin(«0'— «') 
setzen  darf, 

,         ,                       «oosy  ,    /.sin«"        4   cos  ä"  cos«" 
«o  —  a  —  —  c  sin  «  -.  -  -  •+■  /   J(a  — -aT-  

siny       '  siny  sin^ 

Die  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  dritte  und  vierte  der  (45), 
oder  die  blose  Vertauschung  von  e  mit  f,  (l  und  u  mit  ff'  und  «",  «u' 
und  a  mit  180°— y  und  180°— «"  in  der  vorstehenden  Gleichung  giebt 
ausserdem 

n  sin «'       *  •      » cos  y  *    cos     cos  «' 

y  —  «  =  — c  — -  -f-  /sin  «  -    — .i/o) —  .  

Substituirt  man  ferner  die  obigen  Ausdrücke  in  die  letzte  (45),  so 
ergiebt  sich  durch  Hülfe  der  (50) 

cos^o  sb  cos*  —  c  sin  x  cos«  H-  /"sin  %  cos«"  -f-  .-/o>  sin  *  cos //sin  u 

oder  da  man  hier  cos*0—  cosr  =  (x— x«)s'nX  setzen  darf, 

X  —  X'>  =  —  C  cos  a  ■+•  /"cos  a  •+■  Jo)  cos  //  sin  a 

wo  nur  noch  die  Ausdrücke  für  c,  f,  J<a  zu  Substituten  sind. 


44. 

Wenn  man  die  mit  c*  multiplicirten  Glieder  mit  aufnimmt,  so  be- 
kommt man  leicht  aus  der  Reihe  für  B  des  Art.  25,  und  der  Gleichung 

c  =  -^sin^cos/f-f-  jc*(sin(f  cos//-f-  2  sin //cos3//) 
Um  den  Ausdruck  für  /"zu  erhallen  giebt  die  (49) 
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sin  (f 
-m  ,i" 


so  bekommt  man  hieraus  auf  ähnliche  Weise  wie  im  Art.  28 

und  nach  der  Entwickclung 

f  =  i  sin  (fcosf  —  t2  sin     cos  / 
oder  nach  der  Substitution  des  Werthes  von  t, 

f  =  e2  (sin    —  y  sin  (f  J  cos  // 
■+■  c4  j  sin //sin //(sin// — sin//  )-h  ysin//  —  jsin/^  — ysin^jcos^' 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (15)  und  (20)  nach  der  Substitution  der 
Warthe  der  in  der  letzteren  eingeführten  Hülfsgrössen, 

Jw=  j  e2*  cos //sin«' 

~*~  TU6*  Ucos/J'sina'+xcos^sin  V 

— (sin2,/ — cos2//cos2«')cos//sin  «'sin;rcosxH-2sin//cos2(/sm  «cos  «'sin2*} 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  von  c,  /",  ha  in  die  des  vor.  Art  ,  und 
nimmt  dabei  nur  auf  die  mit  c2  multiplicirten  Glieder  Rücksicht,  so  er- 
gicbl  sich  nach  einer  leichten  Reduction 

«0'  =  a  ■+■  Tc2cos/ysin«  j  cos, /cos  «'(l  —  ^H-sin/^tgy  x)\ 


(52) 


Y  =  u—  j  e2cos//sin«'jcos//eos«'(^  —  cos^H-  2  sin// 


.  *  4 


cos  ~x 


Xo  =  X  —  4" ß2  j sin  * cos  X  +  cos  V sm  a«  Ct  —  sin  ^ cos jf) 

H-  4  sin //cos //cos  «"sin 2  —jf  j 

Diese  Ausdrucke  gellen  für  jeden  beliebigen  Werth  von  sieht  man 
aber  x  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  an,  und  entwickelt  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung,  so  vereinfachen  sie  sich  und  gehen  über  in 

«o  =  a -f-  -J-  <?'Vcos2,/sin«'cos«'  -+-  *k  e2xi&inßß COS/T*  sin  «' 

y  =«"—  ~c2^2cos2//  sin«' cos«'—  y  c'Vsin,/cos/?'sina' 

Xo  =  *  —  Ye~X —  T  6'2X2iim  ^cos   cos  «"+  y  <?V  ( I  —  cos2//  sin  V) 


(63) 
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45. 

Die  beiden  für  «0'  und  y  eben  erhaltenen  Ausdrücke  sind  für  unse- 
ren Zweck  hinreichend  genau,  aber  mit  dem  für  xo  verhalt  es  sich  nicht 
so,  da  in  demselben  das  mit  e*x  multiplicirte  Glied  fünfter  Ordnung  noch 
fehlt.  Dieses  soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Setzt  man  die  vollständigen  Ausdrücke  des  Art.  43  für  sinüT,  cosß', 
etc.  in  die  letzte  Gleichung  (45),  so  ergiebt  sich 

(x— xo)  sin  y  (x+X«)  =  —c  sin*  cosa'-h/'sinxeos  a"-K  A>  siujf  COf/fön  u 

—  j  (c2-t-/^)cosx+cf  { sin  «'sin  «"-fr cos  «  cos«" cos xj 

—  c^wsinjsin/?'  sin«'  — /lywsinxsin/tT.sin  u 

—  y  Jvi1  jcos x  —  sin sin (t"  J 

indem  das  Dreieck  des  Art.  27  auch 

cos  (t cos ■+■  sin  ^  sin     cos  w  = 
sin  «'  sin  a  -+-  cos  a  cos  «"  cos  x 

giebt.    Es  ist  ferner  y  (x+Xo)  =  X  —  t (x— Xo)  <  und  daher 

<    4  cos  ^  /    * 

.  i  ,        s  —  sin*  "^asin'jV*  W 

«         1      cos  y         i  .   *  /»  cosy         »  .    <    >   cosy        ^  •  • 

=  -  —  C  — . -COS  «  -4-     f  - .  -  f-  COS«  -I-  T  .  JOi-—f  COS/7  S I n  « 

sin*       3     sin**  2  '  sin  **  a        sm  **  1 

Multiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Gleichung  Seile  für  Seih»  mit 
dieser,  so  bekommt  man 

X— Xo  =  —  ccos«'+/'cos«"H-z/wcos^'sina'  j 
_  i.  C2  «JJ  sin  V-h  _£/_  Sin  «'Sin  cos  ^'cos  «"sin  «'  ( 5  4) 

8     sin*  sin*  sin*       1  i\u'i 

-±/^sinv+£;^ 

Mit  Uebergehung  der  höheren  Potenzen  von  x  erhalt  man  aus  der  letz- 
ten Gleichung  (28) 

sin  (f  =  sin  (f  —  x  cos  ({  cos  et  —  y  X2  sin  ß1 

eliminirt  man  hiemit  sinf?  und  sin3/5f  aus  dem  Ausdruck  für  /"  des  vor. 
Art.,  und  bleibt  in  den  mit  e*  multiplicirlon  Gliedern  bei  der  ersten  Po- 
tenz von  x  stehen,  so  erhall  man 
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f  =  i  e2  { sin  /?+  x  cos  /*'  cos  «'  -I-  j  fsin    }  cos// 
+  |e<j3sin/?'-2sin^H-xcos^cos«'— 2xsinycos^cos«'jcos/r 

Der  Ausdruck  für  ./co  giebt,  wenn  x1  übergangen  wird, 

Ja  mm  ~  c2jcos(tf  sin«'  +  -J-e^cosV  sina' 
Der  Ausdruck  von  c  bleibt  unverändert 

c  =  yeJsio/*'c08/?'+  ~^(sin^cos^  +  2sin/ycosy) 
Aus  diesen  Ausdrücken  ergiebt  sich 
c2  ^^tf&xtftfcos^ 

cf=jc*  jsinycos^+xsin^cosycos«'-h  y xW//cos^yjcos^ 

cjta  =  ^  e^sin^cosy  sin  «' 

P  =  -lepsin  y+  2*  sin/?cos^cos«'-l-  *2siny  -+-  fcosyeosVj  cos2/ 
/>/«  =  y   |*sin   cos  $  sin  «'  H-  x2  cos  y  sin  «'  cos  «'  j  cos  / 
Ja2  cos  y  sin  V 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  für  %— *0, 
und  nimmt  dabei  nur  auf  die  mit  e*  multipücirten  Glieder  Rücksiehl ,  so 
erhält  man 

I  e*  j    (sin  ^'cos   -4-  2  si n  ^cos  *(f )  cos  «' 

H-(3sin^—  2siny+xcos^cos«'—  Jfc  Biocos  ^cosa'Jcos^  cos«" 
-hxcosysin2«' 


sin  y  cos  y  sin  V 


2  —  (sin  y  cos  ^sin  «'-4-  x  sin  /?'  cos  y  sin  «'  cos  «' 


-i-  *2sin  y  cos  f  sin  «' )  cos  (f  sin  «" 


—  2  sin  $  cos  y  sin  V  cos  ft  cos  «" 


— LI  (sin  y  -h  2  x  sin  $  cos  ({  cos  u  ■+■  *2  sin  y 


-+-  *2 cos y  cos ht]  cos  y  sin  V 
in  «'  cos  «'-l-  x cos  ysin  «  cos  V) cos sin  «" 
—  x  cos  y  sin  2a'  cos  «'  cos  ^  cos  a"  j 


2(sin/?'  cos2# 
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Eliminirt  man  hierauf     und  a  durch  die  Gleichungen 
cos  (f  sin  a  =  cos  $  sin  d 
cos  (f  cos  u  =  cos    cos  «'  ■+-  x  sin  $ 

so  zieht  er  sich  in  je*x  zusammen.  Es  wird  daher  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung  vollständig 

X*  =  X-  |^(lH-|c2)x-|eVsm^cos/cos« 

-h  J  cV;i-eos^sinV) 

Man  kann  hieraus  leicht  den  Ausdruck  von  %  dturcll  erhallen,  zu  wel- 
chem Ende  blos  ;  =  ;t  +  {^„  zu  substitutiven  ist.  Hiemit  wird 

X  =  X»  +  ^^(l  +  l^^-hl^^sin^cos^eos«-  (66) 

  3  C~  X»*  (  '   COS  ~ß  S'n  2<t  ) 

die  uns  weiter  unten  nützlich  sein  wird. 


4G. 

Um  das  gegenwärtige  Thema  vollständig  auszufuhren  ist  noch  er- 
forderlich, dass  der  Ausdruck  des  in  der  Ebene  von  x»  liegenden  Bogens 
auf  dem  Ellipsoid  ermittelt  werde,  der  die  Endpunkte  (A)  und  (Ii)  hat, 
die  mit  den  Endpunkten  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  geodä- 
tischen Linie  identificirt  werden  sollen ;  dieses  soll  jetzt  vorgenommen 
werden. 

Nehmen  wir  die  im  Art.  41  eingeführte  Ebene  vor,  deren  Gleichung 

Ax  -h  Iiy      Cz  =  D 
ist.  Die  Elimination  von  Ii'  und  F  durch  die  Gleichungen 


n<  sin/?'  n>         cos  5' 1^1—  c* 

sin  B  =     — L—    ;    cos  Ii  =  -  Av.  t 
y  <  -  e*  cos  *ß  y  <  -  e'eos  *ß 

nebst  den  (46)  und  (48)  verwandelt  die  beiden  ersten  (45)  in 
p  sin  x<)  sin  «„'  =  cos  (f  sin 

»Sl'n  y  COStt/  rl1— e*;  sin  fcu«^  msl  -  eSin/co^' 

hiemit  gehen  die  Ausdrücke  von  4,  ß,  etc.  des  Art.  41  in  die  folgen- 
den Uber, 
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A  =      /)  sin  Xo  sin  a»'  sin  ({ 
B  =  —  p  sin  Xn  cos  «„'  V^l  — e2  cos  2(t 
C  =  —  /)  sin    sin  «„'  V\  —  e2 .  cos  (? 
D  =      ps'm  /„sin  «,,' .  ac2  sin  ff  cos 

und  die  Gleichung  der  Ebene  wird 

x  sin  (f  sin  «0'  —  y  Y I  —  6*008 ^  .  cos  «0'  —  2     t  —  e2 .  cos  /tf  sin  «„' 

=  ae2  sin  (f  cos    sin  «„' 

Dreht  man  hierauf  die  Achsen  der  x  und  y  um  den  Winkel  A  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  der  wachsenden  Langen,  und  nennt  die  neuen 
Coordinaten  x  und  y ,  so  wird 

x  =      jr'  cos  A  +  y  sin  y/ 

y  =  —  x'  sin  ./  H-  y'  cos  y/ 
und  setzt  man  zugleich 

,  sin  ß' 

und  siibsliluirt  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  Ebene ,  so  geht 
diese  Uber  in 

x  (cos  A  sin    sin  a0'  -+-  sin  A  V\  —  c2  cos 2//  .  cos  «0' ) 
y'  (sin  A  sin  //sin  a0'  —  cosA  VI— e*cos'2ff  .  cos  «0') 
_2'}/T-^.  cos/^sinao'  =  0 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  jetzt  in  un- 
serer Ebene  liegt,  während  er  immer  noch  in  der  Unidrehungsachse  des 
Ellipsoids  liegen  bleibt.  Er  liegt  jetzt  im  Scheitel  des  oben  erklärten 
körperlichen  Winkels.  Setzt  man  hierauf  in  dieser  Gleichung  den  Coef- 
fieienten  von  y\  nemlich 

sin  A  sin  (f  sin  «</  —  cos  A  V  1  —  c2cos  2^  .  cos  «0'  =  0 

so  wird  bewirkt,  dass  unsere  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  der  xz 
steht.  Es  folgt  hieraus 

(56)  ....     \%A  =  V    sin(t-  colgrto 
und  die  Gleichung  der  Ebene  wird 

(57)   i  »  af  ig  Ü 

wenn  ausserdem 

(58)   tg*/  =  *S=i 
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gesetzt  wird.  Die  Ebene  der  xz  ist  nun  die  Meridianebene  des  KU ip— 
soids,  welche  von  unserer  eingelegten  Kbenc  rechtwinklich  geschnitten 
wird,  und  die  Lage  dieser  Meridianebene  wird  durch  die  Bögen  A  und 
U  bestimmt.  Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  ihr  Langenunterschied  von  der 
Meridianebene  des  Punkts  (A)  rückwärts  gezählt  A  ist,  und  dass  ihre 
Durchschnillslinie  mit  derselben  Ebeue  mit  der  Ebene  des  Aequators 
den  Winkel  U  bildet. 


Die  Einführung  der  Coordinaten  x,  y\  z  in  die  Gleichung 
«j+V  .    _  , 

des  Ellipsoids  giebt 
(*>  +  y'2)(  I-ö*)+^-2  z'ae*  -0^  +  aV s^  -  a2  (1  -  c2)  =  0 

Führt  man  hierauf  die  Substitution 

x  =  i  cos  U  —  C  sin  ü 
z  =  5  sin  U  -+-  fcos  11 

in  die  Gleichung  (57)  der  Ebene  ein,  so  erhält  man  f=0,  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  Coordinaten  £  und  y  in  dieser  Ebene  liegen.  Setzt 
man  daher 

x  —  i  cos  U  ;    y'  =  *]  \    *  =  £  sin  ü 
in  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  so  wird 


die  Gleichung  der  Ellipse,  unter  welcher  unsere  eingelegte  Ebene  das 
Ellipsoid  schneidet.  Man  kann  auf  bekannte  Weise  diese  Ellipse  auf  ihre 
Achsen  hinführen ,  aber  da  dieses  für  den  hier  zu  verfolgenden  Zweck 
überflüssig  ist,  so  unterlasse  ich  es,  und  führe  blos  an,  dass  die  grosse 
Achse  dieser  Ellipse  immer  in  der  Richtung  der  ij ,  die  kleine  Achse 
hingegen  in  der  Richtung  der  |  lirgt.  Ihre  Excentricitäl  ist  ferner  immer 
kleiner,  oder  wenigstens  nie  grösser,  wie  die  des  Ellipsoids. 


Abh.Ddl.  d.  K.  8.  OmOmk.  d.  Wiucudi.  XIII. 


47. 


—  *  cos  2t/)  -+-  v2  (  I  -  e2)  -  2  i  ae2 
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48. 

Es  soll  nun  der  Bogen  der  eben  erhaltenen  Ellipse  bestimmt  wer- 
den ,  welcher  sich  auf  dem  Ellipsoid  von  dem  Punkt  (A)  bis  zum  Punkt 
(B)  erstreckt,  und  zu  dem  Ende  führe  ich  die  Polarcoordinaten  r  und  0 
durch  die  folgenden  Gleichungen  ein, 

|  =  r  cos  0 
rj  =  r  sin  0 

Setzt  man  zur  Abkürzung  ausserdem 

A  =  1  —  c2  cos  Jtf 
ß  =  1  -  e2 

C,  sin  ß'  sin  ü 
=  aei  ^  - — ^- 

so  bekommt  man  für  die  Gleichung  der  Ellipse 

r2  [B  +  (A—  B)  cos  2Ö)  —  2  rCcos  tf  —  #  =  0 

Da  nun  die  Differentialrechnung  für  jede  ebene,  stetige  Linie,  wenn  S 
irgend  einen  unbestimmten  Bogen  derselben  bezeichnet, 

und  die  Gleichung  unserer  Ellipse 

t1r  fr.j  ros  fj  -  C)  -  rflco«  fl         •  fl 

dÖ  —  [rÄcu»e-  C)  voso +  rB  sin'fi1 

giebt,  so  bekommt  irgend  ein  unbestimmter  Bogen  der  letzteren  den 
Ausdruck   

S  b=  frdO  V  M  cos  ft  -  C ) »  +  r»fl'  sin  '(9 
J         [r^cosö- Cjcosö  +  rßsin'fl 

Die  Gleichung  der  Ellipse  giebt 

 K+  Ceosß 

B+  A-B)  cos'tf 

wenn 

K  =  /7T/)+;(A--/;)^-h^cos2ö 

gesetzt  wird.  Man  findet  hieraus 


rAeosö  —  C 


AKens ()--  CCsin'fl 


/>  B&'sinfl  +  ßCsinflcosö 

K  =  {rA  cos  0  —  C)  cos  0  ■+■  rB  sin  20 
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hiemit,  und  da  identisch 

A2cos2ö-f-ß2sin2ö  =  |/?-h(4— Z?}cos2öj2-4-(A— ß^sin^cos^ 

ist,  lässt  sich  der  obige  Ausdruck  für  S  leicht  auf  die  folgende  Form 
bringen, 

[K[A- B)  cos  ß  -  BC?  sTnVi 


JrdüY 


welche  zur  Anwendung  geeigneter  ist  wie  jene.  Um  die  Integration 
auszuführen  rauss  das  Differential,  wie  man  es  auch  umformen  möchte, 
in  eine  unendliche  Reihe  aufgelöst  werden,  da  die  Kectification  der 
Ellipse  zu  den  unauflösbaren  Aufgaben  gehört.  In  der  Reihenentwicke- 
lung des  vorstehenden  Ausdrucks  reicht  es  aus,  bei  den  Gliedern  vierler 
Ordnung^  stehen  zu  bleiben,  und  hiedurch  kürzt  er  sich  schon  wesent- 
lich ab.  Die  obigen  Ausdrücke  für  A,  B,  etc.  zeigen,  dass  A— D  und  C 
Grössen  der  zweiten  Ordnung  sind,  und  es  ist  daher  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  im  obigen  Integral  von  der  Eins  nur  um  eine  Grösse 
der  vierten  Ordnung  verschieden.  Berücksichtigt  man  diesen  Umstand, 
so  wird  sogleich,  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  genau, 


49. 

Die  obigen  Ausdrücke  der  Coeflicienten  geben 

BD        =  a2(1-2eJ  +  e*coSy) 
(A-B)D+(?  =         e*  cos sin  *ü 

woraus 

K  =  ajl-e2  +  4e2sin2t/cos20 

-{e4  sin  y  ■+- 1  e*  sin  y  sin  »ü  cos  2tf  —  j  e*  sin  *ü  cos  *0  J 

sich  ergiebt.  Ferner  wird 

C  cos  6  =  a(e2  +  7-  e4)  sin    sin  U cos  0 

B  +  {A — fl)  cos  20  =  1  —  e2  -l-  c2  sin 2  J7cos  2ö 
(A'(A— B)cosO  —  BC)2sin20  =  aV  jsin2f  sin2t/T  —  2  sin //sin'*/ cos  0 

+  (sin*tf—  2  sin2,/ sin2*/)  cos  20  , 
+  2sin^sin3ücosa0  — sin'£/cos<0| 

und  hieraus  bekommt  man  leicht 
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S  =  afdO  jl—  ye4sinycos2t7H-e2[l-f-4<'2  — «Jsin^7]  sin ^ sin  t/cos ö 

—  |  e2 (1 H- e2cos 2tJ)  sin *ffcos 20  —  y e* sin  'L'cos <ö  J 
und  nach  der  Ausführung  der  Integration 

S  =  a^l-^^H-lc^sin^-l^sin^cos^+^^sin^Jö 

e2(  1  ■+■  y  & — c*  sin    )  sm  t  sm  ^ sm  ö 
—  j  e  ( 1  +  e2  -  ~  c2  sin2t/)  sin  2t/sin  20  —  ^  e«  sin  <{7sin  40  j 
■+■  const. 

in  welchem  Ausdruck  noch  die  Grenzen  zu  berücksichtigen  sind. 

50. 

Um  die  Grenzen  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  in  unserer  Auf- 
gabe das  vorstehende  Integral  genommen  werden  muss,  bemerke  ich, 
dass  die  Gleichungen  (56)  und  (58) ,  welche  A  und  V  bestimmen ,  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden  können, 

Hieraus  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  90°— Ii'  die  Hypotenuse,  und 
90°—  V  die  eine  Cathete,  so  wie  a0'  und  A  die  beiden  nicht  rechtwink- 
lichen  Winkel  eines  rechtwinklichen,  sphärischen  Dreiecks  sind,  in  wel- 
chem A  von  den  beiden  genannten  Seiten  eingeschlossen  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  die  unbestimmt  verlängerte  zweite  Cathete  die- 
ses Dreiecks  den  Bogen  f)  bildet,  und  dass  die  Ebene,  in  welcher  die- 
ser liegt,  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  durch  die  beiden  Punkte 
(.4  und  (Ii)  geht,  die  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  sowohl  der  jetzt 
betrachteten  ebenen  krummen  Linie  wie  der  im  Vorhergehenden  be- 
trachteten geodätischen  Linie  bilden.  Bezeichnet  man  für  den  Punkt  (A) 
diese  Cathete  mit  0',  dann  ist  ihre  Verlängerung  bis  zum  Punkte  (B) 
dem  oben  eingeführten  Bogen  /„  gleich,  gleichwie  oben  der  Unterschied 
zwischen  (p"  und  tp  dem  Bogen  x  gleich  war.  Das  Integral  des  vor.  Art. 
muss  daher 

von  0  =  0'  bis  0  =  6 '  +  *0 
genommen  werden,  und  hiemit  wird  es 
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S  =  a  { [l  —  j  e*{\  +  e>)  sin'tf  —  |  e4  sin  ^cos  W+  J|    sin  4lrj  Xo 
+  2e2  (l  -h  |  eJ  -  C2sin  itfj  sin  ^sjn  V cog  ^+  |  ttJ  sin  1  ^ 

—  -{-  e2(l  +  &  —  \  &  sin      sin  'tfcos  (20' H-     sin  xo 

-4^sin^cos(4ö'+2^„)sin2/0j 

Zur  Bestimmung  von  U  und  6'  giebt  das  oben  erklärte  Dreieck,  ausser 
den  schon  angeführten  Relalionen, 

sin  (I  sin  0'  =  cos  D'  cos 

sin  Lr  cos  0'  =  sin 

cos  U         =  cos  ß'  sin  a»' 

womit  der  gesuchte  elliptische  Bogen  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 
vollständig  bestimmt  ist. 

51. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  fassen  die  Auflösung  unserer 
zweiten  geodätischen  Hauptaufgabe  in  sich,  nemlich : 

»Wenn  die  astronomische  Lage  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellip- 
»soid  gegeben  ist,  die  geodätische  Linie  zu  finden,  die  diese  Punkte 
»mit  einander  verbindet,  so  wie  die  Azimuthe  der  letzteren  an  diesen 
»beiden  Endpunkten.« 

Wenn  die  geodätische  Linie  kurz  ist,  so  ist  die  Auflösung,  die  das 
Vorhergehende  giebt,  dircct,  aber  wenn  die  geodätische  Linie  lang  ist, 
so  wird  sie  strenge  genommen  indirecl,  die  erste  Annäherung  giebt  je- 
doch schon  ein  so  genaues  Resultat,  dass  kaum  eine  Verbesserung  übrig 
bleibt,  und  wenn  sie  nöthig  wird  so  klein  ist,  dass  sie  durch  einfache 
Differentialformeln  ausgeführt  werden  kann,  und  daher  die  Durchführung 
einer  zweiten  Annäherung  überflüssig  wird. 

52. 

Die  gegebenen  Stücke  sind  hier  R,  ZT,  A,  und  die  erste  Arbeit  be- 
steht darin,  dass  man  entweder  durch  die  strenge  allgemeine  Gleichung 

tg  ß  =  ig  n  yr=# 

oder  durch  die  Keihenentwickelungen  derselbeu,  die  im  Art.  25  eingeführt 
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wurden,  die  reducirten  Breiten  (f  und  f  rechnet.  Hierauf  sind  durch  die 
Gleichungen  (49)  /*,  und  die  (45)  «„',  y,  *o  zu  berechnen,  die  aber  zu 
diesem  Zweck  zusammen  gezogen,  und  auf  einfachere  Formen  hinge- 
führt werden  können.  Durch  ein,  dem  im  Art.  27  angewandten,  ganz 
ähnliches  Verfahren  vermeidet  man  die  besondere  Berechnung  von  r, 
und  kommt  auf  die  folgenden  Ausdrücke 


(59) 


j)  cos  n  sin  m  =  V\  —  e1 .  sin  /f  ■+-  ^!_s?n  (f 

p  cos  n  cos  m  =  cos  {f  cos  X 
p  siu  n         bb  cos  (f  sin ). 

cos  »sin  q  =  j  j  Kl  — c* .  sin  /  -h  ^^^sin  (?j  sin  A 

cos  w  cos  q  =  cos  A 

Nachdem  hiedurch  m,n,  q  berechnet  worden  sind,  wobei  die  Controlle 
stalt  findet,  dass  die  beiden  Wert  he  von  cos»,  die  aus  den  drei  ersten, 
und  den  beiden  letzten  hervorgehen,  mit  einander  übereinstimmen  müs- 
sen, erhalt  man 

sin  x„  sin  a0'        =  sin  n 
sin  xa  cos  cta         =  cos  n  sin  (W —  Hl) 
(60)    .    .  sin     sin  (y  +  g)  =  sin  n  cos  [B' — m) 

sin  xo  cos  {y+q)  =  sin  \B' —  m) 
cos  xo  =  cos  n  cos  [B —  n) 

welche  <*<>',  y,  x*  geben,  und  bei  deren  Anwendung  ausser  einer  der 
vorhin  genannten,  ahnlichen  Controlle,  auch  die  stattfindet,  dass  die 
erhaltenen  numerischen  Werthe  für  cos^o  und  sing0  einem  und  demsel- 
ben Bogen  angehören  müssen. 

Setzt  man  nun  den  Fall,  dass  *  klein  ist,  so  geben  die  Gleichungen 
(53)  und  (55),  nemlich 

n  bb  «o  —  gr  x»2  cos 2/  sin  «o'cos  «<,'  —  ^  zv^in    cos  (f  sin  «0' 


(61) 


u  —  y  ■+■  JrX^cos 2^  sin  «0'cos «0'  -4-  ~r  Zu'sin  ff  cos/f  sin  «0' 
X  =  Xo  +  Ye2(l-h|c2)/0H-^^sin,ycos/?"  cosy 

-•^-X.,3(1~cosysinV 


mit  aller  wünschenswerthen  Genauigkeit  «,  worauf  die  (17), 

nachdem  ß>,      tp'  berechnet  worden  sind,  *  giebt.   Hiemit  ist  also  in 
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dem  Falle,  wo  s  klein  ist,  eine  direcle  Auflösung  unserer  Aufgabe  erlangt, 
wie  oben  angekündigt  wurde.  Die  Gleichung  (17)  wird  weiter  unten 
auf  die  zur  Anwendung  geeigneteste  Form  gebracht  werden.  Die  Lo- 
garithmen der  Constanlen  der  vorstehenden  Ausdrücke  sind 

log  VT^T*  =  9.9985458  ,        ]o$y?Z?  =  7-82S8646— 10 
log£  =  1.73183-10  ,        log^  =  5.8154  -20 
log£  =  2.03286-10  ,         Jog8£-  =  6.2925  -20 
logj^+T6*)  =  7.52555-10  ,  log£  =  2.20895-10 

log^  =  6.7185-20 

und  setzen  voraus,  dass  in  allen  Gliedern  der  Ausdrücke  (61)  Xo  in  Sc" 
cunden  ausgedrückt  subsliluirt  werde. 

53. 

Da  die  im  vor.  Art  vorgetragene  Auflösung  unserer  Aufgabe  sich 
nur  auf  kleine  Werthe  von  *  erstreckt,  und  in  Folge  dessen  mehrere  Bü- 
gen der  Gleichungen  (59)  Ad  (60)  auch  klein  werden,  so  kann  man 
statt  der  strengen  Formeln  wieder  eine  Reihenenlwickelung  anwenden, 
die  jetzt  abgeleitet  werden  soll. 

Durch  Zuziehung  der  Gleichungen  (46),  (47)  (48)  geben  die  (59) 

sin  n  =  cos  \f  ■+-  f)  sin  ). 
tg  7  =  sin        f)  Ig  A 

wo  wieder  f=  (?-¥■  f  gesetzt  worden  ist.  Setzt  man  ferner 

;   ^  =  |(«o'-y-9) 

so  bekommt  man  aus  den  (60) 

tgA': 


l?T  N 


IgL  _  tg|«tg|iV 

wenn  überdies  N  =  B'—m  gesetzt  wird. 
Sei  wieder 
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wo  t  in  Secunden  auszudrücken  ist,  und  daher 

y  *  — e3—  1  =  —  689",4902  ;    logyi-  =  3,1402897 
wird.  Die  Gleichung  (51)  giebt  hierauf 

(63)  .    .    .     log  f  =  log  .  t  sin  f  cos  /f  —  vi  sin  2^ 

log*  =  4.32336 

womit  f  gegeben  ist.  Die  Gleichungen  für  n,  q,  m  können  ebenso  be- 
handelt werden  wie  die  des  Art.  28  für  0,  »/,  t.  Denn  verwandelt  man, 
nachdem  m=(f +f+g  gesetzt  worden  ist, 

0,  «',        %,  t 

bez.  in  w,   q,    90°— (?'—f,   A,  g 

so  werden  die  ursprünglichen  Gleichungen  des  Art.  28  mit  den  obigen 
identisch.  Die  Ausdrücke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

7(,  =  Asin  (f?+f) 
n{)  =  ?.cos(/+f) 

(64)  J  log7  =  log7o-h4//«n2-HH2//V  — 96."'«oV 
logn  ==  log^-ä/^o'-S^V-96^'"..2?«2 
log  g  =  log ()'nq  -h  (i  f  -+-  //  ri1 +lfl'ql  —  30  /*y  »2 -|-7//'n4 

wo  p,  /# ,  /»'  dieselben  Wert  he  haben  wie  im  Art.  31.  Hierauf  wird 
Die  übrigen  Bügen  müssen  auf  andere  Art  entwickelt  werden.  Setzt  man 

7//JV' 


(65)  .  .  . 
so  erhalt  man 


1    H  =  fiN* 


log  lg  *  »  =  log  ~n  -h  h 
logtg|xV=  log  jiV-h  H 

und  hierauf 

|    logtgA'  =  log-"  +h-II 

\       log  L  =  log  i  q'uN  +  h  -h  //  -  30  p  »*JV» 

worauf  sich 

07)    .    .    .      «o'  =  K  H-  L  ,    y  =  K  —  /,  —  7 

ergiebt.  Zur  Entwicklung  von  x.o  giebt  die  letzte  (00)  zuerst 


(00) 


Digitized  by  Google 


Geodätische  Untebsuchungen. 


73 


xo2 -n#>4+8^*°8 

woraus  mit  hinreichender  Annäherung 

Xo«  =  n<  +  2       -+-  iV«  —  f  bW*  —  } 

Xo«  =  nfi  +  3»^  -h  ZnW  ■+-  iV» 
hervorgehen.  Es  wird  daher 

^  =  »2  +  IV2  —  jr^iV2 -^n#  —  ^«2AT* 

Sei  nun 

/  sin  T  =  n 
/  cos  T  =  JV 

wodurch 

=  f  —  ifsin^cos2?  —  ^  f  sin  2T  cos  2T 
wird,  so  bekommt  man  leicht 

log*>  =  logl-2/*"-)?-  le/n2^-,^^)2    .  (69) 

wo 

log/ =  log  10  A  =  0,3622 

ist,  und  fi  und  /t'  w  ieder  dieselben  sind  wie  im  Art.  31.  Hienut  ist  die 
Entwicklung  ausgeführt.  Es  darf  nicht  befremden ,  dass  hier  K  durch 
den  Quotienten  zweier  kleinen  Zahlen  bestimmt  wird ,  da  mit  der  Natur 
der  Aufgabe  unzertrennlich  verbunden  ist,  dass  wenn  s  klein  ist,  eine 
kleine  Aenderung  in  R'  oder  Ii"  eine  grosse  Acnderuug  der  Aziinuthe 
nach  sich  zieht,  wenn  nicht  etwa  diese  auch  klein,  oder  nahe  gleich  1 80° 
sind.  In  diesem  Falle  giebt  der  Ausdruck  für  K  diesen  Bogen  mit  der- 
selben Genauigkeit,  mit  welcher  die  anderen  Bügen  erhalten  werden, 
wenn  aber  diese  Bedingung  hinsichtlich  der  Azimuthe  nicht  statt  findet, 
so  muss  man,  um  K  eben  so  genau  zu  erhalten  wie  die  übrigen  Bögen, 
dafür  Logarithmen  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Decimalen  anwenden. 

54. 

Wenn  s  beliebig  ist,  so  muss  das  eben  gegebene  Verfahren  eine 
Aenderung  erleiden,  weil  dann  nicht  angenommen  werden  kann,  dass 
die  Gleichungen  (52),  und  viel  weniger  die  (53)  oder  (61)  genaue  Werthe 
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,',  a—  y,  x— X*  geben.   Man  rechne  jetzt  aus 


=  / 1  — e2.sin/f  -H 


sin  (f 
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der  Unterschiede  a 
den  Gleichungen 

p  cos  n  sin  m 

p  cos  n  cos     =  cos  f  cos  A 
/j  sin  n         =  cos  (f  sin  A 
m  und  n,  und  dann  aus  den  folgenden 

sin  /„  sin  «o  =  sin  n 

(71)  .    .        {     sin  x«eosao'  =  cos  n  sin  (ff —  m) 

cos  xo         =  cos  n  cos  (ff  —  m) 

cto  und  xo.  Die  Bögen  7  und  y,  so  wie  p,  werden  nicht  gebraucht,  und 
brauchen  daher  nicht  berechnet  zu  werden,  will  man  aber  p  einestheils 
aus  den  vorstehenden  Gleichungen  mit  berechnen,  und  anderntheils  aus 
der  (47),  die  zu  diesem  Zweck  wie  folgt  gestellt  werden  kann, 

(72)  .     p  =  Y 1  —  c2  sin  Y  +  2  c2  sin  /T  sin  /+       sin  y 

so  bekommt  man  eine  Controlle  der  Rechnung  mehr.  Ich  wiederhole  hier 
log  VT=J=*  9.9985458  ,    log-~^  »  7.8258646 


55. 

Hierauf  sind  durch  die  Ausdrücke  (52)  genäherte  Werthe  von  a 
und  x  zu  berechnen,  die  ich  um  auszudrücken,  dass  sie  nicht  die  ge- 
nauen Werthe  sind,  mit  («')  und  (x)  bezeichnen  werde.  Ohne  den  Grad 
der  Genauigkeit  zu  verletzen  können  diese  Gleichungen  wie  folgt  ge- 
schrieben werden, 

(«*)  =  a</-  j >r2cos/sina0'  j cos/cos«0'(  1  -  -j^)  +ßin/?'(2tg| Xo- j 
(73)  (x)  =  Xo  +  t  ™7  j  sin  Xo  cos  xo  +  cos  »/sin  V  (  f°  -  sin  xoeos  x«) 

+  4  sin2/  sinxosin2YXo+  4sin/cos/?co8ao'cosxöSm5y  xoj 
wo  wieder  r=206265"  ist.  Der  Logarithmus  der  Conslante  ist  hier 

log  jre1  =  2.83781 
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56. 

Durch  Hülfe  der  eben  erhaltenen  Werthe  von  (a)  und  fj)  kann  man 
nun  genäherte  Werthe  von  <p',  ßat  /*,  Ja  berechnen,  die  ich  wieder, 
um  anzudeuten,'  dass  sie  nicht  genau  sind,  mit  den  in  Klammern  einge- 
schlossenen Buchstaben  bezeichnen  werde.  Dem  Vorhergehenden  zu- 
folge erhalt  man  jetzt 

sin (ßo) sin  (q>)  =  cos/? cos(a') 
sin  ^o)cos(y')  =  sin  $ 
cos  (ßo)  =  cos  ff  sin  («' ) 

log^)  =  log  (6  sin  *(#>))  —  csm2(/?o)  +  c'sin4G?0)--c'sin  W 
wo  wie  im  Art.  22 

log  6  =  7.2252588—10 
logc=  7.164073— 10;  log c  tm  4.6002— 10  ;  log c"=  2.198— 10 
und  darauf  der  Gleichung  (25)  analog 

{Jo))  =  m  E{x)  cos  (ßv)  —  E  cos  (#.)  cos  (2(qp' )  +  (*))  sin  (j)     (7  5) 

*)  Man  erkennt  leicht,  dass  der  Fehler  in  [Jio)  weit  kleiner  sein  muss 
wie  der  in  (a).  Um  Alles  beisammen  zu  haben  führe  ich  auch  hier  aus 
dem  Art.  23  die  Ausdrücke  der  Coefticienten  an 

log£=  — 

log  E'  =  log  Tj  [fl) 
logm  -  7.5241068-10  ;    löge  =  9.3367543-10 
logf  =  9.2118—10  ;         log^  =  2.53678 

Hierauf  bekommt  man 

(w)  =  A  -h  [Jta) 

und  es  werden  genauere  Werthe  von  «',  a,  %  durch  Anwendung  der 
Gleichungen  (50)  erlangt,  in  welche  (w)  statt  w  zu  setzen  ist. 

57. 

Durch  nochmalige  Anwendung  einer,  der  im  Art.  27  ausgeführten, 
analogen  Transformalion,  verändert  man  die  genannten  Gleichungen  in 
die  folgenden.  Nachdem  aus 

•)  Ich  habe  hier  £  und  E?  statt  [E)  und  (Ef)  gesetzt,  weil  die  Werthe  dieser 
Grössen  sogleich  so  genau  erhalten  werden,  dass  eine  Verbesserung  derselben  über- 
flüssig wird. 
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cos  ri  sin  tri  =  sin  (? 

cos  ri  cos  tri  =  cos  f  cos  (w) 
cos  ri  sin  9'  =  sin  /f  sin  (w) 
cos  n'  cos  q   =  cos  (w) 

sin  ri  =  cos  //sin  (w) 

die  Bügen  m,  g',  ri  berechnet  worden  sind,  geben  die  folgenden 

sin  x  S'n  «'         =  sin  ri 
sin  x  cos  «'         =  cos  n'  sin  (jf—  tri) 
sin  x  s«n  («*-»-  9')  =  sin  ri  cos        m' ) 
sin  *cos  {a+q)  =  sin  [ft — »') 

cos  x  =  cos  n'  cos    —  m' ) 

die  Bögen  «',  «",  und  zwar  sind  die  Werthe  dieser,  die  hieraus  her- 
vorgehen, schon  sehr  genau,  und  können  überhaupt  nur  in  Folge  der 
Anwendung  von  (w)  statt  w  mit  einem  Fehler  behaftet  sein.  Da  dieser 
jedenfalls  sehr  klein  ist,  so  kann  er  durch  die  Anwendung  von  einfachen 
DilTerentialformeln  berichtigt  werden. 


58. 

Setzt  man 

da  =  a  —  («')  ;    dx  —  X  —  (#)  '■>  etc. 
so  geben  die  Gleichungen  des  vorvor.  Art. 

d{%  =  -  sin     )  da  ;    dtp'  =  -  Ä$  da 

Die  Gleichung 

p  =  j-  (  sin  '2t%  +  .  .  . 
des  Art.  1 7  giebt  fei  ner  hinreichend  genau 

6  log  fi  =  ^cotgf^^o 
wo  M  den  Modul  der  Brigg i sehen  Logarithmen  bezeichnet,  und  daher 

log^  =  4,6244—10 
ist,  wenn  dt%  in  Sccunden  ausgedrückt  wird.  Die  Gleichung 

E  —  I  —  ~  u  +  . .  ,  . 

giebt  ausserdem 
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dE  =  —  j  c2  sin  >ß0)  cos  (/So)  dßü 

die  aber  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  da  sie  von  einer  höheren 
Ordnung  ist  wie  die  Übrigen  Gleichungen*}.  Die  Gleichung  für  {Jto) 
giebt  nach  diesem 

und  sollte  der  hieraus  hervorgehende  Werth  von  djm  merklich  sein ,  so 
werden  die  Verbesserungen  der  durch  die  Gleichungen  des  vor.  Art. 
erhaltenen  Werthe  von         a  die  folgenden 

J%  =  cos/  sin  adJw 

Ja  =  Ja 

sin/ 

worauf  man  die  genauen  Werthe 

erhalt.  Die  Werthe  von  d<p  und  d.\ogfi  werden  zwar  hier  nicht  ge- 
braucht, aber  sie  finden  ihre  Anwendung  bei  der  Berechnung  von  $ 
aus     w\  ft. 

59. 

Es  ist  hier  noch  eine  besondere  Klasse  von  Fallen  zu  betrachten. 
Das  Verfahren  des  Art.  52  u.  f.  kann  nur  bei  sehr  kleinen  Werthen  von 
*  angewandt  werden,  indem  die  Ausdrücke  (Gl)  bei  wachsendem*  bald 
aufhören  die  Hunderttheile  von  Secunden  richtig  zu  geben.  Wenn  daher 
8  etwa  2°  übersteigt,  so  verfahrt  man  sicherer,  wenn  man  sich  des  Ver- 
fahrens des  Art.  54  u.  f.  bedient.  Wenn  aber  *  die  eben  beiläufig  be- 
zeichnete Grenze  nicht  viel  übersteigt,  so  kann  man  sich  statt  der  stren- 
gen Formeln  des  Art.  57  einer  Reihenentwickelung  derselben  bedienen, 
die  der  des  Art.  53  vollkommen  analog  ist,  und  ohne  Weiteres  durch 
Veränderung  der  Bezeichnungen  aus  dieser  erhalten  wird.  Da  jetzt 
/==0,  und  (?  für  jB\  n  für  n,  u.  s.  w.  zu  setzen  ist,  so  führt  die  Reihen- 
entwickelung der  Formeln  des  Art.  57  auf  die  folgenden  zu  berechnen- 
den Ausdrucke: 


•)  S.  die  Anmerkung  zu  Art.  56. 
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q0'  =  (o>)  sin  (f 

tio'  =  (w)  cos  (f 

log  q  =  log  q9'  +  4/i  n0'2  -+-  1 1 2pW  —  96  //««'V2 

logn'  =  logiio'  —  2/i9o'2— 8^^  —  96/4' n(;27o'2 

log?'  =  log^nV  +  ^^-f-^n'-HT/iY^^O^Y2»'2-*-  V»'4 
worauf 

wird.  Ferner 

K  =  /in'2  +  7  fi'ri* 
II'  =  nN't+Tfi'N'* 
log  ig  A"  =  log^+l'-F 

log  L'  -  log  le'n'iV'  +  *'  +  IT  -  SOfiViP 

worauf  sich 

«'  =  Ä'  H-  L'  ;     «"  =  r  -  V  -  q' 

ergiebt.  Ferner 

(  sin  T  es  n 

r  cos  T'  =  iV' 

worauf  man 

log*  -  -  8/.2^P-  16,,V2iV*2-/(2,t^)a 

wo 

log,/  =  0.3622 

erhalt,  und  die  Entwicklung  ausgeführt  ist.  Die  Bemerkungen  die  der 
Entwickelung  im  Art.  53  hinzugefügt  wurden,  haben  hier  dieselbe  Gel- 
tung. Um  einer  Verwechselung  vorzubeugen  führe  ich  hier  wieder  an, 
dass  (>',  (iy  ft  dieselben  sind  wie  im  Art.  31. 

60. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  des  Art.  33  in  Bezug  auf  die  gegen- 
wartige Aufgabe,  neinlich  den  Fall,  wo  bei  einem  grossen  Werthe  von 
s  die  Azimulhe  klein,  oder  nahe  gleich  i  80°  sind.  Bei  den  jetzt  gegebe- 
nen Stücken  wird  sich  dieser  Fall  dadurch  zu  erkennen  geben,  dass  X 
klein,  und  die  Polhöhen  sehr  von  einander  verschieden  sind.  Obgleich 
jetzt  wieder  die  Methode  des  Art.  54  u.  f.  unverändert  angewandt  wer- 
den könnte ,  so  ist  doch  die  besondere  Betrachtung  dieses  Falles  von 
Interesse,  weil  in  demselben  Reihenenlwickelungen  angewandt  werden 
können,  die  von  den  vorhergehenden  etwas  verschieden  sind.  Da  hier 
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k  ein  kleiner  Bogen  ist,  so  haben  zwar  die  betreffenden  Reihen  des 
Art.  53  für  q,  n,  g  wieder  Geltung,  aber  da  q  jetzt  nicht  weiter  ge- 
braucht wird  wie  zur  Berechnung  von  g ,  so  kann  man  die  Gleichung 
Air  q  weglassen,  und  im  Ausdruck  für  g  statt  q  die  Hulfsgrösse  q0  ein- 
fuhren. Lässt  man  überdies  die  Glieder  sechster  Ordnung  weg.  die  hier 
nie  Merkliches  geben  können,  so  werden  diese  Formeln  einfach,  und 
die  anzuwendenden  Ausdrücke  werden  die  folgenden, 

log  f  =  log .  t  sin  f  cos  f  —  vi  sin  *f 

wo  i  und  v  dieselben  sind  wie  im  Art.  53.  Ferner 

qQ  =  Isin  (jf+f) 

»i0  =s  X  cos  (jf+  f) 
log n  =  log n„  —  2/i q*  —  W  —  96 ^XV   \     .  (76) 
log  g  =  log  p 'ng0  -H    g0*      5  n na 
N=B'-(r-f-g 

Die  Entwickelung  der  Gleichungen  (60)  wird  jetzt  anders  wie  vorher, 
da  N  nicht  mehr  klein  ist.  Diese  Gleichungen  geben 

Setzt  man  nun  Xo538-^ um*  verwandelt  man  in  den  Gleichungen 
des  Art.  29 

w  ,  e ,  »/  ,     t>    bez.  in 

«„',  «,    90»-iV,  u 

so  werden  zwei  derselben  mit  den  vorstehenden  identisch.  Man  be- 
kommt daher 


sin  N 


log  «o' 

log« 


6»-  Ä 

logOo-i/iV+ilS/i'V 
log  (>'n60  —  /ioj'1  — 


96^i  VV 


(77) 


61. 

Nachdem  nun  a„'  und  f0  berechnet  worden  sind ,  müssen  wieder 
aus  den  Ausdrücken  (73)  («')  und  (x)  berechnet  werden,  worauf  die 
Gleichungen  des  Art.  56  zur  Berechnung  von  (q>')t  (ß),  (/*),  {Jv>)  ver- 
wandt werden  können.  Statt  dieser  ist  es  aber  angemessen,  die  betief- 
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fenden  Reihenentwickelungeu  des  Art.  33  zu  gebrauchen,  von  welchen 
die  für  log*'  jetzt  ausgeschlossen  werden  kann.  Schliessl  man  wieder 
die  Unbekannten  in  Klammern  ein,  um  anzudeuten,  dass  sie  nicht  die 
genauen  Warthe  sind,  so  ist  zu  berechnen, 

f0'  =  («')  sin/? 

&  =  [•*)**? 

log  (ö  =  log  Co  -  w  -  8/i v4  -  »e^Vtf 
iogK)  =  iog(,'(^;  +  /i^  +  5^2 

Ferner 

|  log  (//)  ss  log .  b  cos  2(f)  —  c  cos  2(£)  +  c  cos  \£)  —  c  cos  6(£) 
(79)      (^«)  =  m  Eij)  sin  (fl  -h    'sin  (ß  cos  (2(/+  («T))  -  (*))  sin  fe) 

|     (*>)  =  ;.  -h  (,/co) 

wo  die  Coefticieuten  b,  c,  d,  E,  E'  die  früher  angegebenen  Werthe 
haben. 

62. 

Für  die  Gleichungen  des  Art.  57  ist  wieder  eine  Reihenentwicke- 
lung zulassig,  die  der  vorigen  ähnlich  ist,  und  von  welcher  ich  daher 
das  Resultat  ohne  Weiteres  sogleich  ansetzen  werde. 

?0'  =  (a)  sin  (f 
Ho'  =  (es)  cos/f 
log  9'  =  log^'+l/i^+l  12/iV-»6/'W 
logn'  =  logn0'—  2/<  y0'2  —  V'/o'4  — 

log9  =  log  ?'</'»'+•  /<g'2  -h  /u«'2  -+-  7//</'4  —  30  ft'q'W  -+-  7/tV  * 
und  nachdem  y  =  a+q\  und  ^s=iV'-4-«'  gesetzt  worden  sind, 

üO  = 


(80) 


(81 


sin  AT' 


log  a  =  log  fl«'  -  4  ///o'2  -h  1 1 2  /,>„'<  +  96  /i>o*2  fl«'2 
log/  =  log yo'-2u/o'2-2/ia;2H- 40/1  V+l76///oV-8iu'ao,< 
log  u'  =  log  Qfiy  -+■  fiu'2  -+■  4  /i'y*  —  4  //a'2/2  ■+■  7  /<'a'4 
u  =  y  —q 
x  =  A"-4-u 

Nachdem  hieraus  «',  a",  *  berechnet  worden  sind,  müssen  wo  nöthig 
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die  Differentialformeln  des  Art.  58  angewandt  werden,  von  welchen  die 
ersten  jetzt  die  folgende  Form  annehmen, 

#  =  cos  \fi  +  7i)da  ;    Ar'  =  sin  (ßt H-  «')  tg  {du 
d.log/i  =  --£tgf# 

Der  Fall,  in  welchem  die  Azimuthe  nahe  =180°  sind,  braucht  hier 
nicht  besonders  betrachlet  zu  werden,  da  man  ihn  immer  dadurch  ver- 
meiden kann,  dass  man  von  den  beiden  gegebenen  Polhöhen  die  nörd- 
lichere mit  B'  bezeichnet. 

> 

63. 

Der  Fall  A=0,  den  man  auch  damit  bezeichnen  kann,  dass  die 
Lange  des  Meridianbogens  zu  bestimmen  ist,  der  von  zwei  gegebenen 
Punkten,  deren  Polhöhe  B  und  ff  sind,  eingeschlossen  ist,  und  der  den 
Gegensatz  zu  dem  im  Art.  34  betrachteten  Falle  bildet,  kann  kurz  erör- 
tert werden.  Es  wird  vor  Allem,  wie  a.  a.  0., 

log^u  =  7.2238036 
und  da  auch  w=0  ist,  so  geben  die  Gleichungen  des  Art.  34  sogleich 

X=±tf~n  ,    <f  =  90  +  ^ 
wo  die  oberen  Zeichen  gelten  wenn  und  die  unleren  wenn 

Aus  %  wird,  wie  vorher,  durch  die  weiter  unten  zu  entwickelnden 
Ausdrücke  a  berechnet. 

64. 

Der  specielle  Fall  der  vorhergehenden  Hauptaufgabe,  welcher  im 
Art.  35  behandelt  wurde,  bildet  in  seinem  Gegensatze  eine  besondere 
Aufgabe ,  deren  Auflösung  für  sich  betrachtet  werden  muss ,  und  die 
folgender  Maassen  ausgesprochen  werden  kann  : 

•Die  Lage  irgend  eines  Punkts  auf  dem  Erdellipsoid  sei  durch  des* 
»sen  Polhöhe  und  Langenunterschied  von  einem  gewissen  anderen  Me- 
»ridian ,  den  ich  den  ersten  Meridian  nennen  will ,  gegeben ;  man  fragt 
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»nach  der  geodätischen  Linie,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  und 
»den  ersten  Meridian  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet,  nach  der 
»Polhöhc,  unter  welcher  der  erste  Meridian  von  derselben  geschnitten 
»wird,  und  nach  dem  Azimuth  derselben  am  gegebenen  Punkt.« 

Die  gegebenen  Stucke  sind  hier  //  und  wozu  die  Bedingungs- 
gleichung «"=90°  kommt.  Diese  letztere  bewirkt,  dass  y=90ü  ein  ge- 
näherter Werth  von  y  ist,  nehmen  wir  zuerst  diesen  an,  und  bezeichnen 
die  Wcrthe  von  V  und  ft,  die  daraus  hervorgeheu,  mit  (T)  und  (fc),  so 
geben  die  Gleichungen  (45)  leicht 

/    cos  ixo)  sin  (r)  =  sin  B 
(82)    .    .    .  l    cos  (xo)  cos  {r)  =  cos  B  cos  X 
«  1    sin  (xa)  =  cos  Ii  sin  X 

Diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen ,  dass  die  vorliegende  Auf- 
gabe immer  zwei  Auflösungen  hat.  Da  B  immer  zwischen  den  Grenzen 
—90"  und  -f-90°  liegt,  und  X  immer  zwischen  0  und  180°  angenommen 
werden  kann ,  so  zeigt  die  letzte  Gleichung ,  dass  (jo)  auch  immer  zwi- 
schen 0  und  1 80°  liegt.  In  den  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man 
aber  cos(*0)  sowohl  positiv  wie  negativ  nehmen,  und  da  beide  Annah- 
men immer  zulässig  sind ,  so  entstehen  immer  zwei  Auflösungen,  eine 
in  welcher  (*o)<90°,  und  eine  andere,  in  welcher  (|o)>904  ist.  Bei 
der  einen  Auflösung  ergiebt  sich  (T)  innerhalb  seiner  natürlichen  Gren- 
zen — 90ü  und  +90°,  aber  bei  der  anderen  übersteigt  (F)  diese  Gren- 
zen. Es  wird  biedurch  angezeigt,  dass  die  geodätische  Linie  vom  gege- 
benen Punkt  aus  sich  auf  die  entgegengesetzte  Seite  des  Meridiaus  des- 
selben erstreckt,  und  der  Länge  A—  1 80°  vom  ersten  Meridian,  oder  der 
zweiten  Hälfte  desselben,  von  Pol  zu  Pol  gezählt,  entspricht;  in  diesem 
Falle  ist  in  den  ferneren  Rechnungen  nicht  nur  180°— X,  sondern  auch 
4  80°— (r)  anzuwenden. 

Setzt  man  nun  in  jedem  Falle  y=90üH-d)' ,  so  wird  bis  auf  Grössen 
von  der  Ordnung  df 

cos  y  =  —  dy  ;    sin  y  =  1  —  -^dy2 

und  die  Werthe  von  r  und  %% ,  die  diesem  Werthe  von  y  entsprechen, 
erhält  man  leicht  aus  den  (45)  in  folgender  Form, 


r  =  (r)  +  tg  <x»)  *r 
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die  ebenfalls  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  6f  genau  sind.  Die  Glei- 
chungen (28)  geben  leicht,  wenn  man  «"=90°  macht, 

cos  ßf  sin  a  =  cos 

■ 

cos    cos  a  =  —  sin     sin  % 
sin  $         =      sin  (f  cos  % 
und  hiemit  werden  die  beiden  letzten  (52) 

y  =  9  0°  +  -i  e2  sin    cos  ff  (x  -  2  cos  %  tg  1  *  ) 

Xo  =  x  —  j  & \t  cos  2/f  ■+-  sin  %  cos  *  sin  V  | 

Da  wir  nun  hier  ohne  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  verletzen  (/')  statt 
und  (x<>)  statt  %  setzen  dürfen,  so  bekommen  wir 

<y/  =  i-re»sin(r)cos(r)j^)-2cosOfo)tgy(xo)}     •  (84) 

welcher  Ausdruck  zur  Anwendung  in  den  (83)  dient,  und  dafür  hinrei- 
chend genau  ist. 

65. 

Wegen  a"=90°  wird  hier  =#,,  und  wenn  daher  (ia=r—  f0  ge- 
setzt wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (49)  iu 

die  leicht  in  die  folgende  umgeformt  werden  kann, 
|i-(1- VT=?)  cos  IT|  sin  f9  = 
—  (1  _  VI— <j>)  sin  jTcos  Tcos  /;  +  y=  sin  $  cos  T 

Ubergeht  man  nun  die  mit  e6  mulliplicirten  Glieder,  so  erhalt  man  hieraus 
log  U  =  log  .  i,  sin  Tcos       M(\  —  Yl^)  cos  T  .  (85) 

wo 

i,__0-/W)+7^g£     ....  (86) 


gesetzt  ist,  und  r  den  Bogen  bedeutet,  welcher  sich  aus  der  ersten  (83) 
ergiebt.  Hierauf  wird 

(ßo)  =  r-f0 

wo  ich  (ß9)  statt  ß0  geschrieben  habe,  weil  der  Werth  von  T  nicht 
strenge  genau  ist.  Da  die  Coefficienten  des  Ausdrucks  für  r„  in  Secun- 
den  ausgedrückt  werden  müssen,  so  wird  wie  im  Art.  53 

6- 
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-  (1  -  Vi—*)  =  -  689\4962 
log^L.  ss  3.1402897 

und  ausserdem* 

(87)  .    .     log  3/ (l  —  yT^T)  =  7.16189 — 10 

Den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  für  /,,  kann  man  nun  ohne 
den  Grad  der  Genauigkeit,  den  er  besitzt,  zu  verringern,  in  den  folgen- 
den abändern, 

(88)  •     W  =  Xo  +  r re2  \  7  cos  W  +  sin  *  cos  Xo  sin  \%)  j 

worin  der  aus  der  zweiten  Gleichung  (83)  folgende  Werth  von  xo  an- 
zuwenden ist.  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Wcrlhe  von  (ß0)  und  fr) 
werden  nur  mit  kleinen  Fehlern  behaftet  sein,  und  der  aus  denselben 
auf  die  im  Art.  5G  angegebene  Weise  folgende  Werth  von  (dri)  wird 
viel  genauer  sein.  Da  hier  ^"=0  ist,  woraus  <p'=  —  %  folgt,  so  wird 
der  letzt  erwähnte  Ausdruck  im  gegenwartigen  Falle 

(89)  .      (Jm)  =  mE{x)  cos  (#>)  —  E'  cos  Ißt)  sin  fr)  cos  fr) 

wo  die  Goefiicienten  durch  die  im  Art.  56  gegebenen  Ausdrücke  zu  be- 
rechnen sind,  und  wieder  {(o)  =  X+  (Jm)  wird. 


66. 

Führt  man  nun  die  Bedingung  «"=90»  in  die  Gleichungen  (50) 
ein,  so  ergiebt  sich  leicht 

cos  x  sin  ß0  =  sin 
cos  x  cos  ß0  "=      cos  (f  cos  (w) 
cos  x  sin  a  =  cos  (w) 

cos  x  cos  u  =  —  sin  ß  sin  (w) 
sin  x         =      cos  ßf  sin  (w) 

und  die  Wcrlhe  von  ß0l  a,  x  die  sich  hieraus  ergeben,  werden  kaum 
eine  Verbesserung  nölhig  haben ,  die ,  wenn  sie  nicht  unmerklich  sein 
sollte,  wieder  durch  Anwendung  von  einfachen  Diflerentialformeln  be- 
wirkt werden  kann. 

Da  hier  beides 

dß0  =  po-  {ß»)  und  dX  =  x  —  fr) 
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unmittelbar  gegeben  sind,  so  kann  man  ohne  Vorbereitung  durch  die 
Ausdrucke  des  Art.  58  d.log^a  und  dj<a  berechnen,  und  hierauf  wird 

J%  =  cos  ß0  dJ<o 
Jßo  =  sin  ßo\%%dJ<o 

cosx 

und  man  erhält  die  genauen  Werthe 

%  +       a  +        «'  + 

Der  Werth  von  tf.log/*  wird  wieder  bei  der  Berechnung  von  *  aus  % 
gebraucht,  aber  d<p  fallt  hier  ganz  weg. 

Es  ist  bei  dieser  Aufgabe  zu  bemerken,  dass  die  Unbekannten  mit 
geringerer  Genauigkeit  erhalten  werden,  wie  in  den  anderen  Fallen, 
wenn  X  nahe  =90°,  aber  dieses  ist  nicht  zu  vermeiden,  da  die  Aufgabe 
selbst  es  mit  sich  bringt.  Denn  wenn  A  =  90°,  so  wird  auch  /?0=90° 
und  a  =  0 ,  oder  die  gesuchte  geodätische  Linie  ist  der  Meridianbogen, 
welcher  sich  vom  Punkte  Ii'  bis  zum  Pole  erstreckt. 

67. 

Die  in  der  vorhergehenden  Auflösung  der  zweiten  Hauptaufgabe 
vorbehaltene  Berechnung  von  s  aus  /*.  <p'  so\\  liier  vorgenommen  wer- 
den, und  es  wird  dazu ,  s  mag  gross  oder  klein  sein,  am  Zweckmassig- 
sten der  Ausdruck  (17)  verwandt,  nachdem  er  auf  die  für  diesen  Zweck 
angemessenste  Form  gebracht  sein  wird.    Diesem  zufolge  ist,  wenn 

wieder  a  =r-^gesetzt  wird, 

a  =  Axx  +  l:  cos  (2g>'+  x)  S'n  X  —  &  cos  ( 2*) sin  2X 

Di  cos  (Gp'H-  3x)  sin  3*  (90) 

wo 

Fuhrt  man  hier  fi  statt  k  durch  die  Gleichung  ()9)  ein,  so  erhalt  man 


86 


P.  A.  Hansen. 


Setzt  man 


Bi  =  r(p  +  tfi  +  ±p*)yT^# 

-Ai*  =  (fi  +  ^^+fi^V^^; 
At 


1  _  j^-^ 
dann  wird 

(91)      a  =  *  +  Ax'x  -  AimX  +  Bx  cos  (V  H-  *)  sin  x 

—  &  cos  2(2y'  +  *}  sin  2*  -h  Di  cos  3(2y'     %)  sin  3* 

in  welcher  Form  dieser  Ausdruck  sich  leichter  berechnen  lässt.  Geht 
man  zu  den  Logarithmen  der  Coefficienten  über,  so  findet  man 

log.  nat  Ai  =  log.  nat  ft  Vi  —  e* 


log  nat  Bi  =  log.  nat  rpV  1  —  e2  -+■  /# 
log.  nat  C,  =  log.  nat  j  /t2  K  1  —  e2  -+-  /t 

log  ö,  =  log  5t. 

Für  die  Briggischen  Logarithmen  crgicbt  sich  hieraus 

log  A\  =  loga//  -4-  6/i  ■+■  c/t2 
log  Zfi  =  log  rf/i  ■+-  ffi  ■+■  p/t2 
log  Cj  =  log  h/tt2  ■+•  &/< 


(92) 


wo 

loga  =  9.9985458-10 
log  6  =  9.73469  -10 
logc  =  8.9778  —10 
logd  =  5.3129709 
log/1  =  9.63778  —10 
logg  =  8.7347  —10 
IogA  =  4.40988 
logfe  =  9.6378  -10 

und  ausserdem 

log  4,"  =  7.5241069—10 
ist.  Da  hier  die  genauen  Werthe  zu  subslituiren  sind ,  so  sind  im  Sinne 
des  Art.  58 
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9  =  (9)  +  *9  i    ,0S ?l  =  ,0g M  +  M 
nebst  ^  «+■  /^jf  anzuwenden.  Für  die  Aufgabe  der  Artt.  60  u.  f.  geht  der 
obige  Ausdruck  für  a  in  den  folgenden  über 

6t=x+AiX—  A'x  —  ß,  cos  (2 +  7i')—X)  sin  x 
-  C1cos2(2'/+T')-^}sin2^-Dlcos3(2((?'-<-7r')-x)sin3x  (93) 

wo  ebenfalls  7r'=(7r')  +  <frr',  ete.  zu  substituiren  sind.  Für  die  Aufgabe 
der  Artt.  64  u.  f.  ergiebt  sich 

o  =  X  +  4'z  -  4  *  + 1  ft  sin  2*  -  j  C,  sin  4*  -h|  0,  sin  GX  (94) 

wo  wieder  die  eben  bezeichneten  Wertho  von  *  und  log/*  zu  substi- 
tuiren sind.  Zum  Uebcrfluss  bemerke  ich,  dass  hierauf  8=a^  wird. 

Hiemit  ist  die  zweite  Hauptaufgabe  vollständig  gelöst.  Will  man 
ausserdem  noch  den  elliptischen  Bogen  S  kennen  lernen,  so  dienen  dazu 
die  Ausdrücke  des  Art.  50,  es  kann  jedoch  kaum  je  ein  Interesse  haben 
diesen  kennen  zu  lernen,  dessen  Unterschied  von  s  nur  eine  Grösse  von 
der  Ordnung  c'  ist. 

68. 

Um  auch  die  eben  gelöste  Aufgabe  durch  einige  Beispiele  zu  er- 
läutern, will  ich  zuerst  die  geodätische  Linie,  nebst  den  Azimuthen  an 
ihren  Endpunkten ,  berechnen ,  die  Orsk  in  Russland  und  Valentin  in  Ir- 
land mit  einander  verbindet.  Es  sind  diese  Oerter  bekanntlich  die  End- 
punkte der  grossen  Langongradmessung,  die  jetzt  in  Ausführung  begrif- 
fen ist.  Da  die  astronomischen  Positionen  dieser  beiden  Oerter  jetzt 
noch  nicht  endgültig  festgesetzt  sind,  so  muss  ich  mich  damit  begnügen 
sie  aus  einem  Verzeichniss  geographischer  Ortsbestimmungen  zu  ent- 
nehmen, und  werde  hiebei,  eben  weil  diese  Angaben  nur  als  vorläufig 
zu  betrachten  sind,  die  Seeundcn  weglassen.  Ich  nehme  daher  an 

Orsk  'Valentia 
B  =  51  •  4 SS*  ;    IT  sb  51*55' ;    A  =  69° 3' 

Aus  diesen  Werthen  von  If  und  B'  ergab  sich  zuerst 

0  =  5I"6'  22',60  ;  (f  =  51°  49' 24",54 

log  sin  ff  =  9.891 1 537  ;  log  sin  (T  =  9.8954835 
logeos//  =  9.7978751  ;       log  cos  (t  =  9.7910491 
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Hierauf  erhiell  ich  durch  die  (70) 

m  =  74°  f  0'  48\1  0  ,    n  =  35«  1 0'  24',84 

log/>  =  0.0008820,  und  die  (72)  gab  diesen  Werth  von  logp  ohne 
Unterschied  wieder.  Die  (71)  gaben  hierauf 

«„'  =  119*9' 7\I6  ;    Xo  =  41°  16'  4  1*,76 

Ich  habe  diese  Rechnungen  mit  Logarithmen  von  sieben  Deciroalen  aus- 
geführt, allein  es  wäre  ausreichend  gewesen  dazu  Logarithmen  von  fünf 
Stellen  zu  verwenden.  Es  geben  hierauf  die  (73) 

(«')  -  ao  =  +  i rt04  ;    Gr) - »  =  +  7'  43\1  8 

und  folglich  wird 

(«')  =  1I9°9'18",20  ;     (*)  =  41«  23' 54",94 

Hiemit  gnhen  die  Gleichungen  (74)  mit  Anwendung  von  Logarithmen 
von  fünf  Decimalen 

(rp)  =  —  21"  27'  21"  ;      log  sin       =  9.92234 

log  cos       «=  9.7390Ö 
log  (jt)  =  7.06893 

Ausserdem  wurden 

log  E  =  -  0.00025  ;    log  E  =  9.6057 
gefunden,  worauf  durch  die  (75)  sich 

(Jm)  =  +  32',86 

folglich 

(«,)  ss  69"7'32",86 

ergab.  Durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  sieben  Stellen  geben 
nun  die  Gleichungen  des  Art.  57 

m  =  74*20' 57",74  :  log  sin  w' =  9.7615657 
q'  =  64  7  18,07;  log  cos  »'  =  9.91 1 891 3 
«'  =  119    9  1 8,  20  ;  a  =  62«  30'  57\27 

X=  41"  23'  57\33 

Die  Vergleichung  dieser  Wcrthc  von  «'  und  /  mit  denen  von  («')  und  (*) 
giebt 

da  =  0",00  ,      rty  =  -+-  2",39 

und  die  Anwendung  der  Diflerentialformeln  des  Art.  58  hierauf  zeigt, 
dass  die  Verbesserungen  der  eben  erhaltenen  Werthe  weit  weniger  wie 
0",0I  betragen.    Die  eben  erhaltenen  Werthe  von  %  sind  also 


Digitized  by  Google 


GbodÄtischb  Urtersichcngbn. 


89 


schon  so  genau,  wie  man  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  von 
nicht  mehr  wie  sieben  Decimalen  erhalten  kann.  Da  da  Null  ist,  so 
werden  auch  die  Verbesserungen  von  /?0 ,  (p ,  p ,  gleich  Null,  und  es  kann 
zur  Berechnung  von  s  geschritten  werden. 

Bevor  ich  diese  vornehme,  will  ich  in  Betreff  der  Azimuthe  noch 
die  folgenden  Bemerkungen  einschalten.  Da  ich  in  der  vorstehenden 
Berechnung  Orsk  als  den  Anfangspunkt  betrachtet  habe,  und  Valentia 
westlich  von  Orsk  liegt,  so  sind  die  erhaltenen  Azimuthe,  nemlich  a  an 
Orsk,  und  zufolge  des  Art.  10  180°+«"  an  Valentia  vom  Sudpunkt  des 
Meridians  an  in  der  Richtung  nach  Westen  zu  zahlen.  Hatte  ich  im  Ge- 
gentheil  Valentia  zum  Anfangspunkt  gewühlt,  welches  ohne  Aenderung 
der  Formeln  auch  hätte  geschehen  können,  und  dabei  wieder  X  positiv 
angenommen  ,  so  wurde  die  Rechnung  die  Azimuthe  zwar  wieder  vom 
Sudpunkt  des  Meridians  an,  aber  von  da  in  der  Richtung  nach  Osten 
gezahlt,  gegeben  haben. 

Um  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  67  die  geodätische  Linie  *  zu 
berechnen,  bekommt  man  zuerst  durch  die  (92) 

log^'  =  7.06812  ;    log  ß,  =  2.38241 
log  C,  =  8.5483 

worauf  der  Ausdruck  (91) 

a  =  41°2ri2",90 

giebt,  aus  welchem  durch  Anwendung  des  im  Art.  23  angegebenen 
Werlhes  von  a 

s  =  2361641,92  Toisen 

folgt. 

Vergleicht  man  das  im  Art.  36  gegebene  Beispiel  mit  dem  vorste- 
henden, so  sieht  man  sogleich,  dass  es  diesem  entnommen  ist.  Ausser 
dem  gegebenen  Stucke  Ii',  welches  beiden  Aufgaben  gemeinschaftlich 
ist,  habe  ich  dort  die  hier  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Werthe  von 
a  und  8  als  gegeben  betrachtet,  und  daraus  die  hier  als  gegeben  be- 
trachteten Stucke  //  und  X  nebst  a  berechnet.  Die  Uebereinstimmung 
ist  so  gut,  wie  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  nicht  mehr 
wie  sieben  Decimalen  erwartet  werden  darf. 
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69. 

Um  zu  zeigen  in  wie  grosser  Ausdehnung  die  vorhergehende  Auf- 
lösung in  ihrer  ersten  Annäherung  innner  noch  die  Ilunderttheile  von 
Secunden  richtig  giebt,  habe  ich  auch  das  folgende  Beispiel  von  weit 
grösseren  Dimensionen  gerechnet.  Es  soll  die  geodätische  Linie  zwi- 
schen Moskau  und  Santiago  in  Chili,  nebst  deren  Azimuthen  bestimmt 
werden.  Zufolge  der  Verzeichnisse  geographischer  Ortsbestimmungen 
nehme  ich  als  gegeben  an, 

Moskau  Santiago 
ff  =  55°  45'  ;    ZT  =  -  33«  26'  ;    A  =  108°  13' 
woraus  zuerst 

ff  =  55°  39'  38"49  ;  (T  mm  —  33°  20'  42",  63 

log  sin  ff  =  9.91 68283  ;       log  sin  ff  =  9.7401 11 2» 
log  cos  ff  =  9.7513505  ;      log  cos  ff  =  9.9218811 

folgt.  Man  erhält  nun  ebenso  wie  im  vor.  Art. 

m  =  244°  17'  13",98  ;     log  sin  n  =  9.9013043 

log  cos  n  =  9.7812898 
«</  =   83«  34'  30", 28  ;  Xo  mm  1 26°  42'  7",80 

(„)  _  «/  =  -  1 0'  29\70  ;         fr)  -  Xo  =  +  23'  5\90 

(«')  =  83°  24'  0\58  ;  (x)  =  127°  5'  13",70  ' 

fo')  =  4«  29'  22",67  ;      log  sin  0?,)  -  9.9181  G30 

log  cos      =  9.7484629 
log  f>)  =  7.0605858 
log£  =  -  0.0002499  ;  logF  =  9.59737 

(z/w)  =  +  14'16",62 
(«)  =  108°  27  16,62 


m  =  244"  18'  31,48 
q  =  238  44  16,  19 

a'  =    83  23  51,  20 

x  =  127"  5'  18",48 

Es  wird  ferner 

da  =  -  9",38  ;      dX  mm  +  4",78 


log  sin  ri  =  9.8989527 
log  cos  ri  =  9.7853175 
«"  =  42"  7'  37*,98 


und  hiemit  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  58 

=  -f-  0",73  ;      <ty  =  +  6",33 
dlog/i  =  +  0.0000022 
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woraus  dJa  =  +  0",0044  ,  und 

JX  =  +  0",0025  ;     Ju  =  -t-  0\0035  ;     Ja  =  +  O'.OOOi 

hervorgehen.  Die  erste  Annäherung  hat  also  wieder  hier  die  Unbe- 
kannten schon  so  genau  gegeben ,  wie  man  sie  Uberhaupt  durch  An- 
wendung von  Logarithmen  von  nicht  mehr  wie  sieben  Decimalen  erhal- 
ten kann.  Fllr  die  Berechnung  von  a  durch  den  Ausdruck  (91)  wird 
nun 

log/*  =  7,0605800 
y  =  4°  29'  29",00 

und  hiemit  ergiebt  sich 

log  Ai  =  7.0597577  ;    log  ß,  =  2.3740580  ;    log  C,  =  8.531 56 

o  =  126"46'18",17 

welchen  Werth  man  wie  oben  auf  ein  Linearmaass  hinfuhren  kann. 

70. 

Um  auch  ein  Beispiel  vom  Falle  zu  geben ,  wo  *  klein  ist,  will  ich 
nach  dem  Art.  37 

#  =  20o;    BT  =  18oi5'  18\4l7  ;    A  =  1«3'8",983 

als  gegeben  annehmen,  und  mich  der  Reihen  des  Art.  53  bedienen. 
Durch  die  Ausdrücke  (62)  und  (63)  bekommt  man  zuerst 

i  =  818*77757  ;    f=  4'  2\8228 

worauf  die  (64) 

g  =  19'  47\671  ;      logn  =  3.5560673.1 
g  =      10,  3591  ;        N  =  1«  43'  53",5821 
logiV=  3.7947376.6 

geben.  Um  die  Azimuthe  möglichst  genau  zu  erhalten,  habe  ich  in  die- 
sen Rechnungen  btei  den  Interpolationen  in  den  siebenstelligen  Tafeln 
die  achte  Stelle  mit  berücksichtigt;  ein  Verfahren,  welches  ich  in  an- 
deren Fallen  auch  angewandt  habe,  und  durch  welches  man  in  den 
Summen  und  Differenzen  mehrerer  Logarithmen  die  siebente  Stelle  ge- 
nauer erhalt.  Durch  die  (65)  erhalt  man  nun 

h  =  0.0000110.1 
U  =  0.0000330.5 

worauf  die  (66) 

K=  29°  59'  32  ,90  ;    L  =  27",  187 
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und  die  (67) 

««'  mm  30°  0'  0*,087  ;    y  =  29°  39'  1 8\0  4 1 
geben.  Die  (68)  und  (69)  geben  hierauf 

Xo  =  1°  59' 57",  193 
Nachdem  ferner  durch  die  (61) 

«'  =  «0'-  0",107 

a  =  y  -+■  0,215 

X  =  x*  +  24,  359 
gefunden  worden  war,  erhielt  ich 

a  =  29o  59'  59",980 
a"  =  29  39  18,  256 

2=    2    0  21,552 

Vergleicht  man  diese  Azimulhe  mit  denen  des  Beispiels  des  Art.  37,  so 
wird  man  ünden,  dass  sie  0",02  kleiner  ausgefallen  sind,  aber  weiter 
kann  man  im  gegenwärtigen  Falle  die  Uebereinslimmung  nicht  zu  Wege 
bringen ,  wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  wie  sieben  Decimalen 
anwenden  will.  Der  Unterschied  der  Azimuthe  stimmt  weit  genauer  mit 
dem  des  Art.  37  ein,  und  entfernt  sich  nur  um  0\003  davon.  Diese  Er- 
gebnisse sind  mit  der  Nalur  der  Aufgabe  aufs  Engste  verbunden,  und 
können  nicht  davon  getrennt  werden. 

Um  o  zu  erhalten  müssen  zuerst  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  22 
q>  und  log/*  gerechnet  werden,  deren  Werthe  dieselben  werden  wie  im 
Art.  37,  nemlich, 

<p'  =  67o16'2r,24  ;    logj*  =  7.1164109 

Aus  den  Ausdrücken  (92)  erhält  man 

log  At'  =  7.1 1 496  ;    log  Bx  =  2.42924 
log  C,  =  8.642 
worauf  die  (91) 

o  =  1o59'  59",996 

giebt ,  welcher  Werth  von  dem  des  Art.  37  nur  um  0",004  verschie- 
den ist. 

71. 

Kür  die  Aufgabe  des  Art.  60  u.  f.  sollen  Christiania  in  Norwegen 
und  Palermo  als  Beispiel  dienen ,  da  diese  Punkte  in  der  milleleuropm- 
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sehen  Gradmessung  voraussichtlich  mit  zu  den  wichtigeren  gehören 
werden.  Mit  Wcglassung  der  Secunden  geben  die  Verzeichnisse 

Christiania  Palermo 
ff  =  59°  55'  ;    ZT  =  38°  7'  ;    k  mm  2°  38' 
woraus  zuerst 

$  =  59°  50' 0",1 89  ;  f  =  38°  1'  24",729 

log  sin  ß  =  9.9367990  ;  log  sin  p  mm  9.7895703 
log  cos  ß  =  9.70 1 1 501  ;       log  cos  (f  =  9.8963928 

folgen.  Durch  die  Ausdrücke  (62)  und  (63)  des  Art.  52  ergab  sich  zuerst 

»  =  1249",238  ;    f=  +  10'4',798 

worauf  die  Ausdrücke  des  Art.  60  u.  f.  in  Anwendung  gebracht  wur- 
den. Die  (76)  geben 

log  n  =  3.8721438  ;    g  mm  1'  45*,915  ;    N  =  21°  41'  44*,558 

und  die  (77) 

«o'  =  5°  34'  57',09  ;    u  =  5'  37",41  ;    Xo  =  2*°  4T  21',97 
Da  nun  die  (73) 

(«O«*'- 0'.97  ;    (*)  =  *,+ 5' 4',10 
geben,  so  wurden 

(«')  =  5°  34'  56M  2  ;    fr)  m  21 0  52'  26",07 
welche  zur  Berechnung  von  (w)  dienen.  Zu  diesem  Ende  geben  die 
(78)  zuerst 

(f)  =  2°  48'  6",68  ;  K)  =  7'5",494 
Die  erste  (79)  gab  nun 

log  Gu)  =  7.2227682 

worauf  die  Ausdrücke  des  Art.  23,  die  im  Art.  56  wiederholt  sind 

log  E  =  —  0,0003632  ;    logF  —  9.754 

und  die  zweite  und  dritte  (79) 

{Ja)  mm  1 2",856  ;    (ö>)  =  2°  38'  1 2*,856 

geben.  Aus  den  (80)  erhielt  ich  hierauf 

q  =s  1°  37'  30',022  ;    log  n  =  3.873731 5 
1  46,050 

und  aus  den  (81) 

a  =  5°  34'  56M20  ;    y  =   5°  1  ff  57*,442 
u  ==       5  38,  432 

a"  =  3  33  27,  420  ;    X  =  21  52  27,  842 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  von  «'  und  %  mit  denen  von  («')  und  (j), 
so  findet  mau 

<W  =  0.00  ,    dX  =  1",772 

Hiemit  werden 

d£  =  0  ,    öti  =  0  ,    dUog/*  =  0  ,    tf^/fö  =  +  0\0003 

Dieser  Werth  von  dJio  kann  die  eben  erhaltenen  Resultate  nicht  merklich 
ändern,  die  also  die  Endresultate  sind.  Für  a  geben  die  (92) 

log  Ai  =  7.2222206  ;    log  ß,  =  2.5364642 
log  Ct  =  8.8561 

worauf  man  durch  die  (93)  ohne  Weiteres 

o  =  21u50'  33",909 

erhält.  Die  Daten  des  Beispiels  des  Art.  38  sind  aus  diesem  Beispiel 
eulnommen,  und  die  Uebereinstimmung  der  Resultate  lässt  nichts  zu 
wünschen  übrig. 

72. 

Um  auch  die  Aufgabe  der  Arll.  64  u.  f.  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, soll  von  Santiago  aus  eine  geodätische  Linie  senkrecht  auf  den 
Meridian  von  Moskau  gezogen  werden.  Die  gegebenen  Stücke  sind  hier 

V  =  —  33°  26'  ;    X  =  108°  13' 

woraus  man  wie  im  Art.  69  zuerst 

ff  =  —  33"  20'  42',63  ;   log  sin  (t  =  9.7401 112« 

log  cos/?*  =  9.9218811 
findet.  Es  sind  nun  zuerst  durch  die  Gleichungen  (82)  (r)  und  zu 
berechnen,  und  nimmt  man  hiebei  zuerst  cos(#,)  positiv  an,  so  bekomm! 
man 

(/)  =  244»  39'  44\78  ;    (#>)  =  52"  26'  1 9\43 

Nimmt  man  hingegen  cosfco)  negativ  an,  so  ergiebt  sich 

(r)  =  -l-  64°  39'  44",78  ;    (#,)  =  127°  33'  40*,57 

Für  die  erste  Auflösung,  die  zuerst  ausgeführt  werden  soll,  muss  zufolge 
des  Art.  64  geschrieben  werden, 

(D  =  -  64«  39'  44\78  ;    A  =  71°47' 

und  sie  gehört  der  Hälfte  des  Moskauer  Meridians  an,  auf  welcher  Mos- 
kau nicht  liegt.  Hiemit  muss  der  Werth 

(Xo)  -  52°26'19\43 
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verbunden  werden.  Die  nächste  Arbeit  ist  nun  aus  der  (84)  dy  zu  rech- 
nen, und  hieftlr  findet  man 

rty  =  -  1'23",80 
welcher  Werth  in  die  (83)  gesetzt, 

r=  —  64°41'33",75 
Xo  =      52  26  19,  45 
giebt.  Die  (86)  und  (85)  geben  hierauf 

t»=  +  I50",38  ;    f0  =  —  58",15 

woraus  sich 

W  —  -  64°  40'  35",60 
ergiebt.  Aus  (88)  wird  jetzt 

k)mÄ  +  6'*r,05 

folglich 

Gr)  =  52»  32'  46",  50 
und  nachdem  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  23  oder  56 

\og(ji)  =  7.1363172  ;    log£  =  —  0.0002975 
\ogE'  =  9.6731 
gerechnet  worden  ist,  giebt  die  (89) 

{Jm)  =  +  4'  30",19  ;    («)  =  71o51'  30",19 

womit  alle  Vorbereitungen  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art. 66 
gemacht  sind.  Diese  Gleichungen  geben  nun 

ß0  =  _  64°  40'  35\84 

a  =      30  47  54,  04 

%  =      52  32  47,  57 

und  vergleicht  man  diese  mit  den  obigen  Werthen  von  (ß0)  und  (x) ,  so 
findet  man 

=  -  0",2i  ;    6X=  +  lw,07 

Die  Differentialformeln  des  Art.  58  geben  hierauf 

dAogfi  =  -f-  0.0000005  ;    djto  =  0",0008 

welcher  letztere  durchaus  keineu  merklichen  Einfluss  auf  die  eben  ge- 
fundenen Werlhe  von  /?0,  «',  %  hat,  die  also  die  genauen  Endresultate 
sind. 

Aus  den  (92)  findet  man  nun 

logi4,'  =  7.13561  ;    logß,  =  2.44988  ;    logC,  =  8.683 
und  hiemit  giebt  die  (94) 

o  =  52°  28'  49\75 
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und  aus  dem  obigen  Werlhe  von     erhält  man 

ß,  =  —  64°45'2",59 
womit  die  Auflösung  ausgeführt  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  zweiten  Fall  vor,  nemlich 

=  -f-  64°  39'  44"78  ;    A  =  1 08°  1  3' 
(*)  —     127  33  40,57 

und  behandeln  ihn  genau  eben  so  wie  den  vorhergehenden,  so  bekommt 
man  nach  und  nach  die  folgenden  numerischen  Werthe, 

=  -4-  20'  5f,89 
r  =  64°  1  2'  36",9  ;      Xo  =  1 27°  33'  35*,63 
«o  =  —  1 532",76  ;  =  -  1 0'  0\8 

Q?0)  =  64»  22'  37",7  ;      fr)  mm  Ä  +  1  6",1 6 

Cr)  mm  127*33' 5f,79 
log  fr)  =  7.1341608  ;    logE  =  -  0.0002960 
\ogE'  =  9.6710 

{Ju)  mm  \  1'  3\50  ;  («,)  =  1 08°  24'  3\50 

ß0=  64°  22'  1  7\72 
«'  =  148  49  1,  63 
X  =  127  33  54,  04 

Vergleicht  man  diese  mit  den  Werthcn  von  (/?0)  und      so  erhalt  man 

dft  —  —  1  9",98  ;    ÖX  mm  +  2',25 

Hiemit  geben  die  Diflerentialformeln  des  Art.  58 

d\Iog/i  =  -  0.0000404;    dJto  =  +  0'1372 
und  aus  <k/w  folgt  durch  die  des  Art.  66 

JX=  +  0*,06  ;    Jß0  =  -  0\1 6  ;    Ja*  mm  —  0",20 
die  Endwerthe  werden  also 

64°22'17",56 
o  =  148  49  1,43 
X=  127  33  54,10 

Mit  dem  berichtigten  Werlhe  von  nemlich 

log  fi  =  7.1341204 

geben  nun  die  (92) 

logA/  =  7.1334057  ;    logfl,  =  2.4476828 

logC,  mm  8.6787 
womit  die  (94) 

o  mm  1 27°  1 6'  27\86 
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giebt.  Aus  dem  obigen  Werthe  von  ß0  folgl 

fio  =  64«  26'  46\61 
womit  die  Auflösung  ausgeführt  ist.  Man  erkennt  sogleich,  dass  die  bei- 
den Beispiele  des  Art.  39  aus  den  vorsiehenden  entnommen  sind;  die 
Uebereinstimmung  der  Hesultate  ist  so  gut,  wie  man  es  wünschen  kann. 


73. 

In  den  vorhergehenden  Beispielen  habe  ich  die  Hulfsgrössen  fast 
alle  mit  derselben  Genauigkeit  berechnet  wie  die  schliesslichen  Resul- 
tate, um  zu  zeigen  wie  klein  ihre  wahren  Unterschiede  sind,  allein  ich 
darf  nicht  unterlassen  anzuführen,  dass  diese  Genauigkeit  keines  Weges 
erforderlich  ist.  Wenn  man  die  Resuliale  so  genau  erhalten  will  wie 
z.  B.  die  Anwendung  von  Logarithmen  von  sieben  Decimalen  gestattet, 
so  reicht  man  bei  der  Berechnung  der  Hülfsgrössen  («')  und  (*),  oder 
bez.  ißa)  und  (x)  mit  Logarithmen  von  fünf,  oder  gar  weniger  Decimalen 
aus.  Es  ist  blos  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass  von  («')  und  (*),  oder  bez. 
von  (ßo)  und  (x)  an ,  die  Rechnungen  möglichst  scharf  ausgeführt  wer- 
den. Ich  werde  dieses  am  zuletzt  aufgestellten  Beispiel  zeigen.  Statt 
der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Werthe  von  (ß0)  und  (x)  will  ich  annehmen, 
dass  man 

iß0)  =  64«  23'  0"  ;    fr)  «  \  27°  34'  20" 

durch  eine  vorangegangene,  minder  genau  ausgeführte  Rechnung  ge- 
funden habe,  und  diese  der  weiteren  Berechnung  hier  zu  Gründe  legen. 
Man  bekommt  damit  durch  dieselben  Ausdrucke  wie  vorher 

logGu)  =  7.1  342059  ;    log  E  =  —  0.0002961  • 
log  E'  =  9.6710 
{Jm)  =  11'  3",39  ;  (w)  =  1 08°  24'  3"39 

fo=  64«22'17\85 
d  =  148  49  1,79 
X  =  127  33  53,99 

und  es  werden  jetzt 

^0=-42M5;    t)x  =  -26",01 

Hiemit  geben  nun  die  Differentialformeln 

d.  \ogfi  =  —  0.0000851  ;    ÖJta  =  +  0",245l 
^=-|-0Ml;    Jß9  =  —  0",28;    Jvi  =  —  0",36 

und  folglich  werden  die  Endresultate  "r""  \ 

AU.odl  d.  K.  8.  Ce»«U»cb.  d.  W,M«a.eh.  XIII.      f  f  'JS^ 
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ft=  64022'17'\57 
a  =  148  49  1,  43 
x  =  127  33  54,  10 

mit  denen  des  vor.  Art.  Ubereinstimmend,  obgleich  ich  sehr  grosse 
Aenderungen  mit  den  Werthen  von  (#,)  und  (*)  vorgenommen  habe. 
Der  hier  hervorgehende  Werth 

log/<  =  7.1341208 

weicht  4  Einheiten  in  der  siebenten  Stelle  von  dem  des  vor.  Art.  ab, 
allein  dieser  Unterschied  ist  auf  den  daraus  folgenden  Werth  von  a  von 
so  geringer  Wirkung,  dass  er  weniger  wie  0",00l  ausmacht. 

74. 

.  Durch  die  Verbindung  der  Aufgaben  dieses  Abschnittes  mit  denen 
des  vorhergehenden  kann  man  eine  Anzahl  von  Aufgaben  der  sphäroidi- 
schen Trigonometrie  lösen,  von  welchen  ich  jedoch ,  um  diese  Abhand- 
lung nicht  allzuweit  auszudehnen,  nur  Eine  erklaren  will. 

»In  irgend  einem  sphäroidischen  Dreiecke  seien  zwei  Seiten  nebst 
»ihren  Azimuthen  und  der  Polhöhe  ihres  Durchschnittspunkts  gege- 
»ben,  die  übrigen  Stücke  dieses  Dreiecks  zu  linden.« 

Man  begreift  sogleich,  dass  ein  sphäroidisches  Dreieck  nicht  durch 
blose  drei  Stücke,  wie  ein  sphärisches  Dreieck,  gegeben  ist,  sondern 
dass  zu  den  drei  Stucken ,  die  den  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
verlangten  analog  sind,  auch  noch  die  Stücke  hinzukommen  müssen, 
die  die* Lage  des  Dreiecks  auf  dem  Ellipsoid  unzweideutig  festsetzen. 
Die  gegebenen  Stucke  der  vorstehenden  Aufgabe  erfüllen  diese  Bedin- 
gungen. Ebenfalls  ist  die  Auflösung  des  sphäroidischen  Dreiecks  damit 
nicht  vollständig  ausgeführt,  dass  man  blos  die  Seiten  und  Winkel  des- 
selben berechnet,  die  nicht  zu  den  gegebenen  Stucken  gehören,  es  muss 
vielmehr  ausserdem  auch  die  Lage  jeder  Ecke  auf  dem  Ellipsoid  be- 
stimmt werden.  In  der  vorstehenden  Aufgabe  sind  also  nicht  blos  die 
dritte  Seite  des  Dreiecks  und  die  beiden  anliegenden  Winkel ,  sondern 
auch  die  Polhöhe  einer  jeden  der  beiden  anderen  Ecken ,  und  die  Azi- 
mulhe  der  Dreiecksseilen  an  diesen  beiden  Ecken  zu  bestimmen. 
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75. 

Die  vorliegende  Aufgabe  liisst  sich  unmittelbar  durch  das  Vorher- 
gehende lösen,  und  bedarf  keiner  neuen  Entwickelungen.  Durch  die 
Hauptaufgabe  des  erslen  Abschnittes  kann  man  abgesondert  das  Azi- 
mutfa,  die  Polböhe  und  den  Längenunterscliied  der  Endpunkte  einer 
jeden  der  beiden  gegebenen  Dreiecksseiten  berechnen.  Da  hierauf  die 
Polhöhen  und  der  Langenunterschied  der  beiden  anderen  Ecken  des 
Dreiecks  gegeben  sind ,  so  dient  die  zweite  Hauptaufgabe  dazu  um  dar- 
aus die  drille  Dreiecksseile  und  deren  A/.imulhe  zu  berechnen,  worauf 
alle  Stucke  des  sphäroidischen  Dreiecks  bekannt  sind. 

Zufolge  der  Ausdehnung,  die  im  Vorhergehenden  den  Entwicke- 
lungen  gegeben  worden  ist,  kann  dieses  Verfahren  auf  möglichst  grosse 
spharoidische  Dreiecke  angewandt  werden,  für  einen  davon  weiter  unten 
zu  machenden  Gebrauch  will  ich  jedoch  hier  nur  ein  Dreieck  von  massig 
grosser  Ausdehnung  als  Beispiel  wählen.  Gegeben  seien  in  Bogenlheilen 
des  Aequators  die  eine  Dreiecksseite  =1 5°.  mit  dem  Azimuth  =30°,  und 
die  andere  Dreiecksseite  ==  17"  mit  dem  Azimuth  =108°,  die  reducirte 
Breite  des  Durchschnitts-  oder  Anfangspunkts  dieser  beiden  Dreiecks- 
seiten, welchem  auch  die  Azimuthe  angehören  sei  =  45°.  Wendet  man 
nun  hierauf  die  Auflösung  der  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnitts  an, 
so  ist  in  den  dort  angewandten  Bezeichnungen  gegeben, 

1)  /?  —  45* ,    «'  =  30°,  o=15° 
und  hiemit  findet  man 

y'  =  40«53'36",2I  ,     Iii  =  67»47'32",43  ,    logsinft  =  9.971 0040 

logcos#,  =  9.5484550 

log/*  =  7.1659930 
S  —  15°1'4r,68,   s=  —  9\28,  (f"=  55°55'27M7,  Ju  =  \'3\9i 
u  =  24° 3 1 '  40 ',54  ,     S£  =  76" 33' 0",04  .     (f  =  31« 36'  28"I2I 
A=   8o44'23",70,    Azimuth  des  Endpunkts      =  204"3I' 40",54 

Es  ist  ferner  gegeben 

2)  ^  =  45°,    «'  =  108°,  a=17" 
und  hiemit  findet  man 

p'ss—  17M0'19",34,  J2'  =  — 24°40'44",62,  1ogsin/?0  =  9.8692895 

log  cos  #,=  9.8276913 

log«  «=  6.9630399 

7* 
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S=   17°  %2S\&ö6,  *=H-52",946 
<p"=—0»  8'43\43, 

arm  90°  9'36",04,  S£  =  -  0M8T58*(34 ,    ^- 47«  44'  22",  57 

A  =  24°25'28\61  ,  Azimuth  des  Endpunkts    =  270*9' 36",04 

Es  ist  hierauf  die  Hauptaufgabe  dieses  Abschnittes  auf  die  folgenden, 
durch  die  vorhergehende  Rechnung  gegebenen,  Stücke  anzuwenden, 

ft  =  31«36'28",21  ,    f  =  47ü44'22",57  ,    A  =  15041' 4",91 

wo  X  der  Unterschied  aus  den  beiden  eben  gefundenen  Werthen  der- 
selben Grösse  ist.  Man  erhalt  nun 

«</ =  147«  57  ig",  10  =  20»  rar 

(a')  —  a©'  =  +  8"  .  {x)  —  3' 25" 

(«')=  147«57'24\  (*)  =  20»  4' 47" 

(yr)  =  —  54°  1'  13",1  ,     logsin  (fo)  =  9.950409 

logcos(#,)  =  9.654999 
logGu)  =  7.124919 
{Ja)  =  1 '  49",  1 1  ,  (o)  =  1 5"  42'  54",02 

u  =  147»57' 28,19  ,    «"  ms  137« 47'  I5",63  ,    %  =  20°4'46",44 
Azirauth  des  Endpunkts  =  317°47'15",63 

Die  Unterschiede 

da'  =  ■+■  4M 9  ,    dx  =  -0",56 

geben 

Jx  =  Ja=Ju"  =  0  ,    <ty  =  — 1",3  ,    <Nog/i=H- 0.000007 

und  hiemit  wird  schliesslich 

<r=  20°2'24",41 

womit  das  spharoidische  Dreieck  vollständig  berechnet  ist. 


76. 

Wenn  man  die  eben  erhaltenen  Resultate  übersichtlich  zusammen 
stellen  will,  so  muss  man  eine  angemessene  Bezeichnung  einführen. 
Die  reducirten  Breiten  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  sollen  ßt  (f,  {f,  die 
Winkel  desselben  bez.  n,  n,  n,  und  die  gegenüber  liegenden  Seiten 
«t,  a,  a  heisscn.  Die  Azimulhe  von  a  und  a  in  n  sollen  mit  a  und  u, 
die  von  o  und  a"  in  n  mit  u  und  die  von  o  und  a'  in  n  mit  a  und 
«',  endlich  der  Lungenunterschied  von  n  und  n'  mit  A",  der  von  n  uud 
«"  mit  Ä',  der  von  »'  und  n  mit  A  bezeichnet  werden,  und  hiemit  erhält 
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man  die  folgende  Zusammenstellung,  indem  selbstverständlich  die  Drei- 
eckswinkel den  Unterschieden  der  bezüglichen  Azimuthe  gleich  sind, 

ß  =   45°  ß'  —   3I°36'28",21  ,  (f  =   47«»  44'  22',57 

u  =  30  a"  =  204  31  40,  54  ,  «/  =  270    9  36,  04 

a  =108  «  =  147  57  28,  19  ,  «  =  317  47  15,  63 

n=  78  n'  =   56  34  12,35,  n"  =   47  37  39,59 

o  =   20    2'24",41,  o  =   17  <r"  =  15 

A  =   15  41    4,91,  A'  =  24  25  28,61,  A"  =     8  44  23,70 

Hiernach  kann  dieses  Dreieck  leicht  construirt  werden. 


77. 

Im  soeben  berechneten  spharoidischen  Dreieck  lagen  beide  gege- 
bene Seiten  auf  derselben  Seite  des  Meridians  ihres  Durchschniltspunkls, 
hier  soll  noch  ein  Beispiel  gegeben  werden,  in  welchem  diese  Dreiecks- 
seiten auf  verschiedenen  Seiten  des  genannten  Meridians  liegen,  um  auf 
die  Umstände  aufmerksam  zu  machen  die  in  diesem  Falle  vorkommen. 

Gegeben  seien  die  eine  Dreiecksseite  =  4°  mil  dem  A/.imuth  =  1 0°, 
die  andere  Dreiecksseite  =3° 30'  mit  dem  Azimuth  =  300°,  nebst  der 
reducirten  Breite  des  Durchschnittspunkls  =  30". 

Mit  den  gegebenen  Stücken 

^  =  30°,    «'  =  10°,    <r  =  4n 

und  mit  Anwendung  von  höchstens  siebenstelligen  Logarithmen,  und 
den  Reihen  des  Art.  31  giebt  die  Aufgabe  des  ersten  Abschnittes 

f  =  26°2'53*,621  ,    a  =  9°38'9",136  ,    A  =  0Ü46'2I",058 

Im  zweiten  Theilc  der  Rechnung  wende  ich  statt  des  A/.imuths  selbst 
die  Ergänzung  desselben  zu  360°  an,  und  stelle  also  die  gegebenen 
Stucke  wie  folgt, 

=  30°  ,    a  =  60°  ,    a  =  3°  30' 
womit  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  sich 

^  =  28°12'2",237  ,    a  =  58"  1 9' 20",909  ,    A  =  3°26'2f  ,377 

ergiebt.  Es  ist  nun  hiebei  zur  Verbindung  dieses  Resultats  mit  dem  des 
ersten  Theils  der  Rechnung  nichts  weiter  zu  bemerken  als  dass  man  die 
beiden  Azimuthe  und  den  Längenunlerschied  als  negativ  betrachten 


Digitized  by  Google 


4 


I  02  P.  A.  Hansen, 

muss;  es  wird  daher  namentlich  das  wahre  Azimuth  des  Endpunkts  der 
/.weiten  geodätischen  Linie  nicht  1 80"+«",  sondern  1 80°—«",  und  für 
den  dritten  Theil  der  Rechnung  müssen  die  beiden  Langenuntet  schiede 
addirt  werden.  Stellt  mau  für  diesen  die  gegebenen  Stück«'  wie  folgt, 

f  =  28M2'2\237  ,    /  =  26°2'53',621  ,    X  =  4°  1 2' 42*,435 

so  ist  A  positiv  zu  nehmen,  und  man  bekommt  die  Azimuthe  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Richtung.  Die  Aufgabe  dieses  Abschnitts  giebt ,  mit  An- 
wendung der  Reihen  des  Art.  59 

«'  =  61"10'38",279  ,    a  =  59M  5'3",306  ,    o  =  4»  19' 9",248 

Um  den  Bogen  K'  des  eben  angeführten  Art.  möglichst  geflau  zu  erhal- 
ten habe  ich  mich  bei  der  Berechnung  desselben  zehnstelliger  Logarith- 
men bedient.  Der  Unterschied  in  dem  Werthe  desselben,  welcher  durch 
Anwendung  von  siebenstelligen  Logarithmen  und  Durchführung  der 
achten  Stelle  in  den  Interpolationen  ergiebt,  beträgt  jedoch  nur  0",008. 

Die  Zusammenstellung  des  jetzt  berechneten  sphttroidischen  Drei- 
ecks in  der  oben  dafür  eingeführten  Bezeichnung  giebt  nun 

jffss   28»  12'  2",237,  (T  =   30°               ,  ff  mm   26"  2'53",621 

«"  =  121  40  39,091  ,  «  =    10                 ,  (tK  =  189  38   9.  136 

«'  =   6110  38,279,  «/  =  300                 ,  «'  =  239  15  3,306 

n=  60  30   0,812,  »'=70                ,  »' =   49  36  54,170 

rr  =     4                ,  a'=     4  19'  9",248,  o  =     3  30 

A=     0  46  21,058,  X'  =     4  12  42,435,  A"  =     3  26  21,377 


Dritter  Abschnitt. 

78. 

Da  die  in  einem  Dreiecksnetz  beobachteten,  oder  gemessenen, 
Winkel,  wenngleich  mit  der  grössten  Sorgfalt  und  Umsicht  verfahren, 
und  die  besten  Instrumente  angewendet  worden  sind ,  dennoch  keine 
absolute  Genauigkeit  besitzen,  sondern  mit  kleinen  Fehlern  behaftet 
sind,  so  sind  vor  Allem  diese  Fehler  auf  eine  angemessene  Art  auszu- 
gleichen ,  und  dadurch  das  Dreiecksnetz  zu  weiterer  Verarbeitung  vor- 
zubereiten. Die  Grundsätze  nach  welchen  diese  Ausgleichung  erfolgen 
muss,  können  zufolge  des  jetzigen  Standes  der  Wissenschaft  nur  die 
folgenden  sein : 
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1)  müssen  die  Winkel  so  ausgeglichen  werden,  dass  allen  geome- 
trischen (oder  trigonometrischen)  Bedingungen,  die  im  Dreiecksnetze 
vorhanden  sind,  GnUge  geleistet  werde,  und  ausserdem  muss 

2)  diese  Ausgleichung  so  beschaffen  sein,  dass  die  Summe  der  mit 
ihren  bez.  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der  Fehler  der  Winkel- 
messungen,  die  hierauf  noch  übrig  bleiben,  oin  Minimum  werde. 

Diese  Aufgabe  ist  immer  bestimmt,  und  zuerst  von  Gauss  und 
B  es  sei  fast  zu  gleicher  Zeit,  von  Gauss  jedoch  ausführlicher,  gelöst. 
Es  ist  nicht  meine  Absicht  hier  naher  auf  die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
einzugehen,  fondern  es  soll  nur  in  Betracht  gezogen  werden,  wie  ver- 
fahren werden  muss  um  den  trigonometrischen  Bedingungen  des  Drei- 
ecksnetzes mit  Sicherheit  zu  gnügen.  Da  die  Dreieckswinkel  auf  der 
Oberflache  der  Erde  liegen,  und  die  Grundlinien,  die  man  missl  um  die 
absolute  Lange  der  Dreiecksseiten  zu  erhalten,  jedenfalls  als  geodätische 
Linien  betrachtet  werden  können,  so  besteht  jedes  durch  die  Messungen 
erhaltene  Drciecksnelz  aus  spharoidischen  Dreiecken ,  und  die  trigono- 
metrischen Bedingungen,  die  zur  Ausgleichung  erforderlich  sind,  müssen 
der  spharoidischen  Trigonometrie  entnommen  werden. 

Hiebei  kommt  der  günstige  Umstand  in  Betracht,  dass  alle  Dreiecke, 
die  unmittelbar  gemessen  werden  können ,  in  Bezug  auf  die  Erdober- 
fläche und  den  Umkreis  derselben  sehr  klein  sind,  und  daher  diese 
Dreiecksseilen  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden 
können.  Dieser  Umstand  veranlasst,  dass  alle  wirklich  gemessenen 
Dreiecke  auf  einfache  Weise  vom  Ellipsoid  auf  die  Kugel,  und  von  der 
Kugel  auf  die  Ebene  reducirt  werden  können.  Diese  Reductionen  kön- 
nen auf  viele  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden ,  z.  B.  durch  Pro- 
jectionen,  denen  irgend  ein  Gesetz  zu  Grunde  gelegt  worden  ist,  aber 
unter  allen  möglichen  Verfahrungsarten  verdient  dasjenige  bei  Weitem 
den  Vorzug,  welches  die  Seiten  der  spharoidischen  Dreiecke  unver- 
ändert lasst,  und  alle  erforderlichen  Corrcctionsglicder  auf  die  Winkel 
übertragt. 

Im  Art.  40  wurde  gezeigt,  dass  man  die  geodätischen  Azimuthe 
oder  überhaupt  Winkel  nicht  unmittelbar  durch  die  Beobachtungen  er- 
halt, und  es  sind  daher  vor  Allem  die  unmittelbar  erhaltenen  astrono- 
mischen Azimuthe  und  Winkel  durch  die  erste  Gleichung  (53)  auf  die 
entsprechenden  geodätischen  hinzuführen.    Die  fernere  Reduction  vom 
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Ellipsoid  auf  die  Kugel,  und  von  dieser  auf  die  Ebene  wird  in  diesem 
Abschnitte  entwickelt  werden. 

Nachdem  durch  dieses  Verfahren  die  Winkel  der  sphäroidischen 
Dreiecke  auf  die  Winkel  ebener  Dreiecke  hingeführt  worden  sind,  muss 
man  sich  zur  Aufstellung  und  Anwendung  der  Bedingungen  des  Drei- 
ecksnetzes der  ebenen  Trigonometrie  bedienen,  und  nach  ausgeführter 
Ausgleichung  bringt  man  durch  entgegengesetzte  Anwendung  der  vor- 
her schon  angebrachten  Correctionen  die  ausgeglichenen  Winkel  auf  die 
sphäroidischen,  oder  geodätischen  zurück. 

Die  Hinfuhrung  eines  kleinen  sphärischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes 
von  gleichen  Seiten  ist  zuerst  in  ihrem  grössten  Theile  von  Legendre 
gegeben,  und  sein  Resultat  unter  dem  Namen  des  Lege  ndreschen 
Satzes  Jedem  bekannt.  Später  hat  man  diesen  Satz  weiter  ausgeführt, 
und  Glieder  höherer  Ordnung  desselben  entwickelt. 

Ein  Ausdruck  für  die  Keduction  eines  aus  geodätischen  Linien  ge^ 
formten  Dreieckes  auf  dem  Revolutionsellipsoid  auf  eius  von  gleichen 
Seiten  auf  der  Kugel  ist  von  Bessel  aufgestellt*),  aber  nie  von  ihm 
bewiesen  worden ;  wenigstens  habe  ich  in  seinen  Schriften  keinen  Be- 
weis davon  auffinden  können,  und  es  ist  mir  auch  nicht  bekannt,  dass 
irgend  ein  Anderer  eine  Ableitung  desselben  veröffentlicht  halte.  Dieser 
Bessel'sche  Ausdruck,  welcher  übrigens  durch  einige  Schreib-  oder 
Druckfehler  etwas  entstellt  ist,  betrachtet  die  Seiten  des  Dreiecks  nicht 
als  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  sondern  als  geodätische  Linien 
von  beliebiger  Länge,  übrigens  enthalt  er  nur  die  mit  e2  multiplicirten 
Glieder.  Die  zuletzt  genannte  Beschrankung  ist,  wie  man  weiter  unten 
sehen  wird,  für  die  Anwendung  von  geringem  Belang,  wenn  eine  übri- 
gens zweckmässige  Anwendung  davon  gemacht  wird,  aber  der  Aus- 
druck ist  so  zusammengesetzt ,  dass  man  ihn  schwerlich  wird  fortwäh- 
rend anwenden  können,  und  es  scheint  nicht,  dass  er  sich  ohne  Be- 
schränkung seiner  Ausdehnung  vereinfachen  lassen  könnte.  Bessel 
hat  a.  a.  0.  eine  Abkürzung  desselben  abgeleitet ,  die  für  Dreiecke  von 
kleinen  Seiten  gellen  soll,  und  ihn  sehr  vereinfacht,  aber  auch  kaum  eine 
sichere  Anwendung  zulässt.  Wäre  er  bei  dieser  Abkürzung  nur  Einen 
Schritt  weiter  gegangen,  und  hätte  auch  die  Glieder  fünfter  Ordnung 
berücksichtigt,  während  er  nur  die  Glieder  vierter  Ordnung  aufnimmt, 

*j  S.  Schum.  Astr.  Nachr.  No.  6. 
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so  wäre  er  auf  einen  auch  einfachen  Ausdruck  von  sicherer  Anwend- 
barkeit gekommen;  dieses  ist  aber  von  ihm  nicht  geschehen.  Es  wer- 
den in  diesem  Abschnitt  drei  ähnliche  Ausdrücke  abgeleitet,  und  daraus 
für  kleine  sphäroidische  Dreiecke  drei  einfache  Ausdrucke  erhalten,  die 
bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  sind- 

Die  Verschiedenheit  der  astronomischen  und  der  geodätischen  Azi- 
muthe  und  Winkel  Uberhaupt  ist  schon  längst  erkannt  worden,  und  man 
hat  ihre  Unterschiede  mit  grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit  ausge- 
drückt. Besse!  hat  dieselben  durch  einen  Ausdruck  angegeben *),  der 
mit  der  obigen  ersten  Gleichung  (52)  für  identisch  zu  erachten  ist,  und 
von  diesem  Ausdruck  hat  er  auch  später  eine  Ableitung  veröffentlicht**). 
Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (52)  habe  ich  nirgends  abgeleitet, 
oder  angeführt  gefunden,  und  dasselbe  muss  ich  auch  von  den  Funda- 
mentalgleichungen sagen,  aus  welchen  ich  sie  abgeleitet  habe. 

In  seiner  Theorie  der  krummen  Oberflächen***)  hat  Gauss  die 
Hinfuhrung  eines  sphäroidischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes,  dessen  Sei- 
ten dieselben  Längen  haben ,  mit  weit  grösserer  Allgemeinheil  ausge- 
führt, indem  er  zwar  annimmt,  dass  die  Dreiecksseiten  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  seien ,  aber  die  Oberfläche. ,  auf  welcher  das  sphäroi- 
dische  Dreieck  gebildet  ist,  gänzlich  unbestimmt  lässt,  so  dass  seine 
Auflösung  auf  jede  beliebige  Oberfläche  angewandt  werden  kann. 
Diese  Auflösung,  so  sinnreich  und  elegant  sie  auch  ist,  scheint  mir 
dennoch  etwas  zu  wünschen  übrig  zu  lassen.  Erstlich  ist  sie  etwas 
complicirl,  und  dabei  sind  die  Erklärungen  so  kurz  gehalten,  dass  man 
nicht  ohne  Muhe  zur  vollständigen  Einsicht  in  alle  Theile  derselben  ge- 
langt und  zweitens  möchte  man  wünschen,  dass  die  Reihen  weiter  ent- 
wickelt worden  wären,  damit  ihre  Anwendung  eine  ausgedehntere 
würde,  da  die  Gaussischen  Endformeln  doch  nur  auf  sehr  kleine 
Dreiecke  angewandt  werden  können.  Seine  Entwicklungen  gehen  frei- 
lich alle  eine  Ordnung  weiter  wie  seine  Endformeln,  aber  wenn  man 
diese  Glieder  zuziehen  will,  so  stösst  man  drittens  auf  eine  Lücke,  denn 
man  bedarf  dazu  der  geometrischen  Bedeutung  der  Cooflicienten,  die  er 
mit  f°,  f,  f,  g°,  g\  A°  bezeichnet  hat,  und  diese  ist  in  der  Abhandlung 


•)  Schum.  Astr.  Nachr.  No.  3. 
••)  Schum.  Astr.  Nachr.  B.  XIV  No.  330. 

**•)  Gauss,  Disquisiliones  generales  circa  superficies  curvas.  GÖltingae  1818. 
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nicht  gegeben ;  diese  Coefficienten  werden  blos  als  die  der  Entwicke- 
ln^ der  Function ,  die  er  mit  »  bezeichnet ,  nach  den  Potenzen  von 
p  und  q  definirt,  und  ihreu  Zusammenhang  mit  der  Gleichung  der  Ober- 
fläche liissl  er  unerörlert. 

Durch  diese  Umstände  veranlasst  hielt  ich  nicht  für  Überflüssig 
eine  neue  Herleitung  der  Ausdrücke ,  auf  welche  diese  Aufgabe  führt, 
zu  versuchen,  und  die  gefundene  diesem  Abschnitte  einzuverleiben. 
Sie  stellt  die  Endformeln  alle  durch  Functionen  dar,  deren  Coefficienten 
man  unmittelbar  durch  gewisse  Differentiationen  aus  der  Gleichung  der 
Obei  fläche  erhalt,  so  dass  die  Anwendung  auf  jede  beliebige  Oberflüche 
ohne  Weiteres  ausgeführt  weiden  kann.  Die  Anwendung  meiner  End- 
formeln auf  das  Kevolutionsellipsoid  von  kleiner  Excentricitüt  ist  beige- 
fügt, und  durch  Beispiele  erläutert. 

Der  Gang  meiner  Auflösung  ist  ein  ganz  anderer,  wie  der  der 
Gaussischen.  Ich  wende  um  sie  zu  erhallen  keine  weiteren  Grund- 
gleichungen an,  wie  den  schon  im  ersten  Abschnitte  abgeleiteten  Aus- 
druck dh^-hm^df  des  Quadrats  des  Linearelemenls  auf  irgend  einer 
Oberflüche,  und  die  dazu  gehörige  Bcdingungsgleichung  für  die  kürzeste 
Linie  auf  derselben  Oberflache,  wührend  Gauss  zwei  solcher  Formen 
braucht,  nümlich  in  seinen  Bezeichnungen  dr1  +  m2d(p:1  und  rildpl  -+-  dq- 
nebst  den  dazu  gehörigen  Bedingungsgleichungen  der  kürzesten  Linie. 
Die  Einführung  des  Krümmungsmaasses  der  Oberflüche,  in  dem  Sinne, 
in  welchem  es  Gauss  in  der  genaunten  Abhandlung  zuerst  aufgestellt 
hat,  ist  auch  in  der  ausgedehnteren,  neuen  Auflösung  von  wesentlichem 
Nutzen  gewesen. 

Es  ist  noch  eines  wichtigen  Umstandes  zu  erwühnen ,  welcher  in 
dieser  Aufgabe,  wenigstens  bei  ihrer  Anwendung  auf  das  Ellipsoid  von 
kleiner  Excentricitüt,  und  wahrscheinlich  bei  jeder  Anwendung  dersel- 
ben mehr  oder  weniger,  eintritt.  Mau  wird  weiter  unten  sehen,  dass  in 
den  hier  abgeleiteten  Endformeln  für  das  Revolutionscllipsoid  von  klei- 
ner Excentricitüt  nicht  nur  die  Glieder  vierter  und  fünfter,  sondern  auch 
zum  Theil  die  sechster  und  siebenter  Ordnung  nicht  von  einander  ge- 
trennt vorkommen,  sondern  in  einander  geflochten  sind,  indem  sie  sich 
auf  verwandte  Formen  hinfuhren  Hessen.  Jede  dieser  beiden  Gruppen 
bilden  Glieder,  deren  Wcrlhc  in  der  Regel  bedeutend  abnehmen,  mit 
anderen  Worten,  die  Summe  der  Glieder  vierter  und  fünfter  Ordnung  ist 
gemeiniglich  weil  grösser  wie  die  Summe  der  Glieder  sechster  und  sie- 
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benter  Ordnung,  und  es  kann  voraus  gesehen  werden,  dass  dieses  bei 
den  Gliedern  höherer  Ordnungen  in  ähnlicher  Weise  staltfinden  wird, 
wenn  nur  nicht  Dreiecke  von  allzugrosscn  Seiten  gewählt  werden. 
Anders  verhalt  es  sich  aber  mit  den  Gliedern,  aus  welchen  jede  dieser 
Gruppen  bestehen,  die  Glieder  fünfter  Ordnung  sind  nicht  unbedingt 
kleiner  wie  die  Glieder  vierter  Ordnung,  sie  können  vielmehr  grösser 
werden  wie  diese,  und  ebenso  können  die  Glieder  siebenler  Ordnung 
grösser  werden  wie  die  der  sechsten.  Besonders  bemerklich  ist,  dass 
diese  Glieder  selbst  wandelbare,  aber  ihre  Summen  feste,  Werthe  an- 
nehmen, und  man  kann  ganz  kleine  Dreiecke  angeben,  für  welche  dieses 
schon  der  Fall  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Erweiterung  der  Gaussi- 
schen Endformeln,  die  bei  ihrer  Anwendung  auf  das  Revolutions- 
ellipsoid  von  kleiner  Excentricitat  die  Glieder  der  vierten  und  der  fünf- 
ten Ordnung  enthalten  wurden,  auf  Glieder  sechsler  Ordnung  von  gar 
keinem  Nutzen  gewesen  wäre,  sondern  dass  es  oolfa wendig  auch  der 
Entwicklung  der  Glieder  siebenter  Ordnung  bedurfte  um  Formeln  zu 
erhallen,  die  wesentlich  grössere  Genauigkeit  gewahren.  Durch  Aus- 
dehnung der  Entwickelungen  bis  auf  diese  Grenze  gelangte  ich  zu  Aus- 
drücken, die  auf  die  Auflösung  von  sphüroidischen  Dreiecken  angewandt 
werden  können,  deren  Seiten  bis  20"  lang  sind. 

Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge  bin  ich  also  allenthalben 
in  dieser  Aufgabe  Eine  Ordnung  weiter  gegangen  wie  Gauss  im 
Allgemeinen,  und  zwei  Ordnungen  weiter  wie  Gauss  in  seinen  End- 
formeln.  Meine  allgemeinen  Endformeln  sind  bis  auf  Grössen  der  sech- 
sten Ordnung  vollständig,  und  bei  der  Anwendung  derselben  auf  das 
Revolutionsellipsoid  von  kleiner  Excentricilät  folgen  daraus  Endformeln, 
die  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  vollständig  sind. 

79. 

Nehmen  wir  zuerst  die  Heduction  des  sphärischen  Dreiecks  auf  ein 
ebenes  von  gleichen  Seilen  vor.  Die  Seilen  dieser  beiden  Dreiecke,  die 
wir  uns  vorläufig  in  Theilen  des  Kugelhalbmessers  ausgedruckt  denken 
wollen,  sollen  mit  a,  b,  c,  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit 
A,  /?,  C,  und  die  des  ebenen  Dreiecks  mit  A+JA,  B+./B,  C-\-.JC 
bezeichnet  werden.  Die  Trigonometrie  giebt  hierauf  die  beiden  folgen- 
den Gleichungen 
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(95)    .    .     sin  6  sin  c  cos  A  =  cos  o  —  cos  b  cos  c 

6c  cos  [A+JA)  =  —  ±  a2  -h  1 62  -l- 1  c2 

Die  Enlwickelung  der  zweiten  in  Bezug  auf  JA,  und  die  Vergleichung 
derselben  mit  der  ersten  fuhrt  auf  die  folgende 

sin  sine  sin  jI.zM  h- ysin6sinccoSi4..^i42  =  K 

wenn 

Ä'  =  cosa  —  cos&cosc  +  (a2-&2-c2)^^r 
gesetzt  wird.  Aus  den  Reihen 

sind  =  «(l-|a2-l-^«4  +  •  ) 
cos  a  =  1  —  j  a2+  ~  a4  —  ^  a"  +  . 
folgt  aber  leicht,  wenn  man  sie  auf  6  und  c  anwendet, 

cos 6  cos  c  =  1  —  y &2  —  Y  cl  +  i'4  &l  +  {^cJ+^c< 


1 6  sin  c 


woraus 

-ra«,+Hi*,*,  +  5«,*v+Bi*e' 

folgt.  Die  Gleichung  (95)  giebt  aber 

sin  2b  sin  2c  sin  2A  =  i  —  cos  2o  —  cos  26  —  cos  Jc  +  2  cos  a  cos  6  cos  c 
die  durch  die  Substitution  der  obigen  Reihen  in 
sinJ6sin2csin2A  =  —  |a«  -h  1  «2&2-|-  |  aV—  -J-6'  -h    &2c2  —  |  c« 

+  Ifl«_  1  a«62  —  -  aV2  —  -  a26»  —  —  a262c2  —  a2c* 

T44  44  UW        44     1        44  *  44ul/ 

44°         44  °C        44  °C  +44C 

ubergeht ,  und  die  Division  des  vorstehenden  Ausdrucks  von  K  durch 
diesen  giebt 

K  =  -  ±  sin  2& sin  2c  sin  M  j  i  -h  jj  a1  + 1 62 -|-  ±  c2 

Da  nun  in  dem  mit  ./A2  multiplicirten  Gliede  des  oben  für  erhal- 
tenen Ausdrucks  die  Substitution 
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sin&sinccosA  =  -|«2  +  {t2  +  {  c1 
ausreichend  genau  ist,  so  erhält  man 

sin  b  sin  c  sin  A .  JA  —  |  (a2  -  62  —  c2 )  JA* 

=  -|sin2tsin2csin2Ajl-H^a2  +  ^62H-^c*J 
woraus  auf  bekannte  Art 

JA  =  _lsin6sincsinAp  +  i<lfl2  +  ^ft2  +  ^c2J 

folgt. 


80. 

Um  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  für  JA  von  der  Fläche  des 
sphärischen  Dreiecks  abhangig  zu  machen,  gehe  ich  von  der  bekannten 
Gleichung 

A+B  +  C=  180°+  A 
aus,  in  welcher  diese  Fläche  mit  A  bezeichnet  ist.  Setzt  man 

A»-hB  +  C  =  180° 
so  wird  A  =  Ao+  A.  und 

sin  A  —  sin  A0  ■+■  A  cos  A0  —  y  A2sin  A0 

cosA  =  cosA—  AsinAo  — y  A2cosA0 
Die  trigonometrische  Gleichung 

cos  b  sin  A  sin  C  =  cos  ß  -l-  cos  A  cos  C 

wird  hiedurch 

cos&fl-l-A^—  -  A2>i  =  4  —  A—  —  -  A*coaA' cosC 
cost^i-t-^  sin^      ,  a  )  —  i  sinC      t  Ii  8in^81n(; 

deren  Entwicklung  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 

i  A       sinB  «  cos/?       .     A  «  cos^,  sin  ß 

cos6=  1-  +  -  A2ijH1-inrü-h  A28in%8inC 

giebt.  Es  wird  also  auch 

_:_«.        a  a      sin*     { i       1    a  «»SÄ  cosA       4    .       sinff  ) 

sin2&  =  äA^^cp-TA^-  A-ii^-TA^^^e) 

und  eliminirt  man  hieraus  A  innerhalb  der  Klammern  durch  die  bis  auf 
Grössen  vierter  Ordnung  richtigen  Gleichungen 

und  cosß  nebst  cosA0  durch 
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accosB  =      |a2—  ~b^  {  c* 


t    bc  cos  An  =  —ja1+~b1+±c,t 
dann  ergiebt  sich 

«-«Air!  ,!<  +  >-4  »— 1 


Bin  4»  sin  C(        ■  "       B  8 


und  ebenso,  oder  durch  blose  Vertauschung  der  Buchstaben  wird 
sin 2c  =  2A  —  ^  f  I  H-  v  «2  -  j -  }  c»  I 

i— *  sin  4)110  ö  (  •  8  8  ) 

Diese  beiden  Gleichungen  .«eben 

sintsinrsinA,  =  *A  jl  +  y«2—  '  **— yC*  j 

aber 

sin  b  sine  sin  An  —  sin  6  sine  sin  A  —  &bc cos  A„ 

=  sin  b  sin  c sin  A  ■+■  ~  A  (°2  —  l>!  —  c2) 

und  folglich  wird 

sin  b sin  esin  A  =  2  A  j  1  —  j  a2  —  ¥  &a  —  j  c1  j 

Hiemit  kann  man  A  in  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  Tür  .JA 
einfuhren,  und  durch  Verlauschung  der  Buchstaben  erhält  man  hierauf 
ahnliche  Ausdrucke  für  JB  und  JC.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  diese 
Ausdrücke  die  Winkehinderungen  in  Secunden  angeben  sollen,  so  muss 
A  auch  in  Secunden  ausgedrückt  werden,  und  nimmt  man  ferner  an, 
dass  die  Dreiecksseiten  in  irgend  einem  Linearmaasse  ausgedrückt  seien, 
so  muss  man  sie  mit  dem  in  demselben  Maasse  auszudrückenden  Halb- 
messer der  Kugel,  den  ich  mit  B  bezeichnen  werde,  dividiren.  Die  Aus- 
drucke für  JA,  JB,  JC  werden  demnach  die  folgenden 

JA   =    —  —  A  j  1  —  JJjP  +  J^,  +  j^p  J 

(96)    .     •    ^--i-A^  +  ^-^+^j 

JC  -  -  7  A  j  1  +  WW  +  MTf,  -  ioi } 

LttSSt  man  hierin  die  Grössen  vierter  Ordnung  weg,  so  entsieht  daraus 
der  bekannte  Legendre'sche  Satz,  und  ausserdem  bekommt  man  aus 
denselben 

JA  +  JB  +  JC  =  —  A 
welche  Gleichung  sich  von  selbst  versieht. 
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81. 

Wenn  die  Dreiecke  nicht  grösser  sind ,  als  dass  man  in  den  Aus- 
drücken (90)  mit  den  Gliedern  niedrigster  (zweiter)  Ordnung  ausreicht, 
so  ist  es  auch  ausreichend 

A  =  r^sini,  oder  =  r^sinß  ,  oder  =  r^sinC 

zu  setzen,  wo  wieder  r  =  206265"  ist,  sind  aber  die  Dreiecke  so  gross, 
dass  die  Glieder  vierter  Ordnung  der  Ausdrücke  (06)  merklich  werden, 
so  muss  A  •  ,,m  die  zu  erreichende  Genauigkeit  nicht  illusorisch  zu 
machen,  genauer  berechnet  werden. 

Ich  will  hievon  Gelegenheit  nehmen  die  einfachen  und  strengen 
Ausdrucke  für  den  sphärischen  Ueberschuss,  die  man  immer  noch  selten 
in  den  Handbüchern  findet,  auf  kurze  Weise  abzuleiten.  Nehmen  wir 
wieder  die  Gleichung 

A  +  B  +  C  =  180«+  A 

vor,  dann  kann  man  die  allbekannten  Gleichungen,  die  dazu  dienen  um 
aus  den  gegebenen  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  die  Seiten  zu 
erhallen,  wie  folgt  stellen, 

sin|  Acos|(AH-ß— Q  =  sinAsinßsin2~c 

siny  A  cos       —  B+C,  =  sin  jlsinCsin2  4  h 

sinßsinCcos{fl  =  COSy(l+Ä—  C)cos  -€{A— B+C) 

Mulliplicirl  man  diese  drei  Gleichungen,  Seite  für  Seile,  niil  einander, 
so  erhüll  man,  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  dem  Produkt 
sogleich 

cos yasin  J  A  =  siny bsin  jCBinA     .    .    .  (07) 

die  nach  der  Division  durch  cos  f-a  schon  eine  einfache  und  strenge 

Formel  zur  Berechnung  des  sphärischen  Ueberschusses  wird.  Sie  ist 
indes  nicht  allgemein  anwendbar,  da  sie  in  den  Füllen,  in  welchen  sich 
A  nicht  sehr  weit  von  180°  entfernt,  nur  wenig  genaue  Resultate  geben 
kann.  Man  kann  sie  aber  durch  die  folgende  Umformung  auf  alle  Fülle 
anwendbar  machen.  Sie  giebt  zuerst 

cos2-J-<icos2yA  —  cos2-^«  —  sin2y&sin2YCsinl4 
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deren  rechte  Seite  durch  Zuziehung  der  Gleichung 

cos  a  =  cos  b  cos  c  •+■  sin  6  sin  c  cos  A 

zu  einem  vollkommenen  Quadrat  gemacht  werden  kann.  Diese  letztere 
verwandelt  man  leicht  in 

cos2To  =  cos2y&cos2yC  +  sin2y6sin2yC 

-+-2siiiy  6cos^  sin  b  yccosy  ccos  A 

und  eliminirt  man  hiemit  cos2 yd  aus  der  rechten  Seite  der  vorher- 
gehenden, so  ergiebt  sich  nach  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel 

(98)  cos  TacosT  A  =  cos  ~  b  cos  ~  c     sin  ~  b  sin  j  c  cos  A 
Die  Division  der  (97)  durch  diese  giebt 

,  tgyMgycsini 

tgTA  -       t  «  

1  +  tg  —  b  tg  —  c  cos  ^ 

die  in  allen  Fallen  ein  möglichst  genaues  Resultat  gewahrt,  und  sich 
Überdies  in  eine,  nach  einem  sehr  einfachen  Gesetz  fortschreitende  Reihe 
auflösen  lüssl,  von  welcher  jedoch  hier  abgesehen  werden  soll.  Es 
giebt  aber  noch  eine  einfachere  Formel  für  die  Berechnung  von  A>  die 
sich  aus  den  vorhergehenden  auf  folgende  Weise  ableiten  lassl. 

Eliminirt  man  A  aus  der  (97)  durch  die  folgenden  bekannten  Glei- 
chungen 

nnc2_i  A  —  sin  *  si"  c;n2±i  _  sin  [t-b]  sin  \t-c) 

COS  sin  6  «ine     '     Sl"    iA~  sTnfcsinc 

wo  s=y  (a+6-l-c)  ist,  so  ergiebt  sich 

(99)  .    .  cos  T  a  sin  1  A  =  jgfglEpEB  si" 

a  cos  —  6  cos  —  c 

Z  3 

eliminirt  man  auf  gleiche  Weise  auch  A  aus  der  (98),  so  wird 

<            i    A               1  ii  .    \         sin  *  sin  [t—a\ 
COSydCOSy  A  —  COSy  (öH-c)  +  -  ■-  { 

«COSyfccOSyC 

und  durch  Hülfe  der  identischen  Gleichungen 

2  cos 2  J  a  =  cos  -  A  -»-  1 
cosy  a  •+•  cosy  (6+c)  =  2cosy»cos|(s— a) 
entsteht  hieraus 
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cos  —  6  cos  —  c  +  sin  —  isin  —  it-a) 

cosTacos2TA  = —  —4  j  cosy«cosy(«  — a) 

cos  —  b  cos  y  c 

Es  sind  aber  auch 

COSyO        COSyC         =  y  cosy  y  cosy  (6— c) 

siüT«       8inT(«-a)  =  TcosTa  -lcos±(6+c) 

cos  y  (i — ö)  cos  y  (* — c)  =  y  cos  y  a       -+-  y  cos  —  (6— c) 

identische  Gleichungen ,  und  vergleicht  man  diese  mit  dem  vorstehen- 
den Ausdr.uck  für  cos  ya  cos2-J-  A  »  so  wird  man  ohne  Weiteres  ge- 
wahr, dass  daraus 

.      cos  4  *  cos  4-  ('-«»)  co84-  ''-v co9  4-  (,_c) 

cosyacos'yA  -  —  — -t  

COS  y  6  COS  y  C 

folgt.  Dividirt  man  die  (99)  mit  dieser,  so  ergiebt  sich  schliesslich  durch 
eine  einfache  Reduction 


tg|  A  -  }Ag  y  •  tg  1  (,-a)  lg  y  (t-6)  tg  i  (#-«)     (1 00) 
die  auch  stets  sicher  angewandt  werden  kann. 


82. 

In  der  Geodäsie  wird  man  wohl  selten  in  die  Nothwendigkeit  ver- 
setzt werden,  von  den  eben  abgeleiteten  Formeln  zur  Berechnung  des 
sphärischen  Ueberschusses  Gebrauch  machen  zu  müssen,  sondern  sich 
in  den  Fällen,  in  welchen  die  zu  Anfang  des  vor.  Art.  angeführten  Nähe- 
rungsformeln nicht  ausreichend  befunden  werden  sollten,  mit  einem 
Ausdruck  begnügen  können,  welcher  denselben  Grad  der  Genauigkeit 
besitzt,  wie  die  Ausdrücke  (96),  mit  anderen  Worten,  welcher  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Einen  solchen  kann  man  leicht 
aus  der  Gleichung  (97)  ableiten,  und  es  macht  wenig  Mühe  in  demsel- 
ben auch  die  Glieder  sechster  Ordnung  mit  aufzunehmen,  weshalb  dieses 
hier  geschehen  soll.  Bekannte  Reihen  sind 

Abh.odl.  d.  K  S.  Ct««ll»ch  d.  Wi««*o»eh.  XIII.  8 
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cos|a  =  |-i.^+5L«< 

wenn  man  der  Kürze  wegen  den  Divisor  R  und  dessen  Potenzen  weg- 
lässt.  die  schliesslich  leicht  hinzugefugt  werden  können.  Multiplicirt 
man  die  beiden  ersten  Reihen  mit  einander,  und  dividirt  das  Produkt 
mit  der  dritten,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (97) 

siu  7  A  =T6csin  A  j  1  +  i  a*  -  1 62  -  £  c2 

Aber  mit  hier  hinreichender  Genauigkeit  ist 

sinTA=|A-^A3 

und 

A3  =  y63c3sin3il  =  y6csin  A  ^  6c  sin  A^2 

Eliminirt  man  hier  die  Function  innerhalb  der  Klammern  durch  die 
Gleichung 

26c  cosA  =  62  +  cJ  —  a2 

so  wird 

A s  =  1 6c  sin  A  { - 1  a«  -|-  j'a262  +  {  a2c2  - 1 6«  + 1 62c2  -  1  c«  ] 

Die  Substitution  dieser  Ausdrucke  in  den  für  sin  y  A  .  und  die  Ergän- 
zung der  oben  ausgelassenen  Divisoren  giebt  sogleich 

A  =|6csiDA  j  l+ni-^-iä 

"*"96fl'         480*4        144fl*  480ft4j 

woraus  durch  die  Vertauschung  der  Buchstaben  die  folgenden  hervor- 
gehen : 

480/?*       96  ft*        <44Ä*  480ft*| 


A  =  To6sinC(  1  — — + 

480  fl*        480  Ä*  **"  144A 


»44**    T"  *Ö/<' 
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Diese  Ausdrucke  sind  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  genau,  und  es 
ist  in  denselben  vorausgesetzt  dass  A  in  demselben  Linearmaasse  aus- 
gedrückt werde  wie  die  Dreiecksseiten. 


83. 

Mit  üebergehung  der  Glieder  sechster  Ordnung  Jossl  sich  hieraus 
noch  ein  Ausdruck  ftir  A  ableiten,  welcher  sich  besonders  zur  An- 
wendung eignet.  Setzt  man  zur  Abkürzung,  und  um  A  in  Secunden 
ausgedrückt  zu  erhalten 

( Aa)  =      bc  sin  A 

und  nimmt  auf  die  folgenden  Ausdrücke,  die  bis  auf  Grössen  vierter 
Ordnung  richtig  sind.  Bedacht 

fl  .  *  Aa  smM  V_  _  »(Aa)  sin  fl  ,  <?_  8fAa}  sinC 
«*         rsinßsmC  '     H*         rsioJsinC'     R*  rsinisinÄ 

so  wird  der  erste  der  Ausdrücke  für  A  des  vor.  Art. 


A  — (A")t  <Sf.  «n^sinÄsinC 

Da  aber  jetzt  in  den  Gliedern  vierter  Ordnung 

A  +  B  -f-  C  =  180° 
gesetzt  werden  darf,  so  wird,  wie  leicht  zu  beweisen  ist, 

sin'A  —  sin2ß  —  sin2C  =  —  2  cos  A  sin  B  sit  C 
und  man  bekommt  folglich 

zur  Anwendung  in  den  Ausdrücken  (96)  hinreichend  genau,  da  er  bis 
auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Durch  die  Vertauschung  der 
Buchstaben  erhält  man  hieraus  die  folgenden 

(Ab)  =Tv°c  sin  B 


(Ac)  =  -{zrab  sin  C 


und 


A  —  f  A  A  _•_  »inC  (Ac)*  r 

A  =  (AC)  ■+■         »iu  i<  »in  B  ~"  "6T  cot«  c 

Unter  diesen  drei  Systemen  von  Formeln  kann  man  in  der  Anwendung 

beliebig  wählen. 

8* 
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84. 

Die  Uhnliche  Reduction  des  sphüroidischen  Dreiecks  auf  dem  Re- 
volutionsellipsoid  auf  das  sphärische  lässt  sich  nicht  so  einfach  aus- 
fuhren, obgleich  das  Resultat  derselben,  wenigstens  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung,  sehr  einfach  ist,  und  in  der  Form  Aehnlichkeit  mit 
dem  vorhergehenden  hat. 


In  der  vorstehenden  Figur  sei  P  der  Nordpol  des  Ellipsoids,  PA, 
PB,  PC  drei  Meridiane,  auf  welchen  die  Ecken  des  allgemeinen  sphä- 
roidischen  Dreiecks  DEF  liegen.  Die  reducirtcn  Breiten  dieser  Ecken 
und  die  Längenunterschiede  derselben  seien 

PD  =  90»  —  ß  ,  APB  *  A' 
PE  =  90°  —  ß' ,  BPC  =  X 
PF  =  90°  —  ß\  APC  =  r 

Die  Dreiecksseiten  und  Winkel  seien 

FE  =  a  ,  FDE  =  n 
DF=ö'  ,  DEF  =  n 
DE  ss  a"  y  DFE  =  n 

und  es  wird  angenommen,  dass  diese  Seilen  in  Bogentbeilen  des  Aequa- 
tors  ausgedruckt  seien.  Die  Azimulhe  sollen  wieder  alle  vom  Südpunkt 
des  Horizonts  in  einer  und  derselben  Richtung  durch  den  ganzen  tm- 


Digitized  by  Google 


Geodätische  Uktebsüchcngen.  Ml 

kreis  gezahlt  werden ,  wendet  man  daher  auch  in  Bezug  auf  diese  die 
im  Art.  76  eingeführte  Bezeichnung  an,  so  wird 

ADF  =  a  ,  BFE  mm  un  ,   FEP      180°  =  a 

ADE  =  a  ,  DFP  -h  1 80°  =  a ' ,  DEP  +  1 80°  =a' 

Man  erkennt  hierauf  leicht  aus  der  Figur  dass 

«  i 
n  =  a    —  et 


n  mm  a ,  —  «„ 


so  wie 

Die  im  Vorgehenden  eingeführten  Hülfsbögen  %  und  cu  sollen  auf  die- 
selbe Weise  theils  ohne  Striche,  theils  mit  einem,  theils  mit  zwei  Strichen 
bezeichnet  werden.  Auch  wird  jetzt 

w  =  A  ■+-  Jio 
»"  mm  r  + 


85. 

Bildet  man  nun  für  je  zwei  der  Dreieckspunkte  DEF  das  im  Art.  27 
eingeführte  sphärische  Dreieck,  so  wird  man  drei  sphärische  Dreiecke 
erhalten,  in  welchen  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel 
die  folgenden  sind. 

(       90«  —  g'      90o  _  0  x 
zu  FPE  gehörig  \        *        P  '    ™       P  * 
0       ö  ]      <  80o  -h  «  ,  1 80o  —  «  ,  o> 

zu  ZW  gehörig  j 


zu  DPE  gehörig 


180o  h-  «      180«  —  «'  ,  w' 

90o  —  /f  ,  90o  —  ß  ,  / 
|80o  _         _  180»  +  w" 


Von  den  in  diesen  Dreiecken  stntt  findenden  Relationen  werden  für 
unsern  Zweck  die  folgendeu  gebraucht. 
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sin  /  sin  a  s     cos ß?  sin  » 

sin/ cos«  =  —  cos/S  sin/?" •+• sin/? cos /S" cos w' 

sin/' 6ina"=s      cos/?*  sin»" 

sin/'cosa"  =  — cosß  sin/?' -+-sin  ßcosfi  cosw" 

cos  /         =      sin  /?  sin  ß"  ■+•  cos  /?  cos  (P  cos  »' 

cos/        =      sin/?  sin /?  -+- cos/? cos/?'  cos w" 

cos*         =  sin^sin/^'-i-cos^cos^'cost» 

aus  welchen,  wegen  n  =  a"  —  «  leicht 

cos  /  cos /'+ sin /sin/' cos  n  =  cos      cos  (f  cos/?"}  cos  (o>" — o/) — cos»| 

folgt.   Sei  nun 

a  =  x  +       ,  o'  =  /  •+•  ^/ff'  ,  o"  =  /'  +  4o" 

so  ergiebt  die  oben  erhaltene  Gleichung 

cos (<t'  —  Ja)  cos  (<j"  —  Ja")  +  sin  (ff  —  Ja)  sin  (o"  —  ^/o") cosn 
=  cos  (ff  — Ja)  ■+■  cosßf  cos/?"  |cos  (A  ■+■  Ja"  —  Ja)  —  cos  (X  •+■  Jm)\ 

welches  eine  strenge  Relation  im  allgemeinen  sphäroidischen  Dreieck  ist. 
Nehmen  wir  nun  ein  sphärisches  Dreieck  an,  welches  dieselben  Seiten 
wie  das  sphäroidische,  aber  die  Winkel  n  Jn,  n  ■+■  Jri,  n"  -+-  Jn" 
hat,  so  giebt  dieses  die  Gleichung 

cos  ff'  cos  ff"  ■+-  sin  a  sin  ff"  cos  (n  ■+•  Jn)  =  cos  o 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  muss  der  Ausdruck  von  Jn  er- 
mittelt werden. 

86. 

Entwickelt  man  die  beiden  eben  gefundenen  Gleichungen  indem 
man  blos  auf  die  erste  Potenz  der  mit  vorgesetztem  J  bezeichneten 
Incrementc  Rücksicht  nimmt,  so  wird  die  Gleichung  des  sphäroidischen 
Dreiecks 

cos  o'  cos  o"  ■+■  sin  a  sin  o"  cos  n 

{sin  x  cos  /—cos/  sin  /  cos  n  \  Jo'+  j  cos /sin  /—sin  /  cos/cos  n\Ja" 
=  cos  ff'  -I-  sin  jfz/ff  -f-  cos/?" cos ßf'sin  n  { Ja  ■+-  Ja  —  Jan" } 

da  man  wegen  der  Uebergehung  der  Quadrateder  Incremente  /,  /,  «. 
bez.  statt  a,  a,  ff",  A  setzen,  und  überhaupt  die  Coefficienten  der  Incre- 
mente so  behandeln  darf,  als  gehörten  sie  dem  sphärischen  Dreieck  an. 
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welches  die  Seiten  %%  %,  %  und  die  Winkel  n,  n\  n  hat.  Dieses  Drei- 
eck giebt  aber 

sin x cos n  =  sin /cos/  —  cos  %  sin  %  cos n 
sin  x  cos  n  =  cos  %  sin  jr"  —  sin  /  cos  %  cos  n 
und  folglich  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  über, 
cos  a  cos  a  -+-  sin  a  sin  a  cos  n  ■+-  sin  *  cos  n  Ja'  ■+■  sin  #  cos  n  ^o" 
=  coso'     sinj^/o  «+■  cos/? cos/?*  {Ja      Ja  —  Jan") 

Die  Gleichung  des  vor.  Art.  für  das  correspondirende  sphärische  Drei- 
eck wird  durch  ein  einfaches  Verfahren 

cos  a  cos  a  •+•  sin  a  sin  a  cos  n  —  sin  %  sin  %  sin  nJn  =  cos  a 

und  wenn  man  erwögt,  dass  in  dem  jetzt  eingeführten  sphärischen  Drei- 
eck die  Relationen 

sin/          sin/'  «in/" 

Bio  n        sint»;  sinn" 

statt  finden ,  so  erhalt  man  aus  dem  Unterschied  der  beiden  eben  ent- 
wickelten Gleichungen 

A  i         l  Ja  ,         «  Ja'  ,   ■     tf  Ja"  ) 

Jn  =  — ,  n-!sinn~r—  sinn  cos»  - — >  —  cos»  sinn  -r— -„[ 

sinn  sinn   (         sin/  sin/  mh/  S 

»in/  sin/" sin ni  ^W  +  ^  —  J(0  \  ' 

Auf  dieselbe  Art  bekommt  man  ausserdem 

-  ii^kr-|sin  »'s?  - cosn  sin  n"  as?  " sin  n  cos  n" 

cos,  cos/T  sin  >,'(  ^  ^  ,  _  j  .\ 
sin/ sin/' sinn"  (  ) 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  dritte  dieser  Gleichungen  aus  den 
beiden  andern  deshalb  nicht  durch  die  Vertauschung  der  Buchstaben 
erhalten  werden  kann,  weil  die  Gleichung  A"  =  A  X  die  betreffende 
Vertauschung  nicht  zulüsst. 


87. 

Die  Reductionen,  die  zur  Entwickelung  der  eben  erhaltenen  Glei- 
chungen erforderlich  sind,  fuhren  sich  weit  leichter  aus,  wenn  man  statt 
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des  bis  jetzt  betrachteten  allgemeinen  sphäroidischen  Dreiecks  das  be- 
sondere Dreieck  betrachtet,  in  welchem  die  eine  Seile  ein  Meridianbogen 
ist.  Der  Uebergang  vom  besonderen  zum  allgemeinen  Dreieck  ist  mich 
dem  Schlüsse  der  Entwickelungen  leicht  zu  bewerkstelligen. 

Man  verlängere  die  Dreiecksseite  FE  der  Figur  des  Art.  84  bis  in 
G,  wo  «ie  den  Meridian  PA  schneidet  und  bezeichne  die  reducirte 
Breite  dieses  Durchschniltspunkts  mit  m\  so  wie  den  Winkel  PGE  mit  m. 
Hiemit  hat  man  das  besondere  sphäroidische  Dreieck  EDG  erhallen,  in 
welchem,  ausser  den  schon  eingeführten  Beziehungen  die  Seiten 

EG  =  2  ,  DG  =  T 

gesetzt  werden  sollen.  Die  zu  2'  und  21  gehörigen,  dem  Bogen  %  ana- 
logen, Bögen  sollen  tp  und  <p'  genannt  werden.  Da  nun  ausserdem  der 
Dreieckswinkel  n  in  a  übergeht,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  des 
vor.  Art.  für  Jn  in  die  folgende, 

/iai\     >  •  '       (  •     •  42  >  äX'  >  •      Ji"  ) 

(,01)  Ja  ^-s^^\wu  ^^mn  ^ms^mnmnm^\ 

+  .iny..i„/Q-nV \J*  —  Jw  ) 

indem  jetzt  J<a  =  0  ist,  da  die  Punkte  D  und  G  in  Einem  Meridian 
liegen. 

88. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  (17)  vor,  die  mit  Uebergchung  der  mit 
e*  und  e6  multiplicirlen  Glieder  folgender  Maassen  gestellt  werden  kann, 

o  =  (l  —  y  e1  +  -i  *2)  x  +  7  *2  cos  (2  <p'  +  %)  sin  X 

und  in  welcher,  der  genannten  Uebergehungen  wegen,  k  =  e  sin  ß9  an- 
genommen werden  darf.  Eliminirt  man  hieraus  ß0  und  g>'  durch  die 
Gleichungen  (i  5),  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an, 

0=(l  —  |  e1 — -J-eIcos2/?'  sinla' jj-H-J-e^sin2/?' — cos2,?'  cos2«')  sin  %  cos  x 

—  y  el  sin  f  cos    cos  a  sin 2  x 

wo  den  Bezeichnungen  des  ersten  Abschnittes  gemäss  (?  und  a  dem 
Anfangspunkt  von  a  angehören.  Aendert  man  nun  diese  Bezeichnungen 
in  die  hier  eingeführten  ab,  und  bedenkt  dass  2''  ein  Meridianbogen  ist, 
so  findet  man  leicht  dass 
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um  42  zu  erhalten 

tfinw,  a' in  180°  —  m,  %  in  9> 
um  ^/JS"  zu  erhalten 

ß'  in  ß,  a  in  0  ,  ^iny' 
um  ^/a"  zu  erhalten 

ß  m  ß,  a  in  a  ,  x  in  * 
verwandelt  werden  müssen.   Man  bekommt  daher  die  folgenden  Aus- 

d^ttclie•      -^  =  -Te,('+c0äl«'sin2mh^ 

+  |eJ(l  —  cos 2u> (2  —  sin 2m))  cos 9 
+  JC1  sin  w  cos tt>  cos m  sin  q> 

£V -  - 7 e' +       (1  -  2 cos ^)  cos <p 

— -^sin^cos/Ssinqp'    .    .    .    (1 02) 

^p-=-TeJ(1  +cos2/?sinV)^p: 

+ 1  e%  ( |  _  cos l/?  (2  —  sin  V))  cos  / 

—  je2  sin ^ cos/?  cosa" sin/  (103) 

Da  nun  hier 

w  =  ß  -  q>' 

wird,  so  erhält  man 

cos  ho  =  cos  2/9  -h  2  sin  /?  cos/?  sin  9  cosy'  -|-  sin  hp  —  2  cos  2ß  sin  V 
sin«;cosi0=sin/?cos/?-l-sin<p'cosy' — 2cos2/?siny'cosy' — 2sin/?cos/?sin  2<p 

Eliminirt  man  hiemit  w  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  J2,  und 
nimmt  auf  die  Gleichungen 

cos  a  sin  %  =  cos  (p  sin  <p  —  sin  tp  cos  <p  cos  m 
cos  /  =  cos  (p  cos  qp'  ■+•  sin  (p  sin  <p'cos  m 
Rücksicht,  so  bekommt  man  sehr  leicht  den  folgenden  Ausdruck 
^=  _  1  e\\  -hsin^msinV)^  -  -  |e2cos2* (1  -%**f)**m£i  (104) 


— -  e2  sin 


ß  cos/?sin  hn  sin  <p'  cos  (p'-^~ 

•+■  -r  e1  {cos  (p  -+•  sin    cos (p  sin  2<p'  —  2  cos a  sin  <p' sin / ! 

— j  e2cos2/?[2cosy-sin2mcosy+2sin2mcosysin2«/j'-  4cos«"siny'sin/| 

-I-  j  e1  sin/?  cos/?  }cos  m  si  n  9? — 2  sin  <p'cos  /-hsin  %» cos  y  sin    cosqp'  j 
der  hiemit  zur  Substitution  in  (101)  vorbereitet  ist. 
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89. 

Die  Gleichung  (20)  wird  nach  der  Elimination  von  ß0 ,  und  wenn 
man  nur  das  mit  eJ  multiplicirte  Glied  beibehalt, 

Jon  ss  y  eJ  cos     sin  a  .  % 

wo  die  Bezeichnungen  wieder  die  des  ersten  Abschnittes  sind.  Durch 
Einführung  der  hier  festgesetzten  Bezeichnungen  ergiebt  sich  aus  diesem 
Ausdruck 

do)  =  |e5  cos  w  sin  m  .  q> 

1w=  y  e2  cos  ß  sin  «"  .  % 

also  nachdem  tf  durch  die  Gleichung 

cos  w  =  cos  ß  cos     ■+■  sin  ß  sin  9/ 
eliminirt  worden  ist, 

dm  — =  —  J  ^cos^sinr/sin/j-^—r,  —  -r£-j  cos  9'  j 

-§-Tc2sm/Jsin«  sin  <p  sin  *  ^ 

wenn  man  auf  die  jetzt  statt  findenden  Relationen 

sin  a           »in  y'    sin*" 

sin  «"  sin  n'  sin  m 

Rücksicht  nimmt.   Da  ferner 

cos  ßf  sin  w  =  sin  m  sin  <p 

ist,  so  bekommt  man 

cos/?' cos  w  sin  w  _^  coste 
sine/  sin^" sinn'  siny' 

und  wenn  wieder  tu  eliminirt  wird, 

cos/J'coswsinw  .      _  _  cos  tf  ' 

«in>  sin /'sinn'   =  8,0  0  +  C0S  ^ 

Die  Mulliplication  giebt  hierauf 

/«n..,  cos /f*  cos  u-  sino»  /  *  *  »>       l    «  •     «  .      »  .  «V 

(1Uoj  ei„  .•  "t>>  ■  -i  da —  da)  =  r-c'sm«  sin»  sinr  -p- 

x       '  sin  7  sin/"  sio  ti  »  '1  '  sin«/) 

-Fß2cosVj    sinn-.-cos<p  j^-^cosy  j-s»n«  s.ny  sinjf-^j 

—  y  eJ sin ^cos ß j  sin  «"  sin  /  j g-^p>—  ^cos    J  —  sin «  cos  ip  sin/^  j 

womit  die  Ausdrücke  aller  aus  (101)  fortzuschaffenden  Functionen  er- 
langt sind. 
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90. 

Die  Substitution  der  Ausdrücke  (102),  (103),  (104),  (105)  io  (101) 
giebt  nun  Ja  in  folgender  Form, 

i.  #•  —  «»  cos  *fl 

^'-awan:H,)+(*)t+-OT=-l»  +  («)l  •  •  «°«) 

4-  e*>\nßcotß 

und  wenn  man  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  so  theilt,  dass  (1),  (2), 
(3)  die  Bögen  a>,  q>\  %  enthalten,  die  (4).  (5),  (6)  hingegen  davon  unab- 
hängig werden,  so  findet  man 

(1 )  mm  -  sin  a  (4  -  sin 2m  sin  V)  £^  +  sin n'cosm  ^,+cos  n  sin m 

(2)  =  —  2 sin a  sin ^ cos «jp'  j_*L  2L_COs q,' 


—  sin  «"sin  "hn  -X-  +  sin  Ja"  cos  n'  sin  m 


sin</  »iny 

(3)  —  -  sin  a  sin n  sin  m  sin  /  j  JL.  _  _J-  cos  <p'  j 

(4)  =  sin  a  cos 9  —  sin  n  cos  m cos y  —  cos  n' sin  m  cos  / 
-I-  sin  a  sin  ^  cos  qp  sin  V  —  2  sin  a"  cos  a"  sin  9'  sin  % 

(5)  =  —  2  sin  u  cos  (p  ■+■  2  sin  n'  cos  f«  cos  9'  -l-  2  cos  n  sin  m  cos  g 

-I-  sin  «"sin2»! cos y  —  2sin«"sin2mcos<p  sin  V 

—  sin  V  cos  n  sin  m  cos    •+■  4  sin  a"  cos  a  sin  9  sin  g" 

(6)  sss  sin  a"  cos  m  sin  9  ■+■  sin  n  cos m  sin  qp'  ■+■  cos  a  cos  n'  sin  m  sin 
-I-  sin  a'sin    cos  qp  sin  q>  cos  9'  —  2  sin  a  sin  9'  cos  % 

die  noch  auf  ihre  einfachste  Form  hinzuführen  sind. 


91. 

Zur  Reduction  des  Coefficienten  (1)  bemerke  ich,  dass  die  sphä 
rische  Trigonometrie  die  Gleichung 

sin  a  cos  q>  =  cos  n  sin  m  ■+■  sin  n  cos  m  cos  <p 

giebt,  und  dass  identisch 

1  —  sin  2m  sin  2(p  =  cos  2qp'  -f-  cos  "hn  sin2  9' 

ist.  Hieniit  erhalt  man  leicht 
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sin  a"  ( I  —  sin  hn  sin  V)  cos  <p'=  cos  n'  sin  m  cos  V+  cos  n'sin  m  cos2»»  sin  V 

-hsin»'cosmcos<jc(1  —  sin^sinV) 
Aber  die  Trigonometrie  giebt  auch 

cos  <p  =  cos  (p  cos  /  -4-  sin    sin  /  cos  a 
cos  a"  es  —  cos  n  cos  m    sin  n  si n  m  cos  tp 

woraus 

■ 

cos  (f  ( I  —  sin  hn  sin  V)  =  cos  tp  cos /  —  cos  n  cos  m  sin  9  sin  % 

folgt.  Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  das  letzte  Glied  der  vorstehenden 
Gleichung,  so  wird  alsbald 

(107)    sin  <*"  (1  — sin  hn  sin  2<p')  ob  cos«'  sin  m  cos  qp'-f-  sinn'  cos  m  cos/ 
womit 

t1) -  \£? -  ii^  cos  V  |  c^n'sin  in  -l-  | gji,  -  -^cos /  }  sin  »'  cos m 
erhallen  wird. 

Den  Ausdruck  des  Coefficienten  (2)  bringt  man  zuerst  leicht  auf 
die  folgende  Form 

(2) -  - ßina'airtnco^' {^«^^'j _  gina'siiiii'siiimBin^'siii^ 
sin  a  sin  m  | sin  a  cos  n'  —  sin  m  cos  ^'  { 

und  wendet  man  hierauf  die  trigonometrische  Gleichung 

sin  m cos  <p  x  sin  a  cos  n  ■+■  cos  a" sin  n  cos / 
an,  so  ergiebl  sich 

(2)  =  -  sin asmhn cos -  S^COS?'  J 

—  sin  a"  cos  a"  sin  »'  sin  »X|  —  sin  «'  sin  »'  sin  m  sin    sin  / 

Der  Coefficient  (3)  hat  oben  schon  seine  einfachste  Form.  Für  den  Coef- 
ficienten (4)  nehme  ich  die  Gleichung  (107)  vor,  die  ich  wie  folgt  stelle, 

sin  a  =  cos  n  sin  m  cos  (p  ■+-  sin  n  cos  m  cos  %      sin  u  sin  hn  sin  2(p 
und  eliminire  damit  das  Glied  sin  «"cos  <p  des  Ausdrucks  für  (4),  wodurch 
(4)  =  —  sin  neos  m(cos  tp  —  cos  r/  cos/) — cos  »'sin  ro{cos  %  —  cos  ^  cos  ij) 

-+-  2  sin  a"  sin     cos  9  sin  V-  2  -s'n    cos  «"sin  7 'sin  / 
entsteht.  Aber  die  Trigonometrie  giebl  auch 

cosy'  =  cos  (f  cos  /  sin  w  sin  OOS ä 
cos  /  =  cos  y  cos  </>'  -f-  sin  ip  sin  <f'  cos  in 
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Durch  Hülfe  dieser,  so  wie  der  Relationen  zwischen  den  Sinussen  der 
Seiten  und  denen  der  Winkel  gehl  der  vorstehende  Ausdruck  in  den 
folgenden  über, 

(4)  =  —  2  sin  «"sin  <p' sin/}  cos  «"+ cos  neos  in  —  sinn'sinmcosyj 
=  0 
da  auch 

cosa"  =  —  cos ri cos m  -+■  sinn' sin m cosqp 

ist.  Diese  letzte  Reduction  hat  uns  auf  die  folgende  Gleichung  geführt. 

sin  a"  cos  q>  —  sin  ri  cos  m  cos  <jp'  —  cos  ri  sin  m  cos  % 
=  —  sin «" sin2»! cos  y  sin  V  ■+-  2 sin  «"cos  «"sin  tf! sin/ 

und  benutzt  man  diese  um  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von 
(5)  fortzuschaffen,  so  wird  sogleich 

(5)  =  sin«"sinm  jsinrocosy  —  sin«"  cos  n' cos /'{ 
==  sin  «"cos «"sinn' sin m 

indem  die  Trigonometrie  auch 

sinmcos</>  =  cos«"sinn'  -f»  sin  a"  cos  n' cos/' 

giebl.  Vermittelst  der  Anwendung  der  Gleichungen 

cos m  sin  <p  =  sin  <p' cos/' — cos  (p  sin  /'cosa" 
cos  m  sin  qp'  =  sin  q>  cos  /'  —  cos  (p  sin  /'  cos  ri 
cosa" sin/'  =  cosysiny'  — sin  q>  cos  <p' cos  m 

auf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  (6).  erhalt  man  ohne  Mühe 

(6)  =  —  sina'cosy'  sin  /'{  cos  a'-h  cos  neos  m  —  sinn'  sinmeosy} 
=  0 

womit  die  Reductionen  ausgeführt  sind. 


92. 


Substituirt  man  jetzt  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  der 
Coefficienten  (1)  bis  (6)  in  (106),  so  ergiebt  sich,  wenn  man  zur  leich- 
teren Uebersieht  die  Bezeichnungen 
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A=   —  coscc'j  colg»'  -h  \~ -i   cosy"lcolg»i 

(sin*        sinr/       ™  J       ~  ^  sin r/        siny        *  )  ° 

D  I  </    „_„    > )  sin  «"  sin  m  r 

+  |l  —  j^r.j  sina'cos«" —  ^^sioa'siiiy'sinx" 

C  =  -  js^T—  ^cos^jsin«"sinX" 
einführt, 

^/a"  =  {e*A+±e*cos2p.B  +  ±eH\nßcosß.C 

Es  ist  hiebei  zu  bemerken ,  dass  wenn  man  die  Seiten  des  spharoidi- 
schen  Dreiecks  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet,  die  beiden 
ersten  Glieder  dieses  Ausdrucks  für  Ja"  von  der  vierten,  das  dritte 
Glied  aber  von  der  fünften  Ordnung  sind. 


93. 

Es  wird  von  Nutzen  sein  auch  die  Ausdrücke  der  beiden  andern 
Winkel  unsers  Dreiecks  in  Function  derselben  reducirlen  Breite  ß  zu 
entwickeln.  Zu  dem  Ende  giebt  der  Ausdruck  des  Art.  86  für  s/n", 
wenn  man  ihn  auf  das  besondere,  jetzt  in  Betracht  stehende  spharoidi- 
sche  Dreieck  anwendet, 

.  *         i  .         sfo"          .  .  ...  .12'  i 

Jm  =  - — TT-. — .  sin  m  -r  -n  —  sin  a  cos  n       —  cos  «  sin  n 


sina  sinn  (  sin/  sin«/.  sin</>  ) 

cosß  cos  ß"  sinw"/  /  >  «x 

-sin^sin/'sina"^-^) 

Da  cos/^sinw"  =  sina"  sin  %  ist,  so  wird  sogleich 

cos/f  cos,«' sin  w"           cos/?  cosflsintn 

sin  «/■'  sin/'  sina"         sin*/'         sin /'sinn' 

Die  Mulliplication  mit  dem  Ausdruck  für  Jv>  des  Art.  89  giebt 
daher 

sin </  sin  /"sin -crw  />  s  *      ■  I      sinn      (sm/        siny        V  ) 

■4-  4    sin  ,?cos  /^sin  «"sin  /  ^ 
Setzt  man  nun  mit  der  nemlichen  Bedingung  wie  oben 

—  e*  —  «*  cos'/»  -  e*8in^cos/» 
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und  substituirt  ausser  dem  eben  entwickelten  Ausdruck  die  (102).  (103), 
(104),  so  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrucke  der  Coefficienten, 

(1)  =  sin^cosn^  +  cosa^mB^-sinm^ 

+  sin  «"  cos  n  sin  *m  sin  V 

(2)  =  sina"cosn'(1 — 2  sin  V)smJm^^  —  sinVsinm^^.. 

+  2sinV'sinnij-C,-^cos^) 

(3)  =  sin  a"cos  n  sin  "hn  sin  <p  cos  9       —  sin  V  sin  n  sin  j  " 

(4)  =  —  sin  a"  cos  n  cos  y  —  cos  a"  sin  n'  cos  9  -I-  sin  m  cos  / 

—  sin  «"cos  n'sin  %i  cos  (p  sin  y  -h  2  sin  «"cos  «"cos  n'sin  y'sin  x" 

(5)  =  2  sin  «"cos n  cos  y  + 2  cos  «"sinn  cos  y  —  2sinrocosx" 

—  sin  «"cos  n  sin %» cos  y  H-  2  sin  «"  cos  »'  sin  *ro cos q> sin  V 

—  4  sin  «"  cos  «"  cos  n  sin  qp  sin  %  ■+•  sin  2a"  sin  mcos  x" 

(6)  =  —  sin  «"cos  n  cos  m  sin  q>  ■+-  Cosa"  sinn  sin  <p  —  cos  «"sin  m  sin  x" 

■+■  2  sin  «"  cos  n'sin  y'cosx" — sin  «"cos  n'sin2«»  cos  (p  sin  ycosy 

die  auf  ihre  einfachste  Form  hinzuführen  sind. 

94. 

Eliminirt  man  vermittelst  der  Gleichung 

sin  m  cos  <p  =  sin  «"  cos  n     cos  a"  sin  »  cos  x" 

den  Factor  sin  a"  cos n'  des  ersten  Gliedes  im  Ausdruck  für  (I),  so  er- 
giebt  sich  sogleich 

(1)  =  -sinm  j^-^cosy  j  ^  cos«" sinn  j8^-5lf-cos/'j 
■+■  sin  a" cos  n'  sin ^  sin  V  . 

Addirt  und  subtrahirt  man  die  Function  sin2«"sinmcosy'  auf  der  rech- 
ten Seite  des  Ausdrucks  für  (2),  und  berücksichtigt  die  Gleichung 

sin  «"cos  <jp  =  cos  n'  sin  m  -|-  sin  n  cos  m  cos  qp 

so  wird 

—  sin  «"sin  n'  sin  m  cos  m  cos  <p 

sin  y 

—  2  sin  «"sin  n'  cos«  sin  m  sin  y'  sin*"  ^ 
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Durch  dieselbe,  eben  angewandte,  Hulfsgleichung  bringt  man  den  Aus- 
druck für  (3)  ohne  Mühe  auf  die  folgende  Form 

(3)  =  —  sin  «"sin  »'sin  m cos m cos  q> sin  <p  cos <j> 

—  sin  Vsin  «'  sin  y  sin  /' 

Die  Gleichung  (107)  giebl  durch  die  Versetzung  der  Buchstaben 

sinm  =  cos«"sm»'cosf/^sm«'Vos»'cos^'-t-sin2»'sinmsmy 

Eliminirt  man  biemit  sinm  im  dritten  Gliede  des  Ausdrucks  des  Coeffi- 
cienten  (4).  und  verfahrt  übrigens  eben  so  wie  oben  bei  der  Reduction 
des  gleichbenannten  Coetticienten,  so  wird 

(4)  =  sin  «"sinm  sin  Y  |sin  «"cos  /'—cos  ri  sinm  cos«; 
=  sin  «" sin  ri  sin  m cos m  sin  y 
da  die  Trigonometrie 

sin  «"cos  /'  =  sin  ri  cos  m  ■+■  cos  ri  sin  m  cos  <p 
giebt.  Hiemit  haben  wir  die  Gleichung 

sin  «"cos  ri  cos  <p  ■+-  cos  «"sin  ri  cos  <p  —  sin  m  cos  /' 
=  —  sin  «"cos  ri  sin  2m  cos  tp  sin  y     2  sin  «"cos  a"  cos  »'  sin  y'  sin  /' 
—  sin  «"sin  ri  sin  m  cos m  sin  y 

erhalten,  und  eliminirt  man  damit  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks 
von  (5),  dann  ergiebl  sich  sogleich 

(5)  =  sin  «"sinm  Jsin  «"cos  /'  —  cos  ri  sinm  cos  g>\ 
—  2 sin  «"sin  ri  sin  m  cos  m  sin  y 

=  sin  «"sin  ri  sin  m  cos  m  —  t  sin  «"  sin  »'  sin  m  cos  m  sin  y 

Die  Aowendung  der  Gleichungen 

cos»  sin«>  =  cosy'sin/'  —  sin y  cos /cos«" 
cos«"  sin  tp  =  cos y  sin/'  —  sin<p  cos /'cos»' 
cos a" sin/'  =  cosy  sin  qp'  —  sin qp  cos tp  cos m 

auf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  für  (ty  giebt  zuerst 

6)  =  sin  «"sin  (p'cos  /'(cos  «'  •+-  cos  a "cos  m 

—  sin  «  "cos  »'sin  hn  cos  \p  sin  g'cos  (p 

und  da 

cos»'  =  —  cos  «"cos  m  -+-  sin  «"sinm  cos  <p 
ist,  so  fulgt  hieraus 
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(6)  =  8ina"sinmsin^p'cosy  jsina'  cosy— cosn'sinmcosyj 
=  sin  a"sin  n  sin  m  cos  m  sin  q>'  cos  <p 
womit  die  Reduclionen  ausgeführt  sind. 

95. 

Substiluirt  man  nun  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  der  Coefficien- 
ten  (1)  bis  (6)  in  (108),  und  setzt  zur  leichtern  Uebersicht 

■+•       sin  n'  cos  n  sin  V'  •+•  sin  m  cos  m  sin  V 

—  2       sin  n'  cos  n  sin  y  —  2  sin  m  cos  m  sin  2</' 

C"  =  j  1  —  ^t^-  cos  (f  j  sin  m  cos  m  sin  qp  cos  y  —       sin  a'sin  V  sin  % 
so  wird  schliesslich 

.^ro  =  |  ett" 1  e' cos 'jJ.F'+je5 sin /J cos ß.  C 

Auch  hier  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  beiden  ersten  Glie- 
der dieses  Ausdrucks  von  der  vierten  Ordnung  sind,  während  das  dritte 
von  der  fünften  ist,  wenn  die  Dreiecksseilen  als  kleine  Grössen  erster 
Ordnung  betrachtet  werden. 

96. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Gleichung  für  Jri  des  Art.  86  vor,  und 
wenden  sie  auf  das  in  Betracht  stehende  besondere  sphäroidische  Drei- 
eck an,  so  geht  sie  wegen  w'=0  in  die  folgende  über, 

Jn  =  siny'slntni  8,nn  «W"  C°S  "  8111  ~  8,0  "  C0Sm^| 

Setzt  man  wieder  hiefür 

—  «*  —  e*cos*ß  — sin/3  cosß 

s«KW)I*£toI«*«I+-=^K»W«>I  (,09> 

und  substiluirt  wieder  die  Ausdrücke  (102),  (103),  (104),  so  bekommt 
man  zuerst 

AUlaodl  d.  K.  S  Oei.ll«*.  d.  \\»*«u«cb    XIII.  9 

Digitized  by  Goo 


P.  A.  Hansen, 


(1)  =  ,i»^oS»^-sm»  ^v  +  cos«-«»*^ 

■+-  sin  «"sin  2ro  cos  m  sin V 

(2)  =  sin a"sin%»  cos m^^H- sin  V'cos  u 'sin  m^^r, 

—  2  sin  «"sin     cos  m  sin  2<p' 

(3)  =  8ino"sinsmcosmsincp'cos9 -r^- 

v  '  y         *  sin  <f> 

(4)  =  —  sina"cosmcosqp-hsin»'cosg>' —  cos  «"sin  m  cos/' 

—  sin  «"sin2»»  cos  m  cos  y  sin  V+  2  sin  «"cos «"cos m  sin  <j' sin/' 

(5)  ss  2  sin  «"cos  m  cos  qp — 2  sin  n'cos  qp'  -h  2  cos  «"sin  ra  cos  % 

—  sin  «"sin  hn  cos  m  cos  y  —  sin  V'cos  «"sin  m  cos/' 

■+-  2  sin  «"sin  ^  cos  m  cos  y  sin  V—  4  sin  «"cos  «"cos  m  sin  «/sin  / 

(6)  =  —  sin  «"cos  ^  sin  q>  —  sin  n'sin  qp'  -+•  cos  2«"sin  m  sin  % 

—  sin  «"sin '^m  cos  m  cos  y  sin    cos  y  -+■  2  sin  «"cos  m  sin  y'  cos  % 

deren  Reduction  fast  ebenso  ausgeführt  weiden  kann,  wie  die  der  vor- 
hergehenden Coeflicienten. 


97. 

Eliminirt  man  durch 

sin  »'cos/  =  sin  «"cos  »H-  cosa" sin  m cos  q>' 

den  Factor  sin a  cos m  des  ersten  Gliedes  des  Ausdrucks  von  (1),  so 
wird  sogleich 

(1 )  «  cos  «sin  m  fe£  -       cos  f  J  -  sin  n  j-?^  -       cos  /  j 
•+-  sih  a'sin  hn  cos  m  sin  y 

Die  Coefficienten  (2)  und  (3)  sind  keiner  weiteren  Reduction  fähig.  Kur 
die  Reduction  des  Ausdrucks  für  (4)  giebt  die  Gleichung  (107)  durch 
die  Versetzung  der  Buchstaben 

(HO)    sin  n  wm  sin  «"cos  m  cos  /  ■+■  cos  «"sin  m  cos  (p  -4-  sin  Vsin  »'sin  *g 

und  eliminirt  man  damit  sinn'  aus  dem  zweiten  Gliede  des  obigen  Aus- 
drucks für  (4),  so  bekommt  man  auf  ähnliche  Art  wie  oben 

(4)  =  sin  «"sin  n' sin  V } sin  «"cos  o/  —  sinw'cosmcosyj 
=  sin  «"sin  «'cos  «'sin  m  sin 2/ 

indem  die  Trigonometrie 
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sin «  cos (p  =  cos n  sin m  +  sinn  cos ro cos (p 
giebt.  Vermittelst  der  Gleichung 

sin  «"cos  m  cos  q>  —  sin  n  cos  <p'  ■+-  cos  «"sin  ro  cos  / 
=  —  sin^sin^wcosmcosysinV-^-SSsina'cosf/cosmsiny'sin/ 
—  sin  «"sin  n  cos  n  sin  m  sin  V 

die  sich  durch  die  eben  ausgeführte  Reduction  ergiebt,  eliminire  man 
die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  (5),  wodurch  auf  einfache 
Weise 

(o)  =  —  sin  «'sin  hn  cos  tn  cos  y>  —  sin2«"cos«"sinrocos/ 
—  2 sin u  sinn' cos n  sin m sin V 

erhalten  wird.  Zur  Reduction  des  Ausdrucks  für  (6)  wende  ich  die  Glei- 
chungen 


cosm  sm<p  =  sio  tp  cos*  —  cosy  sin  %  cos« 
cos«"  sin  %  =  coso>  siny'  —  sin  (p  cos  cosm 
nebst  der  oben  erhaltenen  (1 10)  an,  und  bekomme  damit 

(6)  ae  —  sin  «"  sin2»!  cosm  cos  <p  sin  <p  cos  <p 
—  sin  V sin  rosin  V sin/ 
womit  auch  diese  Reductionen  ausgeführt  sind. 


98. 

Setzt  man  nun  aus  demselben  Grunde  wie  oben 

l'  V  *  \  »in«' 


-+-  -r^-  sin  m  cos  m  sin  V  4-  sin  n'  cos n  sin  V 

B  =  j^-cos/Jsin«"cos«"+ j^-cosyjsinmcosm 

—  2  jjj-  sin  m  cos  m  sin  V  —  2  sin  n'  cos  n'  sin  V 

C  =         — cosoj  sinrocosrosiny'cos^' —  sin  «"sin 2qp' sin/ 

dann  ergiebt  sich  schliesslich 

Jri  =  }c2A'  +  {e2cos2£.ff  +  ~e2sin,?cos/?.C' 

Auch  hier  sieht  man  sogleich,  dass  die  Ordnungen  der  Glieder  dieselben 
sind  wie  bei  den  vorher  entwickelten  Ausdrücken. 

9- 
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99. 

Es  sollen  jetzt  die  Dreieoksscitcn  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung 
betrachtet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  die  im  Vorhergehenden  er- 
langten Ausdrücke  der  Winkeländerungen  bis  auf  Grössen  sechsler 
Ordnung  entwickelt  werden.  Die  Coeflicienten  A,  ß,  C,  Ä,  etc.  von  e2 
brauchen  zu  dem  Ende  nur  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  entwickelt 
zu  werden.  Aber  statt  der  Entwicklung  der  einzelnen  Incremente  Ju, 
Jri,  z/m,  werde  ich  die  der  Function  ZJu" — Jri — z/m  vornehmen, 
die  die  merkwürdige  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Glieder  fünfter  Ord- 
nung in  derselben  Null  sind.  Setzt  man 

3Ja—Jri—Jm  —  ^  c7K+  j^cos^.L-h-e^in^cos/S.A/ 

so  geben  die  unveränderten  Ausdrücke  der  Artt.  92,  95,  98, 

Ä"  =  j^-^  —  rr^- cos tp  \  jßcotg n'H  "II1!1  ,  —  cotgtt") 

(sin/"       Sin  if         "  H  sin«  sinn  ^  ) 

+  |s&  -a&  ««*,,J{»<*B»+aOT=-«*«"  J 

—  ( 1  -+-        jsin m  cos m sin  V  -+-  sin  n  cos n  sin  V  J 

Li    y"  u»  'I/o  '   .   j  \  sin  «"sin  m 

"h  i  30~  t^)~(^~cos/)lsinaWcosa" 

—  3 sTnV sin«"sin  V'«1»  /  -  0  -«-  i^)  (<  -  C0SV) sinm cosm 
•+•  2(l-f-^^r)  j  sinm  cosm  sin  2<jp'-»-sinn '  cos  n' sin  V{ 

M  =  -  3!^-^cos^lsina"sin^ 

—  O^sTny)  ^  —  cos  9)  sinwcof »81119 cot 9' 

100. 

Bei  der  Entwicklung  dieser  CoefGcienlen,  die  alle  mindestens  von 
der  zweiten  Ordnung  sind,  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  ist  vor 
Allem  zu  bemerken,  dass  die  Seilen  und  Winkel  so  angesehen  werden 
dürfen,  als  gehörten  sie  einem  ebenen  Dreieck  an.  Es  folgt  dieses  dar- 
aus, dass  ein  ebenes,  und  ein  sphärisches  Dreieck  von  gleichen  Seilen 
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in  den  Winkeln  nur  am  Grössen  zweiter  Ordnung  von  einander  ver- 
schieden sind,  wenn  die  Seiten  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  be- 
trachtet werden.  Es  darf  daher  in  den  folgenden  Entwicklungen 

a"  +  180°  (111) 

angenommen  werden,  und  demzufolge  wird 

3  cot«  n'  +  rto^L»'  -  colS  «"  =  *  colg  n' 

3col8w  +  ^iL-cotg«"  =  icotgm 
und  man  findet  ferner 

Bezeichnet  man  nun  die  Fläche  des  Dreiecks  DEG  der  Figur  des  Art. 
84  mit  F,  so  ist  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung 

aj?    oSinn'sinro  -,sina"sinm         «,,$in  a"  sin  n' 

T     sin  a"  *       sin  n'  "       sin  m 

wodurch  sogleich 

JL_  cos  ©'  bs  —  —  F  «'"Vr-»'"v— 

sin/'       sin  <(       aV  3  sina"siun'sinn» 

wird.  Aber  mit  Zuziehung  der  Gleichung  (III)  findet  man  leicht,  dass 

sin  V— sin V— sin2/»  =  —  2  cos a" sinn' sin  m 
ist,  folglich  wird 

afp  -  bsV  cos*'  -  t  F  füST^rs  +     «  j 

und  durch  die  Vertauschung  der  Buchstaben  ergiebt  sich  hieraus 

Multiplicirt  man  nun  diese  beiden  Ausdrücke  bez.  mit  4cotgn'  und 
icotgm,  und  addirt,  so  bekommt  man  zuerst  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  des  Ausdrucks  für  K 

B_  p  sin  a"  cos  «"  +  sin  n'  cos  n'  -»-  sin  m  cos  m 
"~  8  r  sin  «"sinn' sinm 

Aber  in  Folge  der  (111)  ist 

sin a  cos  a"-f-  sin  n  eos n'-f-  sin m cos m  =  2  sin  «"sinn  sin  m 
und  die  genannte  Summe  wird  daher  =yF. 
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Die  obigen  Ausdrücke  der  Dreiecksflache  geben  ferner 
sin  m  cos  m  sin  V  =  %FtU,^m 

sin  «' cos»' sin  V  =2F^^ 

Hieraus  wird  sogleich  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  des  Aus- 
drucks für  Ä'=  —  4F,  und  folglich  ergiebt  sich 


bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genau. 


101. 

Das  erste  Glied  des  Ausdrucks  für  L  wird  dem  Vorhergehenden 
zufolge  sofort 

8  P  (  i  .  cos«"  sin  m) 
=  -  •|,|,+     .in»'  j 

und  ausserdem  findet  man  leicht 

!  3  (1~"Är)""(^7;  —  C0S*  )l  sin«"COStt"  =  yz"2sina"co8« 

  ^  ^  cos  «"sinnt 

—  I  F  sinn' 

Die  Summe  der  zwei  ersten  Glieder  von  L  wird  also 

—  ~~  S  r~  Zr  sinn' 

Damit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit  auch  2F  =  sin  «"sin  <p' sin/ 
ist,  so  wird 

—  3  gj-  sin  «"sin  <p' sin/  =  —  6F 

ferner  wird 

—  O^ilnV)  P  ~~  cos    sin  m  cos  m  =  —  <j'2sinrocosm 

o  jr.8ina"cosm 

und  das  letzte  Glied  von  L  wird  zufolge  des  vor.  Art.  =  8F.  Die  Ad- 
dition dieser  Glieder  giebt  nun 

L  =   —  y  F 

ebenfalls  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genau. 
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102. 

Für  M  bekommt  man  in  Folge  des  Vorhergehenden  sogleich 

i#  0  p  (  sinn' sin/"  .  nM   m  .  «\ 

_2F^^sinv'+4^Siny' 

r»  n  i  ■   .  cos«"  sinn»)    •      •       a  ir.8in«"cosr»    •      <  .    i  c  •  » 

—  _  2Fj1-h    sinn,    [  smy  —  2F    smw,  smy,+4Fsmqp 
=  0 

Glieder  der  dritten  Ordnung  in  den  Coefficienten  sind  also  nicht  vor- 
handen, und  folglich  sind  auch  in  der  entwickeilen  Function  die  Glieder 
fünfter  Ordnung  gleich  Null,  wie  im  Art.  99  angeftlhil  wurde. 


103. 

Stellen  wir  nun  die  erhaltenen  Entwicklungen  zusammen,  so  ha- 
ben wir  erhallen 

ZJa—Jn  —  Jm  =  —  ^  cos  %ß 

und  um  von  hier  zum  allgemeinen  Dreieck  über  zu  gehen ,  betrachten 
wir  auch  das  besondere  Dreieck  DFG  der  oft  angezogenen  Figur,  in 
welchem  der  Winkel  F/)G  =  a',  und  der  Winkel  DFG=  1 80°— n  ist. 
Der  eben  erhaltene  Ausdruck  giebt  sogleich  für  dieses  Dreieck 

ZJa+Jn—Jm  =  —  ^fcos2ß 

wenn  die  Fläche  desselben  mit  F'  bezeichnet  wird.  Nennt  man  aber  A 
die  Fläche  des  allgemeinen  sphäroidischen  Dreiecks  DEF,  dann  ist 

A  =  F  — F' 

und  ausserdem  ist  Jn=Ja  —  J«t  der  Unterschied  der  obigen  Glei- 
chungen giebt  also 

3.7»  -  Jn  —  Jn  =  —  t£  cos  %ß 

bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  genau.  Da  diese  Gleichung  durch  die 
Verlauschung  der  Buchstaben 

ZJri  —  Jn  —  Jn  =  —  ^cos  2(? 

ZJn-Jn  —  Jn  =  -  ^cos  2(T 

giebt,  so  erhält  man  durch  eine  leichte  Combination  dieser  drei  Glei- 
chungen schliesslich 
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(112) 


Jn  =  —  j  2  cos  %i  +  cos  2,?  +  cos  2,?'  { 
An  =  —  ^  j  cos  2,*  2  cos  #  cos  2,*"  j 
^/n  =  —  *f£  \  cos  2/?  -h   cos  2^  -+■  2  cos  2,*"  j 


49 

die  auch  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  genau  sind.  Man  bekommt 
überdies  hieraus 

Jn  -+•  Jn  ■+-  Jn  =  —  ~  { cos  %ß  -h  cos  2^  h-  cos  %f  \ 
mit  derselben  Genauigkeit. 


104. 

Bei  der  Beurlheilung  der  Ausdehnung,  in  welcher  die  oben  ab- 
geleiteten Ausdrücke  Resultate  von  ausreichender  Genauigkeit  geben, 
kommt  vor  Allem  die  Grösse  der  Dreiecksflache  in  Betracht ,  aber  diese 
ist  nicht  das  alleinige  Crilerion  dafür.  Man  kann  sich  Dreiecke  von  sehr 
kleiner  Flache  denken,  die  sehr  grosse  Seiten  haben,  und  es  liegt  an  der 
Hand ,  dass  man  von  den  vorstehenden  Ausdrücken  kein  genaues  Re- 
sultat erwarten  darf,  wenn  die  Seiten  des  Dreiecks  so  gross  sind,  dass  sie 
nicht  als  kleiue  Grössen  erster  Ordnung  angesehen  weiden  können.  Zur 
Beurlheilung  der  Grenzen  der  Anwendbaikeil  dieser  Ausdrücke  könnte 
die  Entwicklung  der  hier  übergangenen  Glieder  sechster  und  höherer 
Ordnungen  dienen,  allein  diese  scheinen  sich  durch  das  vorhergehende 
Verfahren  nur  schwer  in  ihrer  einfachsten  Form  angeben  zu  lassen,  sie 
werden  hingegen  mit  weit  grösserer  Leichtigkeit,  und  in  einer  nicht 
minder  eleganten  Form  wie  die  vorhergehenden ,  durch  das  Verfahren 
erhalten  welches  jetzt  entwickelt  werden  soll,  und  man  kann  durch  die- 
ses mit  Leichtigkeit  nicht  nur  die  Glieder  sechsler  Ordnung  sondern 
auch  die  der  siebenten  erhalten,  die  mit  denen  der  sechsten  Ordnung  in 
ahnlicher  Verbindung  stehen,  wie  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  Glie- 
der der  fünften  mit  denen  der  vierten  Ordnung. 


105. 

Von  dein  im  Vorhergehenden  behandelten  Falle,  welcher  sich 
speciel  auf  das  Revolutionsellipsoid  bezieht,  möchte  es  sowohl  aus  den 
im  vor.  Art.,  wie  aus  den  im  Art.  78  angeführten  Gründen  angemessen 
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erscheinen  auf  den  allgemeinen  F;ill  über  zu  gehen,  und  die  Reduelion 
eines  Dreiecks  von  kleinen  Seiten,  die  kürzeste  Linien  auf  irgend  einer 
beliebigen  Oberflache  sind ,  auf  ein  sphär  isches  Dreieck  von  denselben 
Seiten  abzuleiten,  und  hiebei  eine  Ordnung  und  bez.  zwei  Ordnungen 
weiter  zu  gehen,  wie  von  Gauss  geschehen  ist. 

Wenn  raun  in  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  des  ersten  Abschnittes 
<t  statt  h,  h  statt  s,  tp  statt  </,  und  y  statt  «  schreibt,  so  werden  sie 

dh2  es  da2  -+-  mMtp1   (113) 

da  ==  dh  cos  y 
md(P  =  dh  BIO  V  ....  (114) 

Zuerst  ist  hier  zu  bemerken ,  dass  wie  auch  die  Oberfläche,  auf 
welcher  die  Linien  h  und  a  liegen  sollen,  und  die  . Linie  h  selbst,  be- 
schaffen seien,  <i  immer  eine  kürzeste  Linie  ist.  Denn  macht  man  d(p=0, 
wodurch  h=a  wird,  so  sind  die  Gleichungen  (114),  von  welchen  die 
letzte  die  Bedingungsgleichung  des  Minimums  von  h  ist,  von  selbst  er- 
füllt. Diese  Eigenschaft  der  Gleichung  (1 13),  welche  im  Art.  7  in  Bezug 
auf  das  Revolutionscllipsoid  hervorgehoben  wurde,  findet  also  für  jede 
Oberflache  statt.  Ks  wird  weiter  unten  von  diesem  wichtigen  Satze  ein 
zweiter  Beweis  erlangt  werden. 


106. 

Das  Integral  der  Gleichung  (113)  kann  ,  auch  wenn  man  von  den 
(1 14)  absieht,  auf  folgende  Weise  construirt  werden.  Jedenfalls  muss 
aber  irgend  eine  reelle  Relation  zwischen  a  und  q>  angenommen  wer- 
den, denn  wenn  eine  solche  nicht  vorhanden  ist,  so  kann  jede  beliebige 
stetige  oder  unstetige  Linie  ohne  Fortschreitungsgesetz  als  das  Integral 
der  (1 13)  betrachtet  werden. 

Von  einem  beliebigen  Punkt  auf  einer  beliebigen  Oberflache,  den 
ich  mit  A  bezeichnen  will,  anfangend  ziehe  man  eine  beliebige  kürzeste 
Linie,  die  als  diejenige  a  betrachtet  werden  soll,  für  welche  <p=0  ist. 
Auf  der  Seite  dieser  Linie,  auf  welcher  man  p  wachsend  annehmen  will, 
ziehe  man  ausserdem,  so  nahe  an  einander  wie  möglich,  auch  von  A 
anfangend  eine  beliebige  Anzahl  kürzester  Linien  a,  und  nenne  den 
Winkel ,  den  das  erste  Element  einer  jeden  derselben  mit  dem  ersten 
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Element  der  ersten  Linie  a  macht  so  dass  sich  alle  diese  Linien  nur 
durch  den  Werth  von  tp%  der  einer  jeden  derselben  zukommt,  unter- 
scheiden. Es  ist  nun  klar,  dass  durch  die  zwischen  a  und  <p  angenom- 
mene Relation  die  Lange  einer  jeden  der  Linien  <j  gegeben  ist,  trögt 
man  diese  Langen  auf,  und  zieht  durch  dieEndpunkle  aller  a  eine  Liuie, 
so  ist  die  Länge  dieser  =/<. 

Das  Produkt  mdq>  ist  das  erste  Element  der  durch  den  Endpunkt 
irgend  einer  der  Linien  r,  ;uif  der  überflache  gelegten  senkrechten  Linie, 
welches  mit  einem,  mit  dem  Halbmesser  m  beschriebenen,  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  zusammen  (Ulli.  Durch  die  Gleichungen  (2) ,  und 
durch  die  Verbindung,  in  welcher  die  darin  vorkommenden  Coefficienten 
E,  F,  G  mit  den  rechlwinklichen  Coordinalen  der  Oberflache  stehen, 
kann  man  m  in  Function  vun  a  und  (p  ausdrucken ,  auch  giebl  es  dazu 
noch  ein  anderes  Mille],  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Wenn  die  zwischen  o  und  (p  angenommene  Relation  so  beschaffen 
ist,  dass  immer  einem  reellen  Werth  von  q>  nur  Ein  reeller  Werth  von 
a  entspricht,  so  besieht  das  Integral  nur  aus  Einer  Linie  Ä,  wenn  aber 
Einem  reellen  Werlhe  von  (p  mehrere  reelle  Werthe  von  a  entsprechen, 
so  wird  das  Integral  aus  mehreren  Linien  Ii  bestehen.  Ist  die  zwischen 
(p  und  a  angenommene  Relation  mit  der  letzten  Gleichung  (114)  iden- 
tisch, so  ist  die  durch  die  Endpunkte  der  Linien  a  gezogene  Linie  h 
nicht  minder  wie  jene  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Oberfläche. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man  durch  die  Integration  der  Gleichungen 
(113)  und  (114),  oder  vielmehr  blos  durch  die  der  (114),  die  schon  die 
Gleichung  (113)  in  sich  schliessen,  auf  jeder  beliebigen  Oberfläche  ein 
beliebiges  Dreieck  bilden  kann,  dessen  Seiten  kürzeste  Linien  sind. 
Dieses  Dreieck  soll  im  Folgenden  zur  Abkürzung  schlechtweg  ein  spha- 
roidisches  Dreieck  genannt  werden,  und  in  demselben  sind  die  zwei 
Seiten  die  Linien  a,  die  den  Werthen  <p=0  und  y=<p  angehören;  die 
dritte  Seile  ist  die  Linie  h.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Seilen,  die 
von  den  zwei  Linien  o  gebildet  werden  ist  (p ,  und  da  zufolge  des  Art.  3 
\p  der  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Linie  h  in  irgend  einem  Punkt  von 
der  betreffenden  Linie  o  geschnitten  wird,  so  sind  die  beiden  anderen 
Winkel  unsers  sphäroidischen  Dreiecks  die  Werthe  von  y  für  9>=0  und 
<f  =  <P- 
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Um  die  Integration  der  (1 1  4)  analytisch  auszuführen  imiss  vor  Allem 
min  Function  von  a  und  tp  dargestellt  weiden,  und  dieses  kann,  da 
beides  o  und  h  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden 
sollen,  durch  Zuziehung  von  unendlichen  Reihen  geschehen,  die  stets 
schnell  convergiren  werden,  wenn  o  und  h  nicht  allzugross  angenommen 
werden.  Um  den  Ausdruck  von  m  durch  o  und  q  zu  erhallen  wende  ich 
ein  anderes  Verfahren  wie  das  eben  angedetitetc  anwenden,  und  mich 
des  KrUmmungsmaasses  der  Oberfläche  in  dem  Sinne,  in  welchem 
Gauss  es  in  die  Wissenschaft  eingeführt  hat,  bedienen.  Es  wird  da- 
durch eine  grossere  Einfachheit  und  Kegelmassigkeit  in  den  Entwicke- 
lungen  erlangt  werden,  da  die  Relation  zwischen  m  und  dem  Krüm- 
mungsmaasse  der  Oberfläche  so  sehr  einfach  ist. 

•Das  Ki  Ummungsmaass  irgend  eines  Punkts  einer  Oberflache  wird 
»ausgedrückt  durch  einen  Bruch,  dessen  Zahler  Eins  isl ,  und  dessen 
»Nenner  aus  dem  Produkt  der  beiden  Hauplkrilmmungshalbmesser  die- 
»ses  Punkts  besteht.« 

Aus  der  Theorie  der  Oberflachen  weiss  man,  dass  die  beiden 
Hauptkrummungshalbmesser  irgend  eines  Punkts  derselben  sich  als  die 
Wurzeln  Einer  quadratischen  Gleichung  darstellen  lassen,  deren  letztes 
Glied,  wenn  man  den  Coefficienten  des  ersten  Gliedes  gleich  Eins  macht, 
den  folgenden  Ausdruck  hat, 

rt-s* 

wenn  man  die  Oberfläche  auf  die  rechtwinkliehen  Coordinaten  x,  y,  z 
bezieht,  2  als  Function  von  x  und  y  betrachtet,  und  wie  gewöhnlich 

P  -  (s)  ■    i  -  {%) 

'-(£).  '-(£) 

setzt*).  Der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  zufolge  ist  dieser 
Ausdruck  das  Produkt  der  beiden  in  Rede  stehenden  Hauptkrümmungs- 
halbmesser, und  es  hat  daher  allgemein  das  Krümmungsmaass,  wenn 
es  mit  x  bezeichnet  wird, 


•)  Man  findet  diese  quadratische  Gleichung  in  vielen  Handbüchern,  siehe  u.  a. 
Cournot,  Theorie  der  Functionen,  p.  298  der  üebers.  von  Schnuse- 
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zum  Ausdruck.  Wählt  man  die  Lage  der  Coordinaten  so,  dass  ihr  An- 
fangspunkt in  dem  betrachteten  Punkt  A  der  Oberfläche  liegt,  die  Ebene 
der  xy  mit  der  Berührungsebene  im  Punkt  A  zusammen  fällt,  und  die 
Achse  der  x  in  einer  der  beiden  HauplkrUmmungsebenen,  die  durch  A 
gehen,  liegt,  dann  ist  bekanntlich 

p  =  0  ,     </  =  0,     *  =  0 

und  der  vorstehende  Ausdruck  giebt 

x  =  rt 

mit  der  obigen  Definition  des  Krümmungsmaasses  übereinstimmend,  da 
bei  dieser  Lage  der  Coordinatenachsen  die  Hauplkrümmungshalbmesser 

des  Punkts  A  ^  und  j  zum  Ausdruck  haben. 


108. 

Man  erhall  die  Relation  zwischen  x  und  m  durch  die  folgende  Ana- 
lyse, die  von  der  Gauss ischen  wesentlich  verschieden  ist.  Die  Form 
(113)  des  Ausdrucks  des  Quadrats  irgend  eines  Linearelements  auf  ir- 
gend einer  Oberfläche,  die  mit  der  (3)  des  Art.  3  identisch  ist,  kann  als 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgegangen  betrachtet  werden, 
wenn  man  die  sechs  Coefficienlen  tj,  0,  fi ,  r(%  0',  fi  in  demselben  Sinne 
wie  dort  aufnimmt,  aber  die  Bedingungsgleichungen 


(116) 


+  02  +  ft2  =  1 
tjtj'  -h  Off'  -f-  fifi  =  0 

einführt,  und 

r>-i  +  0*s  -+.  /4'2  =  m* 

setzt.  Da  nun  in  den  hier  angewandten  Bezeichnungen 

|     dx  ss  ttda  -+-  rfd<f> 
(117)    ....  dy  =  Oda  +  O'dip 

\      dz  aas  [Ado  fldifi 

ist.  so  erhalten  wir  durch  die  Elimination  aus  diesen  Gleichungen 

0  =  Ad.r  +  Bdy  +  Cdz 

wenn 
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A  =  e'fi  —  6^  I 

ß  =  ^  -  ^   (118) 

C  =  T]'d  —  tjO'  } 

gesetzt  wird.  Hieraus  folgt  sogleich 

p--4;    t  -  -  i  ....  (^») 

und 

C(1  -+-  ;,2-h  ^  _  A2  +  Bi  + 
Erhebt  man  die  (118)  ins  Quadrat  und  addirt,  so  ergiebt  sich  zuerst 

A2  -h  B2  -h  C1  =  0'y  —  200'fifi  -+-  0V2 

+  r/202  —  2>,7/ W  +  ^ 

Die  zweite  (116)  giebt  aber 

tjr/fifi'  -h  00' w  +  i"V2  =  0 
W'OO'  ■+-  020'2  -I-  W>/*  =  0 
9*7*'  +  v/M  +  WPf*  =  0 

also 

200  V  +  2//r/Wi'  +  2,^00'  +  ?V  +  ö20'2  -+-  /tV  2  =  0 
und  addirt  man  diese  zur  vorstehenden,  so  wird  sogleich 
A2  +  B2  +  C2  =  y2  {,/2  +  0'2  -+-  fi'2) 

•+-  02  {r;2  +  0'2  +  fi'2) 

+  fi2(rj'i  +  0'2  +  ^) 
also  in  Folge  der  ersten  und  dritten  (116) 

C*(*+p2+q2)  =  m2 


109. 


Um  die  Ausdrücke  für  r,  s,  t,  zu  erhallen,  nehme  ich  zuerst  die 
vollständigen  Differentiale  der  Gleichungen  (119).    Diese  sind,  wenn 
für  einen  Augenblick 

*-'(£)-*(£);  p-i(£)-c(£) 

0"-ä(£)-c($) 


setzt, 


C2rfp  =  Pda  -+•  ;      CMq  =  <?</ö  -h(M/ 

Die  Gleichungen  (117)  geben  aber  durch  die  Elimination 
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CtUs  =  -  tfda-  -+-  tj'dtj 
Cd(p  =       Bdx  —  r(dy 

und  <la  ^  =  r,  ^  =  -Jj-  =  «,        =  /  ist,  so  geben  die  eben  er- 
habenen Gleichungen  nach  der  Elimination  von  da  und  dq, 
O  =  -  f/P  -h  öi* 

c%  =    tj'P  -  >tiy  =  -  e'O  -+-  ö(>' 

woraus  mit  Berücksichtigung  der  dritten  (118) 

C5  =  n>  -  />(? 

und  nach  der  Substilution  der  obigen  Ausdrücke  für  P,  F,  Q,  Q, 

+  (£)-(£)(£)! 
«■«KS)  (-2) -(*)(*)! 

folgt.  Man  kann  diesem  Ausdruck  noch  eine  andere  Form  geben, 
nemlich 

( 1 20)  C*  {rl  -      =     -  S 

wenn  zur  Abkürzung 

M'(S)-KS)iK£)-'(£)l 

+  {<)-'(S)}|'(#)-i(S)| 
+  KS) -•(£)!! 

gesetzt  wird.  Die  Identität  dieses  Ausdrucks  mit  dem  vorhergehenden 
ist  leicht  nachzuweisen,  und  beruht  wieder  auf  die  Gleichungen  (118); 
er  ist  dem  Aeussern  nach  zwar  weniger  einfach  wie  jener,  eignel  sich 
aber  besser  zu  den  noch  auszuführenden  Kntwickelungen. 
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110. 


Da  jetzt  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  t,  y,  z 
in  Bezug  auf  a  und  <p  eintreten  werden,  so  sollen  zur  Alikürzung  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt  werden, 

(£)-«.(£)-(£)-«•■(£)-« 

( rfn)  =  ? •  (d^)  =  (V<r)  —  ?  •  (rf^)  =  t 

Diflerenliirt  man  hierauf  die  drei  Gleichungen  (116)  theils  nach  a.  theils 
nach  (p,  so  erhalt  man 


rl'a 

H 

V« 


Oß  -+-  fiy  =0 
Oft  -f-  f,y  =  0 
tfß  -+-  fi'y  =  0 

+       +  '/« 
m 


»  i»  / dm\ 


(121) 


aus  welchen  die  in  der  Gleichung  (120)  enthaltenen  Facloren  leicht  ge- 
bildet werden  können.  Durch  einfache  Eliminationen,  und  mit  Zu- 
ziehung der  (118)  findet  man  aus  diesen  Gleichungen  zuerst  die  folgen- 
den drei  Gruppen, 

yB  —  ßC  =0 
aC  —  yA  =0 
ßA  —  «Ä  =0 

yB  -  (fC  =  nm  (*) 


M  -yA  =  0m  (£) 
yB  -^C«,m(£) 


7^  m 


7 
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Die  ersle  dieser  Gruppen  erhalt  man,  wenn  man  nach  einander  «,  ß,  y 
aus  der  ersten  und  dritten  (121)  eliminirt,  dio  /.weite  Gruppe  eben  so 
aus  der  zweiten  und  fünften  (121),  und  die  drille  Gruppe  eben  so  aus 
der  vierten  und  sechsten  mit  Zuziehung  der  fünften. 

Mit  Berücksichtigung  der  110)  geben  ferner  die  1  18)  die  folgen- 
den zwei  Gruppen  von  Gleichungen, 

OC  —  =  // 
uA  —  tjC  =  W 
rtB  —  OA  =  u 

fi'B  —  ü'C  =  yn? 
tfC  —  [i'A  =  (im7 
ß'A  —  tj'B  =  itm7 

deren  Ableitung  sich  durch  die  Zusammensetzung  der  linken  Seiten 
von  selbst  zu  erkennen  gieht.  Differentiirt  man  nun  diese  theils  nach  a, 
theils  nach  y,  so  erhält  man  in  Folge  der  vorhergehenden  drei  Gruppen 
von  Gleichungen  die  folgenden. 

"  m  -  >■  m = - 

•GS) -i- (-?)-■■  -  <«  (S) 

f  (£)  -  n  (£)  -  t  +-(■£) 


»•  e)  -  es) = <*»' + «-« ( 


\da  ) 


.••CD  -»'(:0=«v+v„(|') -,•«(£) 
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Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Facloren.  aus  welchen  die 
Ausdrücke  für  R  und  S  des  vor.  Art.  bestehen,  substituirt  man  sie  und 
berücksichtigt  die  (121)  und  (116),  so  wird  sogleich 

Ii  =  (au  -h  fi(f  +  rr)  *»* 
S  =  («'»  +  (t*  +  ,'*)  mi  _  m> 
folglich  °J 

O  (rt  -  *')  =  (au  +  ß(?  +      -     -  ^  -  y'i)  M*  +  mi  (  g y 

Die  Differentiation  der  dritten  und  fünften  der  (421)  giebf  aber 

(%)  +  «  (%)  *  >■■  (|)  +  ««■  +  &  +  rr  =  o 
V  (£)  +  '(£)  +    (%)  +  *  +  ^  +     -  (S)  +  (£)' 

und  da 

(da\        /  d«'\       /  d£\        /  fdy\_/  d/\ 

sind,  indem  beide  hier  einander  gleichgesetzte  Functionen  bez.  (-—-)  , 
(d2r)  '  (dS^~)  ausdrücken,  so  ergiebt  sich 

„„-  +&  +  „•-  „•» - ^ _ r-> (£) _ (»)■ 

womit 

C  (rt  -  f)  =  -  •>  (£) 

wird.  Setzt  man  nun  sowohl  diesen  Ausdruck  wie  den  am  Ende  des 
Art.  108  erhaltenen  in  (115),  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  des 
K  rüm  m  u  ngsmaasses 

*  m  -  «  UO  m) 

welcher  voraussetzt,  dass  die  rechtwinklichen  Goordinaten  der  Ober- 
fliiche  in  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  a  und  <p  darge- 
stellt werden. 

111. 

Um  x  in  eine  nach  den  Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe  zu  ent- 
wickeln bedienen  wir  uns  am  Einfachsten  des  Ausdrucks  (1 1 5).  Be- 
zeichnen wir  mit  x,,,  (^)0  •  c,c-  die  Werthe  dieser  Funclio- 

Abhiodl.  d.  K.  S.  Ge»elUch.  d.  WilWWt.  XIII.  1  0 
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nen  für  den  Punkt  A,  in  welchem  a  =  0  ist,  so  wird  in  Folge  eines 
bekannten  Satzes 

(.23)  .-*+(^).«+|(5)^+t(S:).o>+- ■ 

Um  die  Ausdrücke  der  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Diffe- 
rentialquotienlen  erhalten  zu  können,  müssen  wir  die  Relationen  kennen 
lernen,  die  zwischen  den  Differentialen  der  rechtwinklichen  Coordina- 
ten  x,  y,  z  der  Oberfläche  in  Bezug  auf  o  statt  finden  ,  und  diese  er- 
geben sich  leicht  aus  den  vorhergehenden  Entwicklungen.  Zufolge 
der  Bedeutung  der  im  Art.  110  eingeführten  Functionen  a,  ß,  y,  etc. 
können  die  erste  und  die  dritte  der  (121)  wie  folgt  geschrieben  werden. 

*  (SO  + » (3  W  (S)  - « 

eUminirt  man  hieraus  wechselsweise  (0)  und         ,  so  ergeben  sich 

u«'  -  >/«)  (S)  +  (/<*'  -  /•<>)  (£)  = 0 

fo*  -  V«)  (S)  +  (w'  -  ?>  (£)  =  o 

die  wenn  man  z  als  Function  von  x  und  y  betrachtet,  in  Folge  der  1 1 8) 
und  (1 19)  in  die  folgenden  übergehen, 

(m)  •  (£)+*(£)-•.  (3)  + »(£)-<> 

welche  die  gesuchten  Relationen  sind. 


112. 

Die  eben  erhaltenen  Relationen  (124)  enthalten  zunächst  den  im 
Art.  105  angekündigten  zweiten  Beweis  des  dort  erhaltenen  Satzes, 
denn  sie  geben  sich  in  Bezug  auf  die  Linie  a  als  die  bekannten  Bedin- 
gungsgleichungcn  der  kürzesten  Linie  auf  einer  beliebigen  Oberfläche 
zu  erkennen ,  von  deren  Coordinalen  man  z  als  Function  von  x  und  y 
betrachtet,  und  sind  hier  ohne  die  Bedingung  des  Minimums  einzuführen 
erhallen  worden.*)   Sie  haben  sich  als  nothwendige  Folge  der  beiden 


*)  Die  Variation  der  Gleichung  a  —  J  Y<li*  +  dyr  + 
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ersten  (H 6),  die  die  Form  der  (113)  bedingen,  und  von  welchen  die 
ersle  und  drille  der  (121)  die  Differentiale  nach  o  sind,  gezeigt.  Der 
Satz  selbst,  der  den  Schlüssel  zu  manchen  Sätzen  der  angezogenen 
Gaussischen  Abhandlung  enthalt,  kann  nun  wie  folgt  ausgesprochen 
werden : 

»Wenn  man  die  rechtwinklichen  Coordinaten  irgend  einer  Ober- 
»flüehe  dergestalt  in  Function  von  zwei  neuen,  unabhängigen  Veriinder- 
»lichen  o  und  </>  ausdrückt,  dass  dadurch  der  Ausdruck  des  Quadrats  des 
•Elements  dh  irgend  einer  auf  dieser  Oberfläche  gezogenen  Linie  h  die 
»Form 

dh2  =  da2  -h  tri2  d<f>2 
»annimmt,  so  ist  nothwendig  a  eine  kürzeste  Linie  auf  dieser  Ober- 
»fläche,  wie  auch  die  Linie  h  beschaffen  sei.«*) 

*>-/!(£) Ä + (£)  **  -•-  (£)  ** 1 
=  (2) 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  Riebt  aber,  wenn  s  als  Function  von  x  und  y  betrachtet 
wird, 

dz  —  pfa  ■+-  qöy 

Eliminirt  man  hiemit  dz  unter  dem  Integralzeichen  des  Ausdrucks  der  Variation  da, 
und  setzt  hierauf  die  Coefficienten  \on  dx  und  dy,  jeden  für  sich  ,  gleich  Null,  so  er- 
giebl  sich 

*  (£)  +k  (s) = °  •  m + ?<*•  m = • 

oder,  da  hier  da  als  conslant  betrachtet  werden  darf, 

(£)-/>(£)=»•  (£)+»(£)-• 

welche  die  durch  die  Bedingung  des  Minimums  von  a  abgeleiteten  Bedingungs- 
gleichungen,  und  mit  den  (IfiJ  identisch  sind. 

•)  Die  bekannte  Differentialgleichung  für  die  Rectification  von  ebenen,  auf  Polar- 
coordinaten  bezogenen  Linien,  nemlich 

dh2  =  da2  +  G2d(f2 

stellt  sich  hiemit  um  so  mehr  als  ein  specieller  Fall  der  obigen  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung dar.  Denn  hier  ist  nicht  nur  der  Radius  Veclor  a  ein  sperieller  Werth 
von  m,  sondern  auch  eine  gerade  Linie,  mit  anderen  Worten  eine  kürzeste  Linie  auf 
der  hier  in  Betracht  kommenden  OberflSche,  nemlich  der  Ebene. 

Untersucht  man  das  Entgegengesetzte  des  im  Text  bewiesenen  Satzes ,  so  findet 
man,  dass  nicht  blos  bei  der  obigen  Form  von  dh,  sondern  auch  bei  unzählich  vielen 
anderen,  a  eine  kürzeste  Linie  ist.   Obgleich  ich  für  diesen  entgegensetzten  Satz 

KT 
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113. 

Gehen  wir  nun  zur  Entwickelung  der  Coefficienlen  des  Ausdrucks 
(1 23)  über,  so  wird  diese  am  Einfachsten  durchgeführt,  wenn  man  deu 


keine  Anwendung  im  Sinne  habe,  so  halte  ich  doch  für  angemessen  ihn  zu  beweisen. 
Sei  daher  hier 

dA2  =  Ed<?  +  2  Fdadip  Gry 

wo  wieder 

E  =  r/2  -+■    (ß  +  ^ 

F  =  tjtj'  -+■  Off  -+-  /i/i' 
G  =  V2+  (t*  +  ff1 

sind.  Wenn  man  nun  nach  den  Bedingungen  fragt,  unter  welchen  in  dieser  Form  von 
dh  die  Linie  a  eine  kürzeste  auf  der  Oberfläche  ist,  so  müssen  vor  Allem  die  Glei- 
chungen (124)  stall  linden,  und  von  diesen  gelangt  man  auf  die  entgegengesetzte  Art, 
wie  im  Text,  auf  die  Bedingungsgleichungen 

n  ($)  +  •(£)  +  *.(-£)-• 
*'(£W(£W(£)-o 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  E  und  F  geben  aber  durch  die  Differentiation 

7  (£)»<(£)-•- »(£)-*(&) 

(5W(£)  +  '(ÄW(Ä) 

also  in  Folge  der  vorstehonden  Bedingungsgleichungen 

(£)  - 0 

\dä)  —  «  VdV  ; 

Die  Integrale  dieser  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  sind 

*  -  h .  *•=  ;-«  (■")  +  r» 

wo  /iy>  und  /"qp  zwei  willkürliche  Functionen  vor»  q>  bezeichnen,  die  kein  a  enthalten 
dürfen.  Also  jedes  Mal,  wenn  F.  und  /-'diesen  beiden  Gleichungen  gnügen,  ist  a  eine 
kürzeste  Linie  auf  der  Oberfläche,  und  die  Fälle,  wo  dieses  statt  findet,  sind  wegen 
der  willkührlichen  Functionen  von  </  unzählich.  Der  im  Salze  des  Textes  vorkommende 
Fall  ist  ein  specieller  dieses  allgemeinen,  welcher  dadurch  herbeigeführt  wird ,  rlass 
mau  [<p=\,  und  f'g>  =  0  setzt. 
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Coordioaten  x,  y,  z  eine  solche  Lage  giebt,  dass  sie  im  Punkt  A  an- 
fangen, die  Ebene  der  xy  mit  der  Berührungsebene  in  A  zusammen  fallt, 
und  die  «Achse  in  einer  der  beiden  Ilauplkrilmmungscbenen  des  Punkts 
A  liegt.  Hieraus  folgt  zunächst 

p0  =  0  ,    qQ  =  0  ,    *'o  =  0 

und  nennt  man  den  Winkel,  den  das  erste  Element  der  Linie  o  mit  dem 
positiven  Theil  der  x  Achse  macht     dann  wird  ausserdem 

(^)o  =  cos  X  .  -  sin  x 

Die  Gleichungen  (1 24)  geben  hierauf 

und  differentiirt  man  dieselben,  nebst  der  Gleichung 

dz  =  pdx  -+-  qdy 

der  Oberflache,  so  bekommt  man  nach  Einführung  der  obigen  Bcdin- 
gungsgleichungen 

(0)o  =  -  f2°  cos  3*  —      8in  *t  cos  X 
(S*)o  =  —  r<^  sin  X  cos  2*  —  <2«  sin 

Weiler  brauchen  wir  diese  Differentiale  uicht  fortzusetzen.  Um  die 
Gleichung  (115)  auf  möglichst  einfache  Art  zu  differentiiren  setze  ich 

A  =  rl  —  8*  ;    B  =  p*  +  q* 

wodurch 

_  A 

*        (1  +  Ä)* 

erhalten  wird.  Differentiirt  man  nun  diese  Ausdrucke  für  A  und  ß  drei 
Mal,  und  berücksichtigt  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen,  wozu 
auch  die  für  die  zweiten  und  dritten  Differentiale  von  x  und  y  in  Bezug 
auf  a  erhaltenen,  auf  den  Punkt  A  bezogenen,  Ausdrücke  gehören,  so 
ergiebt  sich 

Aq  ==  T(ita 

(£).-    (^W  +  Gr).** 

(S).-K^).-s(t).,I«*'« 
+»|(£a-«C).(5-X  !**"■« 
+  l&V«(i-VI** 


150 


P.  A.  Hansen, 


ßo  =  0 

(©.- 6  *        'H  6  '«  (w)oHn  *  coß  '* 

und  differentiirt  man  auch  den  Ausdruck  für  x,  so  erhält  man  durch 
Zuziehung  der  Bedingungsgleichungen, 

Xo  =  An 

V  da  /•      V  da  /° 

(  Ilo*  )u—  (d£V~  2  4o  (^)n 

(rf^)o=  (£J  )o"~"  6  (^)o(0)o—  2  4"  (2i£)o 

Vor  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  ist  <p,  welcher  Winkel  von  einem 
beliebigen  Anfangspunkt  zu  zahlen  ist,  statt  welcher  einen  bestimmten 
Anfangspunkt  hat,  einzuführen.  Sei  v  der  Winkel,  den  das  erste  Element 
derjenigen  kürzesten  Linie  <r,  für  welche  <f  =  0  sein  soll,  mit  der 
Hauptkrümmungsebene,  in  welcher  die  x  Achse  liegt,  nach  der  positiven 
Seite  der  x  macht,  dann  wird,  wenn  man  v  und  q>  in  derselben  Rich- 
tung wachsen  lässt, 

X  =  v  +  tp 

Führt  man  diesen  Werth  von  %  in  die  obigen  Ausdrücke  ein,  setzt  zur 
Abkürzung 

tj  =  r04, 

/d.rt  \  ,          /d  rt  \ 

71  =  (<Udy)<)~~  2  (** )«(fe)9 
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•'-(^).-*(i).'-*nV 

*  =  (fl  - • (&).  (£).  -  » (£).  - 1  s  *  X 

- « -  *  *tf  (£)„  -  *  (4?). 

P  ~~  \dxdifj  \cL**Jn  \dx /„  \dxdy)»  \dy  )o 

und  ferner 

ß  =  ycosv  +  y'sinv 

ö'  =  *'cos« —  vsmv 

X  =  n  cos  h     2  rc'  sin  t;  cos  v  ■+■  n"  siti  2r 

A'  =  n  cos ^  -I-  (jt* — n)  sin  t> cos«  —  rismh) 

X"  =  ^"cos^  —  2  7i' sin  «cos  «4- 7r  sin  2t> 

p .  =  y  cos    -h  3  (*'  sin  v  cos    ■+-  3  q  sin  ^  cos  «  H-  p"  sin  'v 

p'  ss  q  cos    +  (2  q  —  (>)  sin  v  cos  *!>  ■+-  ((/"  —  2f *)  sin  *w cos v  —  (/'sin  H» 

p  =  ycos*v  ■+■  ((>"'—  2 (/)  sin  «  cos -2v  -f-  (y  —  2  p") sin  h)  cos  «  -t-  </  sin 3t> 

/»'"=  (T  cos  *v  —  3    sin  w  cos  2y  ■+■  3  q  sin 2  t>  cos  v  —  </  sin  % 

dann  giebt  die  Substitution 

»=st]  +  Öocos  (p  ■+•  Ö'osin  <jp  ■+■  y ^2 cos  fy+AVsin  9  cos  o>  -f-  y  AV  sin  2y 

-I— ^ao'costy-l- y/tVsin<jp  cos2(jpH— j /*Vsin2qpcos<p-»- j/t  'Vsinty  (1 25) 
wodurch  x  in  Function  von  0  und  tp  dargestellt  ist, 


114. 

Um  auch  m  in  Function  derselben  Grössen  darzustellen,  dient  die 
Gleichung  (122),  in  welcher  zu  diesem  Zweck  o  als  unabhängige  Vor» 
änderliche,  und  q>  als  eine  Constante  betrachtet  werden  dürfen.  Sei 
demgemäss  zur  Abkürzung  statt  der  (1 25) 

x  =  V  +  Aa  +  ^  B°l  +  T  Co> 
dann  ist,  um  den  Ausdruck  für  m  zu  erhallen  der  Gleichung 
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dhn  -f-  in  (tj  +  Aa  + 1  Da2  -+-  j  Co3)  oV  =  0 

Gnilge  zu  leisten.  Da  to  und  a  zugleich  Null  werden  müssen ,  der  Coef- 
licicnt  von  a  im  Ausdruck  von  m  noth wendig  =  1  werden  inuss,  und 
auch  leicht  erkannt  werden  kann,  dass  in  m  kein  mit  a*  mulliplicirtes 
Glied  vorkommen  wird,  so  kann  gesetzt  werden 

m  =  o  •+■  «rr1  -+■  ß<ss  -+■  yah  -+■  d<f>  H-  . . . 

wo  «,  /?,  etc.  unbestimmte  Coefficienlen  sind.  Die  Substitution  dieses 
Ausdrucks  in  die  vorstehende  Differentialgleichung  führt  auf  die  folgen- 
den Uedingungsgleichungen, 

0  =  6« -+- rj  ;    0  =  12^+4 

0  =  i()r  +  i  11+  ftti  ■  0=3(M  ■+-  i  C  +  uA  ßtJ 

woraus 

folgt.    Die  Substitution  der  Werthe  von  i4,      6'  giebl  hierauf 
(1 20)  m  =  o—  j  yo*  —  ^  Öo1  cos  <p  —  ~  flVsin  (p 

—  *0  Xo'cos  2<p  —  ^  Xa '  sin  <p  cos  9»  —  ^  AV  sin     ■+-  ^o  ^ V 

-  TSÖ  /l"Vsin  V 

Wo  fi Öfffi  c0,s  (f  +         °*  sm  V 
wodurch  auch  to  in  Function  von  a  und  ip  dargestellt  ist.    Ks  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorhergehende  Analyse  leicht  zu  erkennen 
giebt,  dass  für  die  Ebene  alle  Coefficienlen  /, ,  0,  0\  ?.,  etc.  etc.  Null 

werden,  und  dass  man  für  die  Kugel,  deren  Halbmesser  II  ist,  tj  =  4 

erhall,  wahrend  alle  übrigen  Coefficienlen  wieder  Null  werden.  Für  die 
Ebene  wird  also  to  =  a,  welches  auch  aus  anderen  Gründen  her- 
vorgeht, und  für  die  Kugel  bekommt  man 

m  =  0  -  si<?  °*  +  iWH •  ° '  ~  TiöXTF °7  ±  •  •  •  *) 

das  ist, 

i 

*)  Dieses  Glied  und  alle  übrigen  ähnlichen  Gliedei  kann  man  vollständig  ans  den 
obigen  Angaben  erhallen. 


Digitized  by  Google 


Geodätische  Umebsuciuwgen. 


153 


m  =  It  sin  ^ 

und  es  ist  hier  a  ein  Bogen  irgend  eines  grösslen  Kreises  auf  dieser 
Kugel. 

115. 

Wir  kommen  jelzl  zur  Integralion  der  Gleichungen  (1 1 4),  die  auch 
durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficicnten  ausgeführt  werden 
soll.  Um  im  Voraus  auf  die  Form  der  Unbekannten  schlicssen  zu  kön- 
nen, und  die  Bedeutung  der  willkührlichen  Constanten  kennen  zu  lernen 
soll  die  Integration  zuerst  mit  bioser  Berücksichtigung  des  ersten  Glie- 
des von  m  ausgeführt  werden.  In  diesem  Kalle,  welchem  die  Bedeutung 
unterliegt,  dass  die  Oberfläche  eine  Kbcno  ist,  können  die  (114)  direkt 
integrirt  werden,  und  es  lasst  sich  vom  Integral  im  Voraus  angeben, 
dass  h  eine  grade  Linie  werden  muss.  Die  Linien  a  sind ,  da  sie  auch 
kürzeste  Linien  sind,  in  diesem  Falle  auch  grade  Linien.  Setzt  man 
m  =  a ,  so  werden  die  (1 1 4)  • 

da  =  dh  cos  y 
od(f  =  dh  sin  y 

dtp  =  —  dip 

und  das  Integral  der  dritten  Gleichung  wird 

tp  -f-  y  =  c 

wenn  c  die  willkührliche  Constante  bezeichnet.  Eliminirl  man  dq>  durch 
die  dritte  Gleichung  aus  der  zweiten,  so  sind  noch  zu  integriren 

da  =  dh  cos  y 
—  adxp  =  dh  sin  y 

Formt  man  diese  auf  bekannte  Weise  in  die  folgenden  um, 

0  =  da  sin  ip  -+■  adxp  cos  \f> 
dJi  =  da  cos  tp  —  ady  sin  y 
so  erkennt  man  sogleich  dass 

l  =  a  sin  v 

h  =  a  cos  yt  +  l' 

die  Integrale  derselben  sind,  in  welchen  /  und  /'  die  willkührlichen  Con- 
slanten  bezeichnen.  Die  drei  Integrale,  die  wir  erhallen  haben,  gehören 
einem  gradliniglen  Dreieck  an,  denn  setzt  man 

es  180»  —  e' ,     l—ksinc,     r  =  fccosc 
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so  werden  sie 

(p  +  y  +  c'  =  1 80° 
k  sin  c  =  «  sin  ^< 

ä  =  o  cos  y  ■+■    eos  c 

In  diesem  Dreieck  sind  also  die  Seiten  o,  fc,  h  und  <•',  y>,  <T  smd  bez. 
die  diesen  gegenüber  liegenden  Winkel.  Man  erkennt  leicht,  dass  k  der 
Werth  von  a  für  ein  verschwindendes  q>  ist,  wahrend  zugleich  A  =  0 
wird ;  lässt  man  die  kürzeste  Linie  h  hier  anfangen,  so  ist  c  oder  c  der 
Winkel,  den  die  gesuchte  Linie  h  an  ihrem  Anfangspunkt  mit  derjenigen 
I .nii! 1  o  macht ,  die  diesem  Anfangspunkt  entspricht,  das  ist  der  Winkel 
zwischen  h  und  k,  und  zwar  ist  in  unserem  Dreieck  c  der  äussere,  und 
t:  der  innere  Winkel,  y  ist  für  jeden  beliebigen  Werth  von  y  der  Win- 
kel den  //  mit  a  macht,  und  es  stellt  sich  also  c  als  einen  speciellen  Werth 
von  y>  dar.  Nimmt  man  an ,  dass  die  kürzeste  Linie  //  die  k  rechtwink- 
lich  schneidet,  so  wird  c=c'=90\  die  Formeln  werden  einfacher  uud 
gehen  in  die  folgenden  über, 

k  =  o  sin  y/  =  o  cos  q> 
h  =  a  cos  y  =  o  sin  y 

man  wird  diese  Bedingungen  in  der  allgemeinen  Integration  der  Glei- 
chungen (114)  wieder  erkennen  müssen. 

146. 

Gehen  wir  nun  zur  vollständigen  Integration  unserer  Gleichungen 
über,  so  können  wir  k  und  h  in  Function  von  a  und  q>  ausdrückon ,  wir 
können  aber  auch  umgekehrt  diese  in  Function  jener  darstellen,  und  da 
diese  Darstellung  weiterhin  erforderlich  wird,  so  ist  es  am  Dienlichsten 
sie  sogleich  vorzunehmen.  Es  könnte  ohne  Weiteres  ein  schiefwink- 
liches  sphäroidisches  Dreieck  in  Betracht  gezogen  werden,  aber  um  den 
Entwickelungen  die  einfachste  Form  zu  geben,  soll  zuerst  ein  recht- 
winklichos  sphäroidisches  Dreieck  betrachtet,  und  daher  c=90°,  f  =  0 
angenommen  werden,  der  Werth  der  dritten  im  vorigen  Artikel  erhalte- 
nen Constante  wird  sich  nach  den  Entwickelungen  ergeben.  Es  wird 
später  auf  einfache  Weise  vom  recht  winklichen  zum  allgemeinen  schief- 
winklichen  sphäroidischen  Dreieck  übergegangen  werden  können.  Der 
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eben  eingeführten  Bestimmung  zufolge  schneiden  sich  die  kürzesten 
Linien  A,  und  diejenige  0,  welche  dem  Werthe  <p=Q  entspricht,  unter 
einem  rechten  Winkel,  und  bilden  die  Catheten  des  nun  in  Betracht  ste- 
henden sphäroidischen  Dreiecks,  die  Hypotenuse  desselben  ist  der  Werth 
von  a.  welcher  irgend  einem  unbestimmten  Werlhe  von  <p  zukommt. 
Die  Ausdehnung ,  die  im  Vorhergehenden  der  Entwickelung  von  m  ge- 
geben worden  ist,  erlaubt  die  vier  Functionen  asin<r>,  ccosy,  osiny, 
<t cos t/;  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  zu  erhalten,  die  Function 
7-1-1/'  hingegen  kann  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  erhalten 
werden,  welches  aber  für  die  weiteren  Combinationen  ausreicht. 

Es  ist  identisch  • 

d.  a  sin  y  =  da  sin  y  ady  cos  y 
d.  a  cos  y  =  da  cos  y  —  ady  sin  y 

die  durch  Anwendung  der  dritten  der  (H  4)  in  die  folgenden  ubergehen 

d.  a  sin  y  =  da  sin  y  —  a       d<p  cos  y 

d.  a  cos  y  =s  da  cos  y     0       dtp  sin  y 

aber  die  beiden  ersten  der  (1  1  4)  geben 

0  =  da  sin  y  —  md<p  cos  y 
dh  =  da  cos  y     mdy  sin  y 

es  wird  daher 

d.0.sinU>        /  /dm\\d<ti 

— r*-  (m-aU))iC06v 

(£))S^ 

und  die  dritte  (1 1  4)  giebt 

^-0-(S))2 

Diese  drei  Gleichungen  sollen  jetzt  in  den  eben  angegebenen  Voraus- 
setzungen, und  durch  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten  integrirt  werden. 


117. 


Aus  der  vorläufigen  Integration  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die 
folgenden  Formen  aufgestellt  werden  können, 
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«siny  — (1 +      +  cA»  +  eA< 

o  cos  y  =       a'  h-  67i2  +  c'A3  +  c'A'  +  f*5 

v  -I-  y  =      90°  ■+-  i  A  -+-  JA2  -4-  roA3  +  «A« 

und  dass  die  Coefticientcn  «,  b,  c,  c  von  der  zweiten,  alle  übrigen  aber 
von  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  andere  Cathetc  unsers  Drei- 
ecks sein  müssen.  Sei 

z  =  i*A  ■+■  lkx  ■+■  m  A:'  -h  «  h* 
dann  wird  y=90"— (y— z) ,  und 

sin  y  =  cos  y  ■+-  z  sin  rp  —  ~2  cos  </-!-.  . 
cos  i/;  =  sin  tp  —  z  cos  tp  —  j  z1  sin  tp  +  .  .  . 

Di»;  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  in  diese  giebt  bis  auf  Grössen 
siebenler  Ordnung 

a  sin  y  =  a'+  (V+  i  +  ai  -  I  a'i2 )  A2 -h  (c*-l-  /  ■+-  al  +  bi -  a  i7)  AJ 

+  (c'+m)A'  +  (/"+«)A> 

o  cos  tp  =  (\  +  a  —  a'i)  A  H-  (6  —  a'i)A2 -+-  (c —  am  —  b'i  —  7  *2  )  A3 

+  (e-rfn  — A7-  c'i  —  t7)A* 

wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  <p  und  \p  gegeben  ist.  Entweder 
aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Ausdrücke  für  as'iaxp  und  ocosy/, 
oder  auf  dieselbe  Weise  aus  den  für  <isin<p  und  ocosy  ergiebt  sich  bis 
auf  Grössen  achter  Ordnung, 

„2  =  a'2-h(1  +  2aH-ai-h2a'6')A2H-2(6-|-a6  +  aV)A3 

■+•  (2c  -+•  b'2  +  2aV )  h>  +  2  (e  4-  a'/"H-  6V )  A5 

Da  ferner  identisch 

aHtp  =  <T cos  (pd . o  sin  y  —  o sin  <pd.a  cos  ip 

ist,  so  geben  die  obigen  Reihen 

(1  27)       o2  ^  =  a  ■+-  fl'a  +  2  abh  —  {b'+  a&  —  3  ac)  A2 

-  (2  c'+  2  ac-  4  a'e)  A3—  3  c'A1  -  4  f  A» 
und  hieraus  bekommt  man 

o*§COSy  =  (a'+2«'a  — a^)A  +  (3a'6  —  o'a/)A*  —  b'V  —  2ch* 
a3 g  sin  v  =  («2 -+- a'2«)  -h 2 a'26A  +  a'iA2 -§-(«'/  -  ac  ) A3 
Die  Gleichung  (1 2«)  giebt 
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m] — o(^)  =  °*(t^  +  -j-öö  cos  <p  ■+•  j  Oa  sin  <p 

•+-  ^Wcos  V  -+-  |  AVsin  <p  cos  y  +  ^  IV  sin  V  —  ^ 

-+■  ^ /«r'costy-f-  ~/uVsinycos2y-|-  ^/iVsin2ycosyH-  ^j/uVsinty 

—  ^  »/öo3cos  <p  —  ^  qöVsin  (p  J 

1  ~"  (S)  =  a~  j         T  0OCO6  ff  +  y  0'osin  y 

-+-  j  Aa2costy  -h  |  A'o2sin  y  cos  r/>  -l-  j  AVsin  V  —  ^  ?V 

-h  ^^costy-*-  ^j/wVsin<jpcos2y-t-  ^/uV',sin2ycos<y-l-  ^//Vsinty 

-  ^Ö^cosy- f0  i/öWiig)) 

und  macht  man  diese  vermitlelsl  der  vorhergehenden  Ausdrücke  zu 
Functionen  von  h,  so  werden  sie 

">-«(£)  =  ^t(^'  +  >a'+r.ia'2-ii*'V2+s''0'I-sv'''■':,) 
+  (|  «'(< + «) + j  *'«'+  n  t'"'1-  n  ?«'<•')'' 

«-(»)  -  t^'+t1«1- b^""* n^- iil«"'') 

+  (>'((  +  «}  +  llV+ !,.'«'<-  iV/»'-'1)* 

+  (s*"-S«*)**| 
Durch  die  Substitution  der  nun  entwickelten  Ausdrücke  in  die  Differen- 
tialgleichungen des  vor.  Art.  ergaben  sich  die  folgenden  Bedingungs- 
gleichungen 

o-a'i  =  -  |,(a'2-»-a'2a) - ± 6(a>+a>a) -  ±i«< 

26- 2rt7  =  _  i  n*%-  {  0>'2+2a'2a)-i  A  a  »- 1  ,<  a      £  v*'a'4 
3c— 3a'm— 36'i—  1 •»  =  -  \  rjai  -  1 0{<M+aH)  -  i  *V2 
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3<r'-l-3/-h3a/-|-36f—  Sa'il  =  }  ^(306— a  '*/)  +  |0(a  -Mao—a'*») 

2/  =  ,,a'*  +  yrf(a+«a'a)  +  |  A  a 2 -|- ^'a  -  ^  »^V 

4n  =  —  9c'— |ö't'  +  ^V-i^'fl 
und  aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht 

II  1  l»<     »  1  f 

/   =  -  Mi**  fl  ~M^a 

/       +;*'«■* +;0  ,,v»+ 7^y< 

n  =  ^  AV  +  ^  >y  V  -h  ±  pal  -+■  ~  0  /,  Ha1 

%         n,    ,  4  8  . -  ,  1 

Der  Coefficient  a'  bleibt  unbestimmt,  und  bildet  die  /um  Integral  der 
zweiten  Differentialgleichung  hinzuzufugende  Conslanle.    Nehmen  wir 
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die  oben  eingeführte  Bestimmung  wieder  auf,  zufolge  welcher  der  Werth 
von  a,  welcher  der  Bedingung  y  =  0,  woraus  A  =  0  folgt,  entspricht 
mit  k  bezeichnet  werden  soll ,  so  bekommt  man  o'=  k.  Hiemit  ist  die 
Integration  unserer  Differentialgleichungen  vollständig  ausgeführt. 

118. 

Die  Substitution  der  eben  erhaltenen  Werlhe  der  Coefficienten  a,  6, 
etc.  in  die  Ausdrücke  für  a  sin  y,  etc.  giebt 

osiny  =  h  + 1  ±  Ok>h+  (f0  X+  ^  f)k*h+       ^  +  ±  ,,ö  )*'A 

osin^  =       1  tjW+  55^)**+       /'  -  tV^)*7'* 

+  ii  +  *****  +  (-^  - 

+(fo  ^»^/2>Ä4+  (<V  + ii*  ) » 

o cos  V  =  A-  i r,A%- 1  *A»A  -  (±  P.  +  ±  t?)Kk  -  ( JL  /t  +  _L  ^)fc»A 


IGO 


P.  A.  Hansen, 


36  '< 


-  r,  ^       -f.*     -  (iV    +  ,<«  **>,A1 


Ich  bemerke  hiczu ,  dass  a,  k,  h  hier  dasselbe  bedeuten,  was  bez. 
r,  p,  7  bei  Gauss. 


Die  Flache  unseres  spharoidischen  Dreiecks  lässt  sich  leicht  durch 
k  und  h  ausdrucken,  und  die  Ausdehnung,  die  den  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  gegeben  worden  ist,  erlaubt  sie  bis  auf  Grössen  achter 
Ordnung  zu  erhalten;  die  Glieder  der  siebenten  Ordnung  sollen  jedoch 
hier  Ubergangen  werden,  da  sie  in  den  Anwendungen,  die  weiter  unten 
vorkommen  werden,  wegfallen. 

Da  die  Linearelemente  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung 
(113),  nemlich  da  und  md(pt  einander  immer  unter  einem  rechten  Win- 
kel schneiden,  so  ist  das  Flachenelement  auf  unserer  Oberflache  durch 
den  Ausdruck  md<pda  gegeben,  und  wenden  wir  diesen  auf  unser  reeht- 
winkliches  spharoidisches  Dreieck  an,  dessen  Flache  mit  F  bezeichnet 
werden  soll,  so  wird 


Multiplicirt  man  den  Ausdruck  (120)  Cur  m  mit  da  und  integrirl  in  Bezug 
auf  a  allein ,  so  bekommt  man  mit  Weglnssung  der  Glieder  .siebenter 
Ordnung 


119. 


jjjj  Xax cos    —  ^  P.V  sin  </  cos  </  —  ^0  AV sin  2y  ■+- 
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wo  die  Integrationsconsiantc  Null  ist,  da  das  Integral  für  o  =  0  ver- 
schwinden muss.  Das  Produkt  dieses  Integrals  mit  d<p  drückt  die  un- 
endlich kleine  Flüche  aus,  die  zwischen  den,  irgend  welchen  Werthen 
von  (f  und  (p+dy  zukommenden ,  Linien  o  enthalten  ist,  und  das  Inte- 
gral dieses  Produkts  giebt  die  endliche  Flache  des  Dreiecks.  Da  bei 
dieser  zweiten  Integralion  beides  o  und  y,  als  veränderlich  zu  betrach- 
ten sind,  so  müsste  a  durch  tp  ausgedruckt  werden,  einfacher  ist  es  je- 
doch beide  Veränderliche  vermittelst  der  Reihen  des  vor.  Art.  durch  h 
auszudrücken.  Man  bekommt  dadurch 

/ mdo  -  _1  oft»  -  (-L a _  A ,«)*. 

-Iii4'*9* 

Die  Gleichung  (1 27)  giebt  ausserdem 

Multiplicirt  man  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander,  und  integrirt 
wieder,  so  entsteht 


wo  wieder  die  Integrationsconslanle  Null  ist,  da  die  Flüche  /*'  für  A=0 
verschwinden  muss. 

Al.l»n.ll   H.  K  S  CrulUrh  i.  W$«MMct.  XIII.  1  1 


I1  A.  Hansen, 


120. 

Ausser  dem  bisher  betrachteten  reehtvvinklichen  spharoidischen 
Dreieck,  dessen  Seiten  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

«  ,      k  ,  h 
90«  ,     xp  ,  <p 

sind,  soll  jetzt  ein  zweites  betrachtet  werden,  dessen  Stücke  die  fol- 
genden sind, 

a\      k,  Ii 
90«  ,    y ,  <p' 

welches  also  aus  dem  vorhergehenden  durch  blose  Vertauschung  von 
o  mit  a  ,  h  mit  h ,  n>  mit  y  ,  y  mit  entsteht.  Die  Flache  dieses  Drei- 
ecks soll  mit  F'  bezeichnet  werden.  Ks  versieht  sich  nun  von  selbst, 
dass  alle  im  Vorhergehenden  für  jenes  Dreieck  abgeleiteten  Relationen 
auch  auf  dieses  angewandt  werden  können,  wenn  man  in  denselben  die 
angeführten  Verlauschungcn  einfuhrt.  Durch  den  Unterschied  dieser 
beiden  rechl  winklichen  Dreiecke  wird  ein  allgemeines  sphiiroidisches 
Dreieck  gebildet,  dessen  Seiten  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

a  ,         a  ,      h  —  h 
180  —  tp'  ,      y  ,      (f —  q> 

sind.  Um  hiefür  einfache  Bezeichnungen  einzuführen  sollen  im  Folgen- 
den dessen  Seiten  mit  a,  b,  c,  und  dessen  Winkel  mit  A,  ß,  C  be- 
zeichnet werden,  und  zwar  so  dass 

a  —  h  —  h  ,      b  =  a  ,      c  =  a 

A  =  (f  —  <p  ,     B  =  ip  ,      C=  180°  —  V/ 

werden.  Nennt  man  ferner  die  Flüche  dieses  allgemeinen  spharoidischen 
Dreiecks  A  »  so  hat  diese 

A  =  F-F' 

zum  Ausdruck. 


121. 

Der  Ausdruck  für  A  ergiebt  sich  nun  zuerst  aus  dem  Ausdruck 
des  vorvor.  Art.  für  F  wie  folgt, 
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+  ~  Ok  (6* +  7AM-7AA'+7A'*) 

+  4  Ö'(3fe2  (A+Ä'  )  -f-  4Ä*+  4A2A'+  4ÄA'2-h  4A'3) 

+  ^A'A(2A2(Ä-|- A')  -i-  3A'  +  3AW+  3AA'a-f-  3tf») 
-I-  ^  A"  (2A2  (A2h-  AA'+A'2 )  +  3A*+  3A»*'+  3A2Ä'2-t-  3AA     3A* ) 
iii?^** — ^A2(A2H-  AA' -h A'2)    3  A4 3  AV*' -+■ 3  A2A'2-h  3  AA'3-f-  3 A' ')  j 

Aus  der  Reiho  für  osiny;  des  Art.  118  und  der  Gleichung  a  =  h  —  h 
bekommt  man  aber 

k{k—h)  =  acsin  H  j  1  —  |  /,A2  -  -J-  öAA2  -  i  Ö*AS 

und  macht  man  hiemil  «csinß  zum  allgemeinen  Factor  des  vorstehen- 
den Ausdrucks  für  A  .  so  wird  dieser 
A  =  |  <ic  sin  Ä  j  1  -  I (A2—  A2+  AA'h-  ä'2  ) 

H-     öA(GA2—  8A2+7AA'-h7A'2) 

+  ^ö'(3A2(A+A)  -  6A*+  4A2Ä  +  4AA2+  UP) 

H-^A/v^fc2—  5A2-|-4AA'+  4A'2) 

-h^-0A*A(2A2(AH-A')-5A3-f.3A2A-|.3AA'2-i-3A-') 

+  ^^(^(A'+AA'+A 2)  —  6A4+3AlA'+3A2A'2H-3AA  ':'+3A'«) 

Man  kann  diesen  Ausdruck  durch  die  Einführung  der  Krtlmmungsmaasse, 
die  den  Dreiecksecken  A,  I),  C  angehören,  und  die  bez.  mit  «,  (it  y 
bezeichnet  wei  den  sollen,  vereinfachen.  Die  Substitution  der  betreffenden 
Reihen  des  Art.  118  in  den  Ausdruck  (1 25)  giebt  das  Krümmungsmaass 
allgemein  in  Function  von  k  und  A,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
dieser  Ausdruck  zugleich  der  Ausdruck  von  (i  ist,  schreibt  man  in  dem- 
selben A'  stall  Ii ,  so  erhall  man  den  Ausdruck  für  y,  und  der  für «  ersieht 
sich,  wenn  man  in  (125)  o  =  0  macht.  Auf  diese  Weise  entstehen 

II« 
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a  —  7) 

ß  s=  tj+Ok 


+  T^*S+T t*V h+T t'"k h' ■+■  I A ' -  T '/ ö* /<2  +  I '< **** 
y  =  r/  +  öA  +  0'A'h-  I AA2  +  Xkh  -+-  y  A"A'2 

+ 1  ^  +  iy         i  fik  Ii1  -+- 1  p'tf'  - { öAA'2+ 1  flM' 

Man  kann  diese  drei  Gleichungen  anwenden  um  die  Coefficienten  17,  0,  0' 
aus  dem  Ausdruck  für  A  zu  eliminiren,  und  löst  man  sie  zu  dem  Ende 
in  Bezug  auf  diese  Grössen  auf,  und  schreibt  sogleich  alle  Glieder,  die 
man  bekommen  kann,  bin,  obgleich  die  höchster  Ordnung  erst  weiter 
unten  gebraucht  werden,  so  geben  sie 


(1*8) 


im 


-  j  «  A3    Y/i"AAA'  H-  |f/'AA'(A  •+-  A') 

ö  **'■         «  h*h' 

ö'  =  ^-^-^-.|r(A+A') 

- 1  /*'A2  -  f  p'ft  (A  +  A')  -  -J-       +  **'+  *'2 ) 


Da  im  obigen  Ausdruck  von  A  die  Glieder  siebenter  Ordnung  Ubergan- 
gen sind ,  so  müssen  hier  bei  der  Elimination  von  ,  0 ,  6'  in  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  dieser  Grössen  auch  die  entsprechenden  Glieder, 
und  zwar  die  mit  //,  p£%  etc.  a\  uß,  ay  multiplicirlen  Ubergangen  wer- 
den. Die  Elimination  giebt  in  Folge  dieser  Bemerkung 

A  =  t  ac  sin  B  j 1  +  r*o  (**2  —  2Ä2  +  m'  ■+* 3A'2) 

■+•  ^  (3A2  -  CA*2  H-  CAA'  +  3A'2) 

-  ^  (GA2  -  4A2  n-  5AA'  -+-  5A'2 ) 

_  ^(A2(A  +  A')  -  A3  +  A2A'+ AA'2  +  A'3) 

-  £  (A2(5A2 —  4AA'-h  5A'2) — GA'h-  1 2A3A'-3A2A'2— 
+J^3*«+fcJ(öJp_5AA'— ÖA'2)+A'— 2AW— 2A7/2-4-3AA''+3A^J 
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Man  kann  noch  einen  Schrill  weiter  gehen,  und  k,  h,  /*'  durcli  die  Droi- 
ecksscilon  a  und  c  und  den  Winkel  B  ausdrücken.  Zu  diesem  Zweck 
bekommt  mau  leicht  aus  den  Reihen  für  «sinu»  und  ocosy  des  Art.  118 


Bei  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  entstehen  Glieder,  die  mit«;;, 
ßt],  ytj  multiplicirl  sind,  in  welchen  aber  aus  demselben  Grunde  wie 
oben 


gesetzt  werden  muss.  Denn  da  «,  /?,  y  nur  um  Grössen  erster  Ordnung 
von  einander  verschieden  sind,  so  würden  durch  die  Nichtberücksich- 
tigung dieser  Gleichungen  Glieder  siebenter  Ordnung  mit  in  das  Resultat 
der  Elimination  hinein  gezogen  werden,  die  nichts  bedeuten  können, 
weil  die  übrigen  Glieder  derselben  Ordnung  übergangen  sind.  Die  Sub- 
stitution der  (129)  giebt  nun 

A  =  j ac  sin  B  j  i  •+■  ^0  (3a2  —  Oaccos  B  +  4c2) 


wenn  die  Summe  der  im  vorhergehenden  Ausdruck  für  A  m'1 
multiplicirten  Glieder,  die  weiter  unten  nicht  gebraucht  werden,  mit  / 
bezeichnet  wird.  Alle  vorstehenden  Ausdrücke  für  A  sind  bis  auf 
Grössen  der  siebenten  Ordnung  richtig,  und  ausser  dem  letzten  würde 
man  noch  zwei  andere  erhallen  können ,  deren  einer  vom  Winkel  A  , 
und  deren  anderer  vom  Winkel  C  abhängen  würde;  ich  halte  indess  für 
überflüssig  diese  beiden  Ausdrücke  hier  abzuleiten,  um  so  mehr,  da  wir 
sie  weiter  unten  auf  einfachere  Art  werden  erhallen  können. 


Die  Summe  der  Winkel  unsers  allgemeinen  sphäroidischen  Dreiecks 
kann  auf  ahnliche  Weise  ausgedrückt  werden.  Die  Reihe  für  (p  -hu»  des 


«  =  ß  =  y  =  tj 


ISaccosU+Sc2) 

Oaccos  B  +  3c2) 

oa2^  -|-  3c4  —  1 5a62c  cos  B)  -+-  / 


122. 


Digitized  by  Google 


IOC  P.A.Hansen, 

Art.  1  18  wird  auch  durch  die  Vcrwandehwg  von  A  in  h  auf  das  /.weile 
im  vorvor.  Art.  betrachtete ,  rechlwinkliche  sphäroidischc  Dreieck  be- 
zogen, und  die  linke  Seite  derselben  geht  zugleich  in  f/'+y'  Uber.  Zieht 
man  den  Ausdruck  dieser  Grösse  von  dem  der  vorher  erwähnten  ab,  so 
wird  die  rechte  Seite  des  Unterschiedes  der  Ausdruck  von 

{<p  —  tf)  +  xj,  —  xp=\  80"  -i-  A  +  Ii  +  C 

und  wir  bekommen  daher  sogleich  für  die  Summe  der  Winkel  des  all- 
gemeinen sphäroidischen  Dreiecks  den  Ausdruck 

A  +  Il+C  =  180'  +  k{h-h)  j  1  n  + ± 0k  +  j  Ö(A+ A' ) 

-+•  ^  *0ft(3tt»  +  IS(#  +  AA'+  /*'-)) 

+     ¥>'  (;*7*2 (*  +  *')  +  2G(A'+  MM-  AA'--h  Ä'a ))  j 

rührt  man  hierin  zuerst  die  Dreiecksfläche  durch  die  Gleichung 

(1 30)    A(A— A)  =  2  A  j  1  —  fgn  {&  +  ä2  +  AA'+A'2) 

—  ~  **  (60  +  7(#  +  hh'-h  A'1)) 

-  j  ||  ö'  (3fc5  (A  H-  A')  -4-  4  (Ä » -i-  A'A'h-  AA'  -+-  A'3))  j 
ein ,  die  leicht  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  so  wird 

A  +  B+C  =  180"+  ^j,  +  |öfe+i  «•(*  +  **) 

+  A  U2+  |  i'A  (A  ■+-  A')  +  ±  A"(A2+AA'+A'J) 
+  ^+  rs^H-Ä')  +  f5/i"^+AA+P) 

-±^(ftM-7(A»+AAM-A'*)) 

+  ^     (9**(Ä  +  A)  +  2A:<  -  Wh-Mh>  +  2A  •')  J 

und  eliminirt  man  hieraus  tj  ,  0,  0'  durch  die  (128),  deren  Glieder  hier 
Alle  in  Betracht  kommen,  so  ergiebl  sich 
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A+1S+C  =  180«+  *     +  + 

H-^>-3A2-h7AA'-.3^) 

—  ts'o"  (/£2  —  2/*2     7ÄA'  —  4A'2) 

— £  I  **3 + (Ä  +  *') + + ää'  +  ä'2]  j 

+  /'(7A*-3A2A'-  3M'2+7  A  | 

Wendel  man  endlich  die  (129)  an,  um  die  Dreiecksslücke  a,  c,  ß  ein- 
zuführen, wobei  hier  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  derselben  in  Be- 
tracht kommen,  so  bekommt  man 

A  +  Ii  +  C  =  180°  -f-  *{<t  +  ß  +  y) 

+  *~(c2-accosß  —  3«2) 

-  «fi |8J#<*—  l8JfW+  18J/Vc- 7JfV| 

wo  zur  Abkürzung 

A   =  A  sin  2ZJ  -4-  2A'  sin  ß  cos  B  +    cos  *B 

=  A' sin  />'-*-  A"cosß 
y/"  =  X" 

M  =  //  sin  'fl  -f-  3/t'  sin  2B  cos  U  -+-  3/<"  sin  B  cos  *ß  ■+-  cos  *B  J  (131) 
M'  =     sin2// +  2// sin /Jcos  cos -ß 

AT  =  fi" sin  B  +  fi"  cos  ß 

gesetzt  worden  ist.  Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Summe  der 
Winkel  des  allgemeinen  spbaroidischen  Dreiecks  sind  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung  richtig. 


« 
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123. 

Vergleichen  wir  jetzt  das  bisher  betrachtete  sphüroidischc  Dreieck 
mit  dem  sphärischen,  welches  dieselben  Seiten  a,  b,  c,  hingegen  die 
Winkel  A+AA,  ß+d/f,  C+dC  hat,  und  entwickeln  die  Ausdrücke  für 
dA,  dB,  dC.  Ich  habe  hier  das  sphärische,  statt  des  von  Gauss  zur 
Vergleichung  gewühlten  ebenen  Dreiecks  gesetzt,  weil  das  Resultat  da- 
durch eine  grössere  Allgemeinheit  erhall,  und  die  Verglcichung  mit  dem 
ebenen  Dreieck  als  speciellen  Fall  in  sich  fasst,  welcher  einfach  dadurch 
herbei  geführt  wird,  dass  man  den  Halbmesser  der  Kugel ,  auf  welcher 
man  sich  das  sphärische  Dreieck  verzeichnet  denkt,  unendlich  gross 
macht.  Dieser  Halbmesser,  welcher  hier  mit  in  Betracht  kommt,  und 
mit  r  bezeichnet  werden  soll,  ist  im  Allgemeinen  völlig  willkührlich,  und 
man  kann  ihn  in  den  Anwendungen  so  bestimmen,  dass  die  Ausdrücke 
möglichst  einfach  werden.  Nehmen  wir  nun  r  in  demselben  Linear- 
maasse  ausgedrückt  an,  wie  die  Dreiecksseilen  a,  b,  c,  dann  erhalten 
wir  aus  der  sphärischen  Trigonometrie 

sin  —  sin  4  cos  [A  •+-  dA)  =  cos  —  —  cos  —  cos  c 

und  setzt  man  hierin  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Seiten  die  be- 
kannten Reihen,  die  schon  oben  angewandt  wurden,  so  giebt  eine  Ent- 
Wickelung, die  durchaus  keine  Schwierigkeiten  hat, 

6c  cos  {A+dA}  =  —  i  o«  + 1 62  + 1  (;2  +  K 
ac  cos  {B+dD)  =      \  a>  -  ±  6>  -4-  {  c»  +  l 
ab  cos  {C+dq  =     1««  +  l&  —  i  <J  +  M 
wo  zur  Abkürzung 

A  =  £.  (*-26s-20+  44W 
-      (*-B*-WJ-  ^W+lc>+ 1 06V)+iA  L  (6«_  <*j 
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gesetzt  worden  ist.  Diese  drei  Ausdrücke  folgen  durch  Vertauschung 
der  betrcITcndcn  Buchstaben  üus  einander,  die  weiteren  Entwickelungen 
aber  besitzen  diese  Eigenschaft,  wenn  man  nicht  neue,  von  der  allge- 
meinen Oberflache  abhängige,  Hülfsgrössen  einfuhren  will,  nur  in  ge- 
ringerem Maasse. 

Zur  weiteren  Entwickelung  der  Functionen  K9  L,  Jf  brauchen  wir 
ausser  der  Gleichung  a=h—h'  nur  die  ersten  Glieder  von  o*  und  a\ 
hier  c2  und  6\  des  Art.  118,  nemlich 

diese  geben  leicht 

(62-c2)2  =  (A— A')2  ((Jl+A')8""  -J- ^#(A-hA')2 —  ~  6k\h+ky 

-^fc2(A-hA')(A2+AA'+A,2)j 

und  folglich  wird 
ai(a'_2&2-2c2)  +  (&2-c2)2 

=  -  U2(A-A02jl+ ^/AA,^-|»ikAA'^-;a0'(A2A'^-AA•2)} 

ferner  wird  mit  ausreichender  Genauigkeit 

si  _  562  -  5c2  =  —  1 0*2  -  4A2  -  2AA'  -  4A'2 
76'+7c«-i-1ü6V  =  2W  +  24fc2(A2+A'2)  +  7A'  +  10A2A'2-l-7A'* 
62  +  c2  =  2jk2  +  A2  +  A'2 

folglich 

tf4(a2_  ö&2_  5c2)  +  fl2(76«  -h7c«  + 1 06V)  -  3  (&»—  c2)2(A2-h  c2) 
=  S^fA-Ay^+^+AA'+A'2) 

Ferner 

3a«  _  7fe2  -  3c2  =  —  1 0*2  —  6AA'—  4A*2 
56i _  3c.  _  1 o&V2  =  -W-  1 6*2A2 - 3A1  -  1 0A2A'2  +  5A'  ■ 
&i_3c2=  _2*2-3A2H-A'2 

folglich 

a'(3a2  -  762  —  3c-2)  H-  ö2(56'  —  3c'  —  1 üfc2c2)  —  (62  —  c2)2(fc2—  3c2) 
=  _  8fc2(A— A')2(/k2H-3A2--3ÄÄ'-l-A'2) 
Hiemit  sind  die  Glieder  entwickelt,  aus  welchen  K  und  L  bestehen,  und 
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man  erkennt  leicht,  dass  sich  die  von  M  aus  denen  von  L  ergeben, 
wenn  in  diesen  h  und  h  mit  einander  vertauscht  werden.  Aus  diesem 
Grunde  wird  es  überflüssig  die  Glieder,  aus  welchen  3/  besteht,  aus- 
führlich hinzuschreiben.  Stellt  man  jene  zusammen,  so  erhlill  man 

K  =  _  k^h—h')1  j^p (1 2+  KHhK+  Mhhh'+  flT(A**'+  hh'*)) 

L  =  —  **(A— A*)*  {^(1 2  -l-  tyAA'-l-  Wkkh'+tfiVA'+M?)) 
+  55?(*,+3Jls-3AA'+A^j 

Es  ist  zu  bemerken ,  dass  diese  Functionen  die  Grundlage  des  Unter- 
schiedes zwischen  der  Heduclion  des  sphäroidischen  Dreiecks  auf  das 
sphärische,  und  der  Heduclion  desselben  auf  das  ebene  Dreieck  bilden. 
Denn  macht  mun  in  denselben  r  unendlich  gross,  so  werden  sie  Null, 
und  in  den  noch  zu  entwickelnden  Functionen  wird  r  nicht  vorkommen. 

124. 

Den  eingeführten  Bezeichnungen  zufolge  wird  im  sphüroidischen 
Dreieck 

6c  cos  A  =  a cos  <p .  a  cos  <p     <s  sin  tp .  a  sin  (p 
Da  ferner  aus  demselben  Grunde  die  erste  Gleichung  (1 32) 

hc  cos  (A+dA)  =  - 1  (*— **)*+  T       T  °'2  +  K 
giebt,  so  bekommt  man  leicht 
6c  (cos -4  —  cos  (A+dA)) 

=  ~  (k — K  f  —    (<r  cos  tp  —  ff'  cos  tp'f  —    (ff  sin  <y  —  a  sin  y'}2  —  Ä 
Ferner  ist 

ac  cos  ß  =  (A — A')o  cosy 
ab  cos  C  =  —  (/*—/<')  o'  cos  t// 

und  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (1 32)  werden 

accus  (ß+dtf)  =  y  (A—A7  +  j  o»  -  {■  ff'2  -h  L 

a*cos(C+dC)  =  i(A-A7-|ff2-h4-ff'2-i-Af 

woraus 
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<ic(cos  II  -cos  (Ä+aff))»—- +  (A-A>cosy  -  |(«2-o 
a6(cos  C-  cos((;-MC))=-. ~(A-A')J-  (A-A')acosv/  +  |(<rW*)-* 

folgen.  Man  erkennt  hieraus,  dass  6C  aus  dB  vollsüindig  durch  Ver- 
tauschung von  h  und  K  mit  einander  erhalten  wird,  weshalb  im  Folgen- 
den nur  die  Enlwickeiungen  von  öA  und  dB  vorgenommen  zu  werden 
brauchen. 

125. 

Die  Reihen  des  Art.  118  geben  bis  auf  Grössen  der  achten 
Ordnung 

(acosy  —  a  cos<p')2 

=  P(A-*)*{-iY  +  ,5n  n&  (*+*?  +  h  lW+k')  (AlH-AA'+ A'2) J 

(o sin a  sin v')2  =  (A— A')2j  1  +  i  9A»  -h  1  (20b>  +(/k(h  +  h')) 
■+-  ^  (3  AA4  H-  3  A'A'  (A  +  //)  +  AT'  (A2  -h  AA'  -|-  Ii1) 

+  ^  (4      +  (i /''A'(A  +  A')  4-  4  ft'k*  (H1  +  AA'  H-  H*) 

pwÄ»  (Aa  +  A2A'    AA'2  A'3)) 
+  ^  ^  (3      4  A2  (A2  +  ÄA'  +  A'2)) 

~*~  jflo  9**  (36  A4  -  73  A2(A2  +  ÄA'  +  A'2)) 
+  sie  1*  ( 1 7  *'  (*  +  '0  -  '  *  A2  (A>  -+-  A2A'    ÄA'2+ A'»))  j 
woraus  sich  ohne  Muhe 

k-(cos/i--cos(/i-HM))=—  |  A2 (A— A')2  j  1  +  1  (2öA  +  (/(h  +  A')) 

+  60  (3  3  * A  (A  +  l'  )  +  ^  (/<2  +  hk'  -+*  A'2)) 

+  360  (4^3+ 6>'*2(A-hA')-h V"A(A2+AA'h-A'2) 
+     (*»+  A2A'  +  ÄA'2-t-A'3)) 
+  A,/2(3A2  +  A2-i-6ÄA'h-A'2) 

+  5J?  9«*  (3C *5  +  2  A2  +  77  AA'  +  2  A'2) 

+  3^^(17A2(A+A')+GA:,+2üA2A'+26AA'2+(iÄ':i)j 
-  A' 
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ergiebt.  Man  bekommt  ferner  aus  den  Reihen  des  angezogenen  Artikels 
2(Ä— A'jocosy  —  (a2— a'2) 

=  (A_A')2  j  1  -  }        ^  (3Ö*3  -l-  M2 (2  A  +  A')) 

_  1  (6  U«  +  4  A'A3  (2A-*-  A')  +  A"A2  (3  A2  +  2  AA '  +  A'2)) 

—  ,6o (1 0  fikh  + 1 0 P    (2  A  +  A')  +  5 /*"  A» (3 A2+  2  AA'  -+-  hP) 

H-  //"A2 (4A3h-  3  A2A'  -i-  2  AA'2  +  A'3)) 

-  i  ^  (**  -f-  A2(3  A2  +  2  AA'  +  A'2j) 

-  ±  rflk  (3  k*  +  2  fc2  (3  A2  -h  2  AA'  -h  A'2)) 

—  —  ^'{25  A'(2  A  +  A')  + 1 8  A2  (4  A  M-  3  A2A' + 2  AA'2+ A'3))  j 

und  hieraus 
ac  (cos  ß  —  cos 

=  _  i.  fci  (A— A')2  j }  ^  + 1  (3  0A  h-  ö'  (2  A  A')) 

-+-  ^  (6  AA2  H-  4  A'A  (2  A  +  A  )  +  A"  (3  A2     2  AA'  +  A'2)) 

+  all  ( 1 0      +  1 0  /»  *a  (2  A  -h  A')  +  5  /""A  (3  A2  •+■  2  AA'  +  A'2) 

+  ft"'  (4  A3  +  3  AW     2  AA'2  -+■  Ä'3)) 

+  ^  ^A(3A2-hGA2-MAA'  +  2A'2) 

+      ^(25A2(2A+A')-f.72A:,-h54A2A'H-3CAA'2H- 1 8A'3)  J  -  L 

Es  ist  ferner 

bc  sin  A  =s  asiny.  o'cosy'  —  ocosy.  o  siny 
ac  sin  ß  =  (A  —  A')  a  sin  uj 

oder*,  nach  der  Substitution  der  Reihen,  mit  ausreichender  Genauigkeit, 
6csinA  =  A(A-A')jl  +^-»/(A2H-  2//A') 

+  ^  öfe(2A2H-  5AA')  + 1  (/  (A2(A  +  A')+2 ÄW+2 AA'2)} 

oesin  B  =  k  (A  -  A')  { I  + 1  i;A2  ■+■  }  ö/,A2  H-  ^  </A3)  J 

womit  alle  zur  Erlangung  von  SA  und  dB  erforderlichen  Ausdrücke 
entwickelt  sind,  und  nur  noch  mit  einander  combinirl  zu  werden 
brauchen 
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126. 

Durch  Divisionen  und  Substitutionen  der  Ausdrücke  von  A"  und  L 
ergiebt  sich  aus  den  Ausdrucken  des  vor.  Art.  zuerst 

co«  A  -  cos  {A  +  JA) 
*inA 

+  r9  >i2  (fc2  +  2  Ä2  +  2  hh'  +  2  A'2)  +  <?p  f*2 

+  ÄA'  +  4  A'2)  +  -1,  öA  (2  A2  -  AA'J 

+  4  9*  (7  *2  (A        +  •  ä3+G  ÄW  -h  6  ÄA'2+  6A'3)  -4-  (Ä+ A') 

-^(3*2+Ä2-+.AA'-f-A'2) 

+  1  (3  AA2  +  3  A' A  (A  +  //')  +  A"  (A2  +  AA'  +  A'2)) 

+  S55  {kpk>+tfi'k*(k+K)  +  4/*(A2+AA'+A'J)  +  ^'"(A'+ÄW+AA2*  A'3))J 

cos  ß  —  cog  (B  +  JB) 
sin  B 

=  -|fc(Ä-Ä')|li?  +  l(3ö*+^(8Ä+&'))--p 
+  i  9'  (2  *2 +  2  Ä'2)  +  Jp  q  (3P  -  2  AA') 
-+■  ,4  n  ek  (3  A2  -  3  A2  +  4  AA'  -l-  2  Ä'2)  -h  ^  Oh  (A2  -  2  AA') 
+  £flff{m\*k *- A>  1 2A3+  39A2A' + 36AA'2+ 1  8A'  3)+ ,^</(A3 -A2A-AA'2) 

-^i(A2-f-3A2~3AA'+A'2) 
+  1.  (6  AA2  +  4A'A  (2  A  +  A')  +  A"  (3  A2  +  2  ÄA'  +  A'2)) 
+  ^(10  ,,A3  -+-  1 0  fi'k"1  (2  A    A')  -t-  5  fi'k  (3  A2  +  2  ÄA'  -h  A'2) 

+  ,i"'  (4  A3  +  3  A2A'  -+■  2  AA'2  -+-  A'3))  J 
Setzt  man  nun  für  einen  Augenblick 

cos  A  —  cot  (A  *♦*  SA)   

sin  ,4  ~~  r 

so  wird 

ÖA  =  p  —  ~  p'1  cotg  A 

und  einen  analogen  Ausdruck  bekommt  man  für  üß.  Der  Art.  118  giebl 
aber  mit  hier  ausreichender  Genauigkeit 
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m*A=^%;  «Hg«.» 

und  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  erhall  man 

(<mA-co9[A+*A)\l     <  ,2(,         i  ,  i 
\       ^        )  —  Tk  (*— h)  \-t'i 2— 

/cos»  -COSffl  + Jfl)\2        I   ■   ..  Ii  4 

i  ST„  n  )  =  T  )-[  9  '/2  -  ipr '/ 

Substitut  man  diese  Ausdrücke  so  ergicbl  sich  leicht 
ÖA  =  -{  k(h-k')\  ± tj  + 1  ÖA  + 1  0'  (A  +  /0  -  £ 

+  f£  (7A2  +  i/^+9  AA'  -h  4  A'2)  -  ^  AA' 

+  25  ( 1 2  fc'  (A-t-A*)    G  A3     1 1  A2A'+  1 1  AA'-'+GA'3) 

-  4?  (A2A'H-ÄA'2)  -  ^  (W+  4AS-AA  +  HF) 
+  H  P  Ua  +  3  A'/c  (A  +  A')  H-  A"  (A2  +  AA'  -f-  A'2}) 

+  Wo  (4     +  6 9**         +  4 1»-* (A5  ■+■  W'+  A'2) 

^//"(A'  +  AW  +  AA'2-!-^))) 

<W  =  -  {  k  (A-A')}1  q  +  i  Ok  + 1  ö*(2  A  +  A')  -  £ 


(4A»+7A»+3  AA'  -+-  4  A'2)  -  JL,  AA' 
^  (G  A2  +  3  A2  —  AA'  -i-  4  A'2)  -  AA' 


3t(26  A2(2A+A')-h42  AN-84AW+  21  AA'2+  1 8A'8) 
-  4?(h2h'+hh  l)  -t^(4A-2+7A2-7AA'h-4A'2) 
~  (G AA2 -+-  4 A'A  (8 A  ■+-  A')  +  A"(3AJ+  2AA'  -+-  A'2)) 
^  (1 0/#A»+ 1  O/W  («*+*•)+ .'i/i  A(3AM-2AA'-hA*2) 
-+- (4  Ä '  -|-  3  A2A'  -4-  2  AA'2  -+-  A'-')) } 
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die  bis  auf  Grössen  sechsler  Ordnung  richtig  sind,  und  woinil  die  Auf- 
gabe schon  gelöst  ist. 

127. 

Die  eben  erhaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  kann  durch  Ein- 
führung der  Dreiccksflitche,  der  oben  schon  angewandten  KrUmnuings- 
maasse,  und  der  Dreiecksseiten  und  Winkel  vereinfacht  werden.  Die 
Anwendung  der  Gleichung  (130)  giebt 

+  &o  (2  k*  -  hi  + 4  hh'  - Ä'2)  +  jh>  (*' + h2  - hh  +  **) 

+  Ä(9  jti_32  A2h-1  3  ÄA'-32  A'2)  H-3^(G  fe»+7Äl— 8^+7^ 

+  *ö  ( ' 3  *'  (>'  +  '0  —  ä3  —  4  A2A'  -  4  AA'1  -  A  •') 

+  ^  (3  A2  (A  -4-  A')  -h  4  A3  -  A2A'  -  AA'2  +  4  A  •<) 
_  -Lj  (7  fe2  +  4  A2  -  AA'  h-  4  A'2) 

+  ^  (3  AA2  4-  3  A'A  (A  ■+■  K)  -h  A"  (A2  H-  AA'  ■+•  A'2)) 

+  seo  (4     +  V*2    +     +  4  P  *  (A2  +  AA'  ■+■  A'2) 

a{t?  +1(3öAh-«'(2A  +  A*))— ^ 

_^(2U2+57ÄiH.97ÄÄ'+47Ä'2)+8_6^(6^-h7A2--8AA'-h7A'2) 
+  Ä  (52  A2A  +  1 7  A2  A'  +  30  Ä3  -  2 1  AA'2  -  27  AA'2  -  3A'3) 

■+-        (3  A2(A  +  A')  +  4  A3  -  A2A'  -  AA'2  -h  4  A'3) 

+  ±  (C  AA2  +  4  A' A  (2  A  +  A')  -f-  A"(3  A2  H-2AA-+-  A'2)) 

+  _L  ( 1 0  ftk*     1 0  p'A»  (2  A  +  A')     5  ftk  (3  A2  ■+•  2  AA'  ■+■  A'3) 

-+-  //'  (4  A3  -+-  3  A2A'  -f-  2  AA'2  4-  A'3))  | 

und  fuhrt  man  hierin  tlic  Ki  Ummungsmaasse  durch  die  Gleichungen 
(1  28)  ein,  so  entstehen 
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-j^|3*2-*A2H-11AA'-4A'2}  --A^^-MA2-  2AA'+3A'2j 

-  £g { 9  *»-  3  Ä2  -M  3  AA'  — A'2J  -       j  3  *2+  4A2-  4  AA'  H-3A'-j 

-  iieo j 9      **     1 3  hh'-S  h  i  |  -  im?  | 3    +  8  **-  A'2  J 

+  Aj4AJk»H-4A'A  (Ä  +  tf)  +  A#(3  A» — 2  AA'     3  A'2)  | 
+  4 j 6/1*»+  9/r/fc2(A -I- h1)  +  ffk{\  1  A2  —  4  AA'  -h  1 1  A'2) 

+  ff  4ä^-ä2A'-ÄA'2-i-4A  -,}J 

-  m1| 9*2—  39Ä2+73  AA'-2")Ä'-'j j4*2-h3Ä2-2AA'-|-3Ä'2j 
+  £g  j  8it2-30A2-h  54  AA'- 1  GA'2| j  3fc2+4A2-  4  MM-»*  j 
■+■  £*\  1 3*2-33A2-t-43  AA'+3A'2}  --^|  3*2+3A2- 4  AÄ'h- 4Ä'2j 

+ 1 8t- 1  *^H-  7  A2- 7  A  A'  +  4A'2  j 
+  «f* ! 3 UJ "+"  2 A'/e (2 Ah-  A) + (4 A2 -  4  AA'  +  3 h"1) j 
+  m\|  5M3  +  V^(2A-+-A')h-/A(15A2—  10AA -h  I0A'2) 

-h  M"  (6  A3  -  3  A2A'  -  2  AA'2  -h  4A'*)  | 

auch  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig.  Wenn  mau  nun  in  die- 
sem Ausdruck  von  öli  um  öC,  zu  erhalten,  h  und  h  mit  einander  ver- 
tauscht, so  müssen  auch  ß  und  y  mit  einander  vertauscht  werden. 


128. 

Führt  man  endlich  in  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  die  Dreiecks- 
slücke  a,  r.  /fein,  und  sohreürt  auch  den  Ausdruck  für  i)C  hin,  dann 
wird  schliesslich 
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-^|3c2~^cosß-4^J  -  ^[4c2-4accostf+3a2) 


«160 


dB: 


-£i{^2-7accosß--3a2J  -  A^J  3  c2- 4  ac  cos  ß+ 4  «2j 

+  Aj  4^c2-4y/'ac  +  3^V  j 

-I-  ,4  j  G  Afc3  -  9  M  ac>  -+-  11 M"  a2c  -  4  AT a>  J 

-££|9c2-23accos/?-25«2)  -  3t0".{4c2-4flCcos/?-h3a') 
2— 22accosfl— 16a2J  —  A£j3c2— 2ac  cosß  +  3a2) 


8c 


+  £^j<3c2-49accosZ?-i-3a2}  -  ,-f£j3c2-4accos/*-h4a2} 

jA.] 4c'2  —  ac  cos  #  H-  4  a2) 

+       3^c2-2^'acH-  3y/"a2j 

+  3^j  5 Afc3  —  5  Af 'ac2  -f- 1 0 ÄfVc  —  4  M" a:'  J 

-^j9c3H-5accosß-39a2J  -  A^j  4  c2  -  4  ac  cos  Z?  +  3  a2  j 
1 3c2+23accosI?-33a2]  —  A^j3c2  —  2  ac  cos  /?  +  3a2J 


2160 


!8c2  +  6accosß— 30a2j  —  A^c2  —  4  ac  cos  D  •+■  4a2J 

+  _^;j4c^7flccosß  +  7o2J 

H-Aj  3^c2-4y/'ac-h4.ra2  j 

+  i?ö(  5Afc»-10M'ac2+  ISA/Vc-CATV  J 

die  gleichwie  die  vorhergehenden  Ausdrücke  bis  auf  Grössen  sechster 
Ordnung  genau  sind.  Die  hier  angewandten  llillfsgrösscn  jf,  yf,  sf, 
M,  W,  Af,  AT  sind  dieselben,  <lie  durch  die  Gleichungen  (131)  einge- 
rührt worden  sind. 

Abh.odl.  d.  K.  S.  GeMlUch.  d.  WImcdmIi.  XIII.  1  i 
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129. 


Man  kann  mit  wenig  Mühe  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  noch 
o in  interessantes  Resultat  ziehen .  nemlich  eine  Hclation  zwischen  der 
Flache  des  sphäroidischen,  und  der  dos  sphärischen  Dreiecks,  auf  wel- 
ches jenes  hingeführt  worden  ist.  Sei  die  Fläche  dieses  sphärischen 
Dreiecks  mit  A  bezeichnet,  dann  ist 


setzt  man  in  die  linke  Seite  dieses  Ausdrucks  für  die  darin  vorkommen- 
den Grössen  ihre  aus  den  Artt.  1 22  und  1  28  zu  entnehmenden  Werthe, 


welcher  Ausdruck  auch  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist. 
Da  leicht  im  Voraus  erkannt  werden  kann,  dass  im  Unterschiede  zwi- 
schen A'  und  A  alle  Glieder,  die  in  den  vorhergehenden,  hiefür  be- 
nutzten, Ausdrücken  von  r  unabhängig  sind,  verschwinden  müssen,  und 
diese  sich  im  vorstehenden  Ausdruck  in  der  That  gegenseitig  aufge- 
hoben haben,  so  ist  hiemit  eine  Controlle  eines  grossen  Thoils  der  vor- 
hergehenden Entwickelungen  erlangt  Da  ferner  der  vorstehende  Aus- 
druck, wenn  man  die  Krümmungsmaasse  «,  ß,  y  einander  gleich  setzt, 
A  =  A  werden  muss,  und  dieses  auch  der  Fall  ist,  so  ist  hiemit  eine 
Controlle  für  einen  anderen  Theil  der  vorhergehenden  Entwickelungen 
erlangt  worden. 

Wenn  man  in  allen  Gaussi  sehen,  sich  auf  die  hier  behandelte 
Aufgabe  beziehenden,  Ausdrücken  statt  der  von  ihm  angewandten,  und 
mit  /'",  /",  f  ",  g",  g\  A"  bezeichneten  Cocflieicntcn  die  hier  angewandten 
und  mit  rh  0,  0'  X,  X',  X"  bezeichneten  Coefficionten  einführt*),  so  wird 

*)  Dir  liiefür  anzuwendenden  Melationen  sind  : 


A-hD-hC  +  M  +  M-htC  =  180°  -h  A' 


so  erhält  man  sogleich 


A'  =  A  cosfl+3aa) 
_  AJj  j  :\  ca  —  2  ar  cos  D  +  3  J 

_£|{3c»- 4  ac  cos  tf-M«2} 
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man,  in  so  weit  die  Vergleichung  überhaupt  möglich  ist,  völlige  Ueber- 
einstimmung  finden. 

130. 

In  Bezug  auf  den  im  Art.  1 1 3  eingeführten  Winkel  v  sind  noch  die 
folgenden  Erklärungen  erforderlich.  Es  wurde  dort  v  als  der  Winkel 
definirt,  den  die  Hauptkrümmungslinie  auf  der  Oberfläche,  in  deren 
Ebene  die  Achse  der  x  gelegt  worden  ist ,  mit  dem  ersten  Element  der 
kürzesten  Linie  macht,  die  vom  Punkt  A  ausgehl,  und  für  welche  <p=Q 
ist.  Der  Anfangspunkt  von  v  wurde  in  den  Zweig  der  Hauptkrümmungs- 
linie verlegt,  in  welchem  die  x  positiv  sind.  Da  die  genannte  kürzeste 
Linie,  welche  weiter  hin  im  Verlaufe  der  Entwickelungcn  mit  k  bezeichnet 
wurde,  eliminirt,  und  durch  die  ahnlichen  a  unda,  oder  welches  dasselbe 
ist,  durch  die  Dreiecksseiten  c  und  6  ersetzt  worden  ist,  so  kann  man  t> 
nicht  als  unmittelbar  gegeben  betrachten,  sondern  muss  statt  dessen  den 
Winkel  zwischen  der  genannten  Hauptkrümmungslinie  und  einer  der 
beiden  Dreiecksseiten  6  oder  c  als  eine  unmittelbar  gegebene  Grösse 
betrachten. 

Der  Winkel  zwischen  der  genannten  Hauptkrümmungslinie  und  a 
oder  der  Dreiecksseite  c,  wurde  a.  a.  0.  schon  unter  der  Bezeichnung 
X  eingeführt,  und  sieht  man  diesen  Winkel  als  gegeben  an,  so  wird 

9  «  X  —  9 

Aus  den  Reihen  des  Art.  118  erhall  man  aber  mit  hier  ausreichender 
Genauigkeit 

tg  tp  =     =  cotg  B 

und  folglich  wird 

v  ss  x  +  B  —  90" 

Will  man  statt  dessen  den  Winkel  zwischen  derselben  Hauptkrüm- 
mnngslinie  und  der  Dreiecksseitc  b  als  gegeben  betrachten,  und  be- 
zeichnet man  diesen  mit  j,  so  Gndel  man  ohne  Weiteres 

v  =  x  «+■  ß  «+■  A  —  90° 
Hiemit  sind  alle  in  unserer  Aufgabe  vorkommenden  Grössen  vollständig 
erklart. 

12* 
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131. 

Die  zunächst  liegende  Anwendung  der  vorhergehenden  Auflösung 
der  allgemeinen  Aufgabe  bietet  die  Kugel  dar,  und  es  soll  daher  jetzt 
angenommen  werden,  dass  die  allgemeine  Oberflache  in  die  Oberfläche 
einer  Kugel  von  dem  Halbmesser  r  ubergeht.  Aus  den  Entwickclungen 
des  Art.  1  1 3  geht  nun  hervor,  dass  in  diesem  Falle 

_  i 

und  dass  alle  übrigen  Coeflicienlen  ö,  0\  X,  A'  A",  //,  etc.,  wie  weil  man 
auch  die  Entwickclungen  fortsetzt,  Null  sind.    Es  wird  folglich 

«  =  ß  =  r  =  7T 

Selzt  man  nun  diese  Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  für  A  <les  Art.  121, 
so  wird  zuerst 

A  =  ^  ac  sin  D  1 1      ~  (a2—  3 accosB c2) 

+  i5S=  (3  «4  —  S  a2  c2  +  3 —  1 5      cos  /?)  J 
aber,  die  sphärische  Trigonometrie  giebt  allgemein 
(133)    ac  cosß  =  y  a2  —  |  62  -h  j  c2 

(o*  —  2  a262  —  2  «V  +  64— 2  &2c2  -f-  c<) 

und  eliminirt  man  hiemit  cos  Ii  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck .  so 
wird  er 

A  =  yacsintfJ  1  —  ~  («2  -  3  b*  -h  c2) 

mit  dem  Art.  82  vollständig  übereinstimmend.  Macht  man  dieselben 
Substitutionen  in  dem  letzten  Ausdruck  der  Summe  der  Winkel  des 
sphäroidischen  Dreiecks  des  Art.  122,  und  erwägt,  dass  jetzt  auch  alle 
Coeflicienlen  A,  Ä\  J",  AI,  M\  AT,  AT",  elc  Null  werden,  so  wird 
dieser 

Hß  +  C=  l 80*'  ■+■  A 

welches  eine  bekannte  Iiieichung  der  sphärischen  Trigonometrie  ist. 
Führt  man  auch  dieselben  Substitutionen  in  die  Ausdrücke  des  Art.  128 
ein,  so  findet  mau 
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<)A  =  dB  =  dC  =  0 
welche  Gleichungen  sich  von  seihst  verstehen.  Macht  man  hingegen  in 
denselben,  sonst  unveränderten  Gleichungen  erst  r  unendlich  gross,  und 
führt  darauf  die  oben  genannten  Substitutionen  ein,  so  bekommt  man, 
nachdem  auch  D  eliminirt  worden  ist,  für  die  Reduction  des  sphärischen 
Dreiecks  auf  das  ebene, 


mit  den  Ausdrucken  (90)  des  Art.  80  vollständig  Übereinstimmend. 


132. 

Ks  soll  zweitens  die  Anwendung  der  vorhergehenden  allgemeinen 
Formeln  auf  das  abgeplattete  Revolulionscllipsoid  ausgeführt ,  und  zu 
dem  Ende  die  Gleichung  dieser  Oberflache  wie  früher  in  folgender 
Form  aufgestellt  werden, 

n*  mt  ~~  1 

Iiier  liegen  wieder  die  Achsen  der  x  und  y  im  Aequalor,  und  es  soll 
ausserdem  die  Achse  der  x  in  dem  Meridian  liegen,  von  welchem  an 
man  die  Langen  zahlen  will ;  die  Achse  der  z  liegt  wieder  in  der  Um- 
drehungsachse  des  Revolutionsellipsoids.  Die  grosse  Halbachse  ist  hier, 
um  Verwechselung  mit  den  Dreiecksseiten  vorzubeugen  mit  n,  und  die 
kleine  Halbachse  aus  demselben  Grunde  mit  m  bezeichnet  worden. 

Verlegt  man  nun  zuerst  den  Anfangspunkt  dieser  Coordinaten 
in  den  Punkt  der  Oberfläche,  dessen  Coordinaten  £.  0,  £  sind,  dann  wird, 
wenn  die  reducirte  Breite  desselben  mit  ß  bezeichnet  wird, 

£  =  »  cos  ß  ,   £  =  m  sin  ß 

und  die  Gleichung  der  Oberflache  geht,  wenn  man  die  neuen  Coordi- 
naten allgemein  mit  x,  y,  z  bezeichnet,  über  in 

Dreht  man  ferner  die  Achsen  der  x  und  z  so,  dass  die  der  z  in  der 
Normale  des  Anfangspunkts  zu  liegen  kommt,  und  im  Innern  des  Revo- 
lutionsellipsoids die  z  positiv  werden,  so  muss,  weun  U  die  Polhohe 
des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  bezeichnet, 
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x  =  x  sin  B  —  z  cos  B 
z  =  —  x  cos  B  —  z  sin  ^ 

subslituirt  werden.*)  Man  erhalt  hierauf  für  die  Gleichung  der 
Oberflache 

Aber,  wenn  wieder  die  Exccntricitat  der  Meridiane  mit  e  bezeichnet 
wird,  so  ist 

mJ  =  »J  (1  —  c2) 

und 

womit  diu  Gleichung  des  Rcvolutionscllipsoids  schliesslich  in 
(134)    .    .    x1  +  Ay1  +  Bz1  ■+•  2  Cxz  —  2  Dz  =  0 
Ubergehl,  nachdem  zur  Abkürzung 

A  =  1  —  c1  cos  ^ 

#  =  !  ~  i»0'-«*)  c°»y 

sin/?cos/f 


gesetzt  worden  ist.  Die  Achse  der  x,  die  unbeschadet  der  Umformungen 
immer  in  demselben  Meridian  liegen  geblieben  ist,  liegt  hiemil  zugleich 
in  der  einen  der  beiden  Hauptkrümmungsebenen  des  Revolutionscllip- 
soids, da  immer  auf  dieser  Oberflache  die  Meridiane  Uauplkrümmungs- 
linien  sind.  Es  ist  ferner,  wenn  wir  uns  den  Punkt  A  auf  der  nördlichen 
Hälfte  des  Revolutionsellipsoids  denken,  der  positive  Zweig  der  x  Achse 
nach  Süden  gerichtet,  und  die  im  Art.  130  erklarten  Winkel  %  unt^  t 
werden  die  vom  Sudpunkt  des  Horizonts  zu  zahlenden  Azimuthe  der 
Dreiecksseiten  c  und  b. 


")  Da  hier  keine  schädliche  Verwechselung  entstehen  kann ,  so  habe  ich  für  die 
neuen  Coordinaten  wieder  die  Bezeichnungen  x  und  z  gewählt,  obgleich  sie  mit  den 
oben  eben  so  bezeichneten  auf  keine  Weise  identisch  sind. 
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133. 

Die  erste  Differentiation  der  Gleichung  (1  34)  giebt 
xdx  -H  Aydy  ■+-  Uz  dz  -+■  Cst/z  -+■  Czdx  —  ZJi/z  =  0 
Betrachtet  man  nun  z  als  Function  von  x  und  y,  und  setzt  wie  oben, 

P  "  (£)  •    7  =  (-|) 

r  =(•£)'     *=(drd,,)>  '"("SO 

so  erhüll  man  hieraus 

  Ca     _Ay  

r  —  u -  iit -  Bz  •    7  —  «3 
deren  Differentiation 

  <  +  Cp  (a  +  Cz)  (C  +  Ayl 

  Cg  .       [x  +  Cz)  B>,     _      (C  +  Bp)  Ay 

S  D-Cx-Bz        ~{Ü  —  Cc  -  Bz  *         (D-Cx  -Bzr 

.  A  AByg 

Ü-Cx-Bz  "*"    (Z>  —  Cx  -  ß3)1 

giebt.  Durch  fortgesetzte  Differentiationen  dieser  Gleichungen,  und 
nachdem  schliesslich  in  allen  Ausdrucket)  x  =  y  =  z  =  0  gesetzt  worden 
war,  ergab  sich 

P.  =  0  ,    ?0  =  0 


(£).-   3£,  (£).-0 


Da  allgemein 


ist,  so  sind  hieinit  alle  erforderlichen  Diffcrenlialquolienten  gegeben. 
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134. 

Da  nun  allgemein 

(^)-<C)-'(£):  &0-«(*)  +  '(*) 
{f)  =  «  (£)  +  *  (£)(£)  +  r  (S) 

G?) -'($)  + *(£)(*)+'(£) 

(2  )  =  <  (£)  +  3  +  3  (£)(£)  +  ,  («) 

(dc'dy)  =  '  (d^dj,)  "*~  (dp)(^)        2  (dzdi)(dj)        *  (  dr  )(dxdv) 

^  +  (*XS)+'GSÖ 

=  1  (sä?)  +  (w\Sd     2  (d^)(d«)  +  2  (C )(dSi) 

(  dr)(  dy')  "*"  r  (<tov) 

(^)-'(S)+»<3X*)  +  »(*X$)  +  '(S) 

ist,  so  geben  die  Entwiekelungen  des  vor.  Art.  für  das  Revolulions- 


v-d^;0  —  '*  ö«  +  ,zu    '  VdxW«  — 

und  durch  die  Substitution  in  die  Ausdrücke  des  Art.  1 1 3  erhall  man 

n    =  0 

.    A'B  i  A* 

<,  =  72^  -  88^  +  120^ 
(/  =  0 

9   ~  **  -d*  T  ~D%       24  > 


Digitized  by  Google 


Gkodätischk  Untebslchi  ngen. 


185 


135. 

Die  vorhergehenden  Formeln  sind  strenge,  und  gellen  für  jeden 
Werth  der  Exccntricität  des  Ellipsoids,  betrachtet  man  aber  von  jetzt 
an  e  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  und  übergeht  die  mite',  etc. 
mulliplicirten  Glieder,  so  werden  sie  weit  einfacher,  und  gehen  in  die 
folgenden  über, 


11  = 

£(4-2cos»0,  n 

=  0 

n  = 

-£-(1_cos2/?) 

C  = 

 —g-  sin  ß  cos  ß  ,  q 

=  0 

e  = 

sin/?  cos,?,  (T 

=  0 

zufolge  der  Art.  113  und  130  ergiebt  sich  hieraus 


X 

*«* 
»« 

sin2/?  -  £  cos */f  Bio  + 

X' 

««* 

cos 2/?  sin  (x  -1-  ß)  cos  (g  B) 

r 

*#• 

f.* 

sin2/?  —  £cos2,?cos2(x-i-tf) 

4  6c1 
»* 

sin  /?cos  /?sin 

16a« 
3n» 

sin  /?  cos  /?  cos  (j  «+■  B) 

* 

16«* 
In* 

sin  /?  cos  /?  sin  (j  •+■  Ä) 

»« 

/* 

460* 
n» 

sin/? cos ß cos  Gr  +  ß) 

Es  ist  forner  strenge 

9  —  „»(i-fl'cus*/»;1 
also  wenn  man  hier  die  mit  tJ1  mulliplicirten  Glieder  mit  aufnimmt. 

n  =  iijn_(e-iH.le«)cos2(?-|.^(3cos22/?-1)j 

Bezeichnet  man  nun,  den  übrigen  Bezeichnungen  analog,  die  rcducirlen 
Breiten,  die  den  Dreieckspunkten  A,  Ii,  C  zukommen  mit  «',  (f,  y\  so 
erhalt  man  ftir  die  Krümmungsmaasse  «,  /?,  y  die  folgenden  Ausdrücke, 

«  =  -V 1 1  +  {f  +  }  c4)  cos  2«'  -f-  y  (3  cos  l<iu  —  1 )  j 

/?=;{!+  (c2     1  *)  cos      +  ±  (3  cos  *f  -  1 )  j 

y  =  Jv[l-|.^-|-  i*)  cos  2/  -h-^  (3cos22y  — 1)j 


1 8G  P.  A.  Hansbn, 

und  hieraus 

«2  =  *  l  +  2eJcos2«') 

aß  =  ~(1  +  C2c082tt'+c2cos2^) 

ay  =  ~-  (1  +  e2  cos  2a'  +  c^cos  2y' ) 

Durch  die  vorstehenden  Werthe  gellen  ferner  die  (131)  in  die  folgen- 
den über, 

A   =      ~-  { sin  V  —  cos  V  cos  2yJ 

A  =      ^-JsinVcosß  —  cos  Vcosjcos  #)}. 

Am  =      i£  (sin  V  -  cos  V  cos  s0t  +  //)| 

Miß**  •     <  i 
=  r  sin  «  cos  «  cos  y 

H 

M    =  —  ^  sin  «'  cos  a  j  cos  {*     B)  +  2  cos  Ii  cos  * | 
3/ "  =  —  4  *V  sin  «'  cos  «'  |  cos  x  ■+■  2  cos  Ii  cos  (x  +  0)  { 
AT "  =  —  ^sina'costt'cosO  +  l/) 
womit  alle  Hülfsgrössen  für  das  Rcvolutionsellipsoid  entwickelt  sind. 

136. 

Suchen  wir  nun  zuerst  den  Ausdruck  der  Fläche  des  sphäroidischen 
Dreiecks  auf  dem  Revolulionscllipsoid.  Substituten  wir  zu  dem  Ende 
sowohl  den  Ausdruck  (133)  für  cosß,  indem  wir  darin  den  Kugelhalb- 
messer  r=n  machen ,  wie  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Krüm- 
mungsmaassc  «,  ß%  y,  wobei  die  mit  c*  multiplicirten  Glieder  weg- 
gelassen werden  müssen,  in  den  letzten  Ausdruck  für  A  des  Art.  121, 
so  erhalten  wir  den  Ausdruck  für  die  gesuchte  Flache,  aus  welchem 
man  durch  blose  Vertauschung  der  Buchstaben  noch  zwei  andere  ahn- 
liche bekommen  kann.  Diese  drei  Ausdrücke  sind 

A  =  jbcsinA  {■  +  ^ (3a*- 

+  -i^-(^-^-Ocos2« 
+  ~i(9a*-»i-.di)o«iV 


Digitized  by  Google 


Gbodätisciib  Untersichukgen.  187 
A  =|ac-sinÄjl_-J-r(aJ-3P-hcJ) 

—  ~r  (3aJ  —  96*     c2)  cos  2«' 

—  isSf  (fl2  — 962 + 3c2) cos  V  j 

A  =  y«6sinC{l-  -J-^  +  t'-Sc2) 

~  Tüb  (3al  +  361  —  1 5c«  —  1 0aW) 

—  (*2  +  362  -  9c2) 008  2/*' 

Jeder  dieser  Ausdrücko  ist  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig,  und 
man  sieht,  dass  die  Function,  die  im  Art.  121  mit  /  bezeichnet  wurde, 
hiezu  nichts  beigetragen  hat. 

437. 

Für  die  Summe  der  Winkel  unsers  sphäroidischen  Dreiecks  giebt 
der  letzte  Ausdruck  des  Art.  122,  wenn  die  im  Vorstehenden  für  das 
Revolutionsellipsoid  entwickelten  Functionen  substiluirl  werden,  zuerst 
den  folgenden  Ausdruck 

a  U+  ±  «• ) 

A  +  B+C  =  180° +  £  -t-     V  3nla  /lcos2a'-hcos2/y'H-cos2/{ 


*  (cos^aH-cos^H-cos^/  —  1  | 

Ae» 


-  if£  1 6a2  +  2(lC  C0S  D  ~  **\  C0S  2«' 


180n 


.  |  la9  —  ac  cos  Ii  —  c2jcos  2// 
-+■       1 2a2  +  3ac  cos  B  —  c2}  cos  2y' 
 S?"  |ö2  —  M cos  /? -4-  ß1]  sin V 


+  —  {c2cos2x  —  ac  cos  x  cos  (*-*-#)  +  a2cos20fH-ö)}  cos  V 

-t-  -^s-  j  8c3  cos  x —  4«c2  cos  (x+B) — 8«c2  cos  U  cos  x 

-l-Co2ccosx+1 2a2ccos/?cos(^-i-/?)— 7a3cos(x-hJ5)|sina'  cos«' 
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wolcher  auch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig  ist.  Dieser  kano 
noch  dadurch  vereinfacht  werden ,  dass  man  durch  die  folgenden  Glei- 


2ac  cos  B  =  a2—  tf  +  c1 
a  sin  B  =  b  sin  A 
a  cos  B  =  c  —  b  cos  A 

die  hier  zulassig  sind,  B  eliminirt.  Man  erleichtert  sich  diese  Elimina- 
tion durch  die  folgende  Gleichung, 

a  cos  [x+B"  =  ccos  %  —  b  cos  % 
die  in  Verbindung  mit  %       —  A,  die  aus  dem  Art.  130  folgt,  aus  den 
vorstehenden  leicht  erhalten  wird.  Man  bekommt  durch  Hülfe  dieser 
Gleichungen  statt  des  vorstehenden  Ausdrucks  fUr  die  Summe  der  drei 
Winkel  den  folgenden, 

A  +  B  +  C  =  1 80«  +  £  +  *(e*nJ^  jcos  2«'  +  cos  #  +  cos  Vi 
H-  4^-!cos  22«'    cos22^  ■+- cos22/—  1  | 
-?^l7öi-62-c2|cos2«' 
^i^i7«2  +  ^-^)!cos2/^ 
-»-s^i^-^  +  ^cosä/ 

H-  -  jjr-  { o2  cos  V  -+-  c2  cos  2*  —  bc  cos  jj  cos  x\ cos V 

ebenfalls  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig. 

Man  kann  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  einen  andern  ableiten, 
welcher  die  Fläche  des  sphttroidischen  Dreiecks  auf  dem  Revolulions- 
ellipsoid  durch  den  Ueberschuss  der  Summe  der  Winkel  desselben  über 
180"  giebt;  diesen  Ausdruck  will  ich  nur  kurz  andeuten.  Rfulliplicirt 

man  den  vorstehenden  Ausdruck  mit        ,  bezeichnet  hierauf  die  rechte 

Seile  desselben  mit  Weglassimg  des  ersleu  Gliedes  mit  l+x,  und  setzt 
ausserdem 

Ao  =  4  +    +  180" 

so  bekommt  man 
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A  =  n2Ao(1—  x+x*) 
welcher  iiuch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  vollständig  ist. 


138. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Reduclion  des  shpäroidischen  Dreiecks  auf 
dem  Kevolutionsellipsoid  auf  das  sphärische  von  denselben  Seiten  auf  der 
Kugel,  deren  Halbmesser  r  =  n  ist,  so  sind  dieselben  im  vor.  Art.  aus- 
geführten Reductionen  mit  den  Ausdrucken  des  Art.  1 28  vorzunehmen. 
Da  sie  keine  besonderen  Umstände  darbieten,  so  werde  ich  das  Resultat 
derselben  ohne  Weiteres  ansetzen.  Man  bekommt 

dA  —  tTn* — - 12  cos  2«'  + cos  2^-1- cos  2/ j 

-  t£  \ 2  cos      +  cos  22/f  +  cos  22/  -  { J 
+  SeT?  I29«2  -  2™2  ~  27c2 j  cos  2«' 

-  Tö^s  I1 1fl2  +  236*+  34c*j  cos  1(1 
— kH^F  M         346»+  23c2j  cos  2y 
+  ^i«2H-262-l-2c2jsinV 

 1 3^2 cos  V    3  c* cos  2X  —  26c  cos  x  cos  x\  cos  V 

-  1J&  Ka*+ 1 1  *2-2c2)6cos  x'-h(a2-262+ 1 1  c2)c  coSjr|  sin  «'cos  «' 

du  =  tu? —  f cos  2«'  -4-  2  cos  2/?  -|-  cos  2y  ( 

-  -j^r  j  cos  22«     2  cos  22  $  ■+-  cos 22       }  j 
+         |37a2  +  62  —  43c2}  cos  2«' 

-  IRE?  I ;]9ai  -     +  1 5cJl cos  2^ 

-  jC7o2—  2ö62  ■+•  35c2j  cos  2/ 

H--^j+2a262  +  2c2jsinV 

 ^'n*'  r^2cosy+  4c2cos2x —  ifcccosx'cosxj  cos2«' 

-  Jg£[(2aa-M  062-öc2)6cos/+(3a2-ö62H-1  ac>cos^{sin«'cos«' 
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9Cm*  VT?  / 


4>w,    7 {cos 2«'  -f-  cos 2/? -i-  2  cos  8/j 

-  j  cos  »2«'  •+■  cos      ■+■  2  cos  22y  - 1  j 
+  ^  |37fl>-  43&2+c2j  cos  2«' 

—  ~,  1 67a* -4-  3562  —  25c2!  cos  2^ 

+  ^|2a2  +  26»H-c2|8in2a' 

|462cos  V  +  3c2cos2x  —  46c cos  %  cos    cos  V 


30  n* 
SA«' 


,  5nl  f(3a2+1 562 —  5^6 cos x  -l-(2a2 — 562-t-1  0c2)ccosxjsin«'cos«' 

die  auch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig  sind.   Lüsst  man  die 
Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung  weg ,  und  vergleicht  sie  mit 
den  (112),  so  Gndct  man  vollständige  Uebereinsüminung,  indem  hier 
A ,  B,  C,  a\  {?,  y  bez.  dasselbe  bedeuten,  was  dort  n,  n', 
ß,  ß\  ß". 

Bei  der  Anwendung  dieser  Ausdrücke  ist  zu  bemerken ,  dass  es 
gleichgültig  ist,  welche  Ecke  des  sphüroidischen  Dreiecks  entweder  mit 
A ,  oder  mit  B  oder  mit  C  bezeichnet  wird.  Die  Azimulhe  %  und  x  müs- 
sen aber  immer  dem  Dreieckspunk l  angehören,  welcher  mit  A  bezeichnet 
worden  ist,  und  vom  Südpunkt  des  Horizonts  gezahlt  werden;  einerlei 
nach  welcher  Richtung.  Es  ist  endlich  x  immer  das  Azimuth  der  mit  c. 
und  x  das  der  mit  6  bezeichneten 


139. 

Die  Anwendung  endlich  des  Ausdrucks  des  Art.  129  auf  das  Re- 
volutionsellipsoid  giebt  für  die  Flüche  A'  des  sphärischen  Dreiecks,  auf 
welches  das  sphüroidische  Dreieck  im  Vorhergehenden  reduciit  wor- 
den ist,  dt'n  Ausdruck 
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A'  =  A  —  4^-.  («J  +  262  -+•  2c2)  cos  2«' 

-^i(2a2  +  2ÄJ  +  c1)co6  2/ 
welcher  auch  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  richtig  ist. 


140. 

Es  soll  jetzt  die  Anwendung  unserer  Ausdrücke  durch  Beispiele 
crliiutert  werden.   Nehmen  wir  zuerst  das  sphiiroidische  Dreieck  des 
Art.  77  vor,  und  betrachten  es  als  ein  sphärisches  von  denselben  Seilen. 
Die  betreffenden  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  geben  unle 
dieser  Voraussclzung,  und  wenn  man  Astalt«,  0  glatt«',  C  statt  n 
schreibt, 

A  -4-  HA  =  CO"  30'  0",29 
B  -+-  dB  =  69  59  59,  51 
C  +  dC  =  49  36  53,  06 

A'  =    0»  6'  53",46 

Die  Vergleiehung  «lieser  Winkel  mit  den  sphüroidischcn  des  Arl.  77 
giebt 

M  =  -  0\52 
,)B  =  -  0,  49 
ÖC  =  -  0,  51 

und  die  Ausdrücke  des  Art.  1 38  geben 

ÖA  =  —  0",5I 
dB  =  —  0,  50 
dC  =  —  0,  53 

welches  für  eine  vollständige  Ucbereinstimmung  gehalten  werden  muss, 
da  die  direcle  Berechnung  der  sphärischen  Winkel  aus  den  Seiten  bei 
einem  so  kleinen  Dreieck,  wie  das  hier  in  Rede  stehende,  von  dem  Um- 
stände Stork  beeinflusst  wird,  dass  eine  kleine  Aenderung  der  Seiten 
eine  grosse  der  Winkel  verursacht.  Die  Glieder  sechster  und  siebenter 
Ordnung  sind  hier  unbedeutend,  und  ihre  Summen  sind  bez.  nur 

—  0",002  ;    —  0°,002  ;    —  Ö\003 


Digitized  by  Google 


192  P.  A.  Hansen, 

Bei  Dreiecken  von  der  Grösse  des  hier  in  Rede  siehenden,  und  bei 
noch  grösseren,  kann  man  sich  also  ohne  Nachlheil  der  Ausdrücke  (112) 
bedienen ,  in  so  ferne  man  die  Genauigkeit  nicht  über  die  zweite  Dcci- 
male  der  Secunde  ausdehnen  will. 


141. 

Zum  zweiten  Beispiel  soll  das  sphiiroidische  Dreieck  des  Art.  70 
dienen ,  welches  ich  ausführlicher  behandeln  werde.  Schreibt  man 
A  statt  n,  Ii  stall  n,  C  slatt  ri,  so  werden  in  den  hier  eingeführten  Be- 
zeichnungen 

A  =  78«  ,      a  =  20«2'24\41 

/*  =  47  37'39",59  ,     6  =  15 

C  =  56  34  12,35  ,      c  =  17 

a  =  45«       ,  x  =  30» 

ff  =  47  44'  ,  x  =  108 

/  =  31  36  , 

und  durch  die  sphärische  Trigonometrie  bekommt  man  vor  Allem 

A-hdA  =  77°  59'  58",57 
B  +  dB  =  47  37  38,  65 
C+jJC—  56  34  8,84 

A'  =  2"11'46",06 
Die  Vergloichung  dieser  Winkel  mit  den  spharoidischen  giebt 

M  =  —  1',43 
4ß  =  -  0,  94 
<*C  =  —  3,  51 

Da  die  Dreiecksseiten  hier  in  Bogentheilen  des  Aequalors  angege- 
ben sind,  wahrend  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Ausdrücke  in 
der  Voraussetzung  construirt  worden  sind,  dass  diese  Seiten  in  irgend 
einem  Lincarmaasse  ausgedruckt  seien,  so  muss  man  in  allen  diesen 
Ausdrucken  n—  1  setzen  und  die  Seiten  vor  ihrer  Anwendung  in  Theile 
des  Krcishalbinessers  =  1  verwandeln.  Die  Dreiecksflache  wird  auf 
jeden  Fall  in  Bogentheilen  ausgedrückt,  und  man  kann  unbedenklich 
i\'  slatt  A  anwenden.  Aus  den  oben  angegebenen  Dreiecksseilen  folgt 


Digitized  by  Google 


Geodätische  Untersuchungen. 


193 


loga  =  9.5437776  ,  a*  =  0.122336 
log  b  =  9.41 79087  ,  62  =  0.008539 
log  c  =  9.4723263  ,    #  =  0.088034 

Es  wurde  nun  zuerst  die  Flüche  des  sphüroidischcn  Dreiecks  durch 
den  ersten  Ausdruck  des  Ali.  136  berechnet.  Zur  leichteren  Verglei- 
chung  werde  ich  den  Betrag  jedes  einzelnen  Gliedes  dieses  Ausdrucks 
der  Reihe  nach  anführen.  Die  Flache  werde  ich  iu  Bogentheilen  aus- 
drücken. So  fand  sich 

4-  bc  sin  A  =  2°  10'  36",  002 
1  8,707 
i.  346 
0 

-0,017 
0,  076 

A  =  2°  iTTöVH  V 

Man  sieht  dass  diese  Flache  sehr  wenig  von  der  Flache  A'  des  sphäri- 
schen Dreiecks  verschieden  ist.  Die  Endtormel  des  Art.  \  37  gab  hier- 
auf, wenn  wieder  die  Glieder  der  Reibe  nach  angeführt  werden, 

180» 

2  H'46',114 
j  ■+■  6,  256  | 
I  -1-0,  021  S 

—  0,  068 
0 

—  0,  008 
-+-  0,  049 

—  1, 227 
+  0.  709 
-I-  0,  080 

A  +  D  4-  C  =  1 82°  M '  5  f7926~ 

Die  oben  angeführten  Weiihe  dieser  drei  Winkel  geben  ihre  Summe 

A  +  B  +  C=  182"11'5f,94 

nur  0",0I  vom  vorstehenden  Resultat  verschieden.  Aus  den  Ausdrücken 
des  Art.  138  bekam  ich  in  ahnlicher  Aulstellung 

Abb.adl.  d.  K.  8.  GetelUch.  d.  Wi«  -h.  XIII.  1  -i 
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j-  l",564) 

(-  l'J46J 

,-  3.547, 

[—  0,  005t 

/-  o.  004) 

f—  0,  0121 

-+-  0,  025 

+  0.  025 

-h  0,  020 

0 

0 

0 

H-  0,  007 

-+-  0,  013 

+  0.010 

-  0,  030 

—  0,  053 

-  0,059 

0,  383 

-1-  0,  430 

-I-  0,  413 

-0,  195 

—  0,  239 

-  0,  276 

—  0,  028 

-+-  0,  005 

—  0,  057 

—  1",407 

dB  =  —  0,908 

dC  =  —  3,508 

Vergleicht  man  diese  mil  den  oben  durch  strenge  Rechnung  erhaltenen 
Werlhen  derselben,  so  findet  man  die  Unterschiede 

-f-  0\02  ;    —  0\03  ;  O'.OO 

die  befriedigend  sind.  Hier  haben  die  Glieder  der  sechsten  und  der  .sie- 
benten Ordnung  wesentlichen  liinfltiss,  denn  lassl  man  diese  weg,  so 
bleibt  blos  das  erste  Glied  eines  jedeu  der  \orslehendeu  Ausdrücke 
übrig,  und  man  erhall  die  folgenden  Unterschiede  von  den  strenge  be- 
rechneten Werthen 

—  0",U  ;    —  0  ,22  ;    —  0\05 

die  nicht  unerheblich  sind.    Rechnet  man  endlich  noch  A'  durch  den 

- 

Ausdruck  des  Art.  139,  so  erhalt  man  , 

A  =  2"  H'  4u",1l4 
0 

-I-  0.  020 

—  0,  093 

A'  =  2Mr46",04 

nur  ö\02  von  dem  oben  erhaltenen  Werthe  verschieden. 

Man  reicht  also  bei  Dreiecken  von  der  Grösse  des  jetzt  betrach- 
teten mil  den  Ausdrücken  (I  12)  nicht  aus,  sondern  muss  für  solche  die 
Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung  mit  in  Betracht  ziehen,  mit  an- 
deren Worten,  die  Ausdrücke  des  Art.  138  anwenden,  und  dasselbe 
findet  bei  weit  kleineren  Dreiecken  statt,  wenn  man  die  Genauigkeit 
wciler  wie  bis  auf  Hundertlheile  von  Sccundcn  treiben  will. 

Da  das  hier  gewühlte  Dreieck  ziemlich  gross  ist,  so  ist  es  von  In- 
teresse au«  h  die  Re.>ultule  der  Ausdrücke  des  Art.  138  kenneu  zu  lernen, 
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wenn  nach  einander  die  beiden  anderen  Dreiecksecken  als  der  Pnnkl  A 
betrachtet  werden,  und  ich  hahe  daher  die  Rechnungen  auch  in  dieser 
Annahme  ausgeführt.  Sei  ^4=;/',  dann  wird 

a  =  17"     ,  a  —  31°  3G'  ,     a-  —  O.OSSO 

b  =  15  ,  x  =  204«  32'  ,  r/  =  47  41  ,  b-  =  0.0683 
c  =  20  2',     x  =  1*7  38  .     y  =  45       ,     c8  =  0.1223 

Schreibt  man  nun  wieder  die  einzelnen  Glieder,  und  die  WinkeläOile- 
rungen  in  derselben  Reihenfolge  hin,  wie  oben  so  entstehen 


|—  l",564j 

[—  r,145j 

\-  3",547) 

(  —  0,  005) 

j_  ü.  004t 

j_  o,  012) 

-f-  0,  025 

-1-  0,  025 

-h  0,  020 

-h  0,  002 

—  0,  011 

—  0,  029 

-+-  0.  00G 

-1-0,012 

+  0,  007 

• 

0 

0 

0 

+  0,210 

-h  0,  230 

-+-  0,  227 

-  0,  2GG 

-  0,  305 

—  0,  374 

+  0,  1G6 

-1-  0,  203 

-+-  0,  184 

dC  =  -  r,426 

dB  =  —  0',9S9 

ÖA  =  -  3  ,524 

Sei  jetzt  A=n,  dann  bekommt  man 

a  =  -1  5°  , 

47"  44'  .     d1  =  0,0685 

6=17      ,     X  = 

270"  10'  ,     $  am 

.51  3G  .     b-  —  0.0880 

c  =  20  2'  ,     *  = 

317  47  ,     y'  = 

45       ,     c-  =  0,1223 

und  hiemit 

I-  l't564| 

(-  r.usj 

(-  3",547 

/-  0,005( 

(—  0.  0041 

/- 0.012 

-h  0,  025 

H-  0,  025 

-+•  0.  020 

-1-  0,  001 

■+-  0,  009 

-+-  0,  003 

—  0,  025 

—  0,  03G 

-  0.  045 

0 

0 

0 

+  0,  419 

-+-  0,  47  1 

-h  0,  452 

-  0,  1  59 

—  0,  IG0 

-  0,  213 

—  0,  093 

—  0,  125 

—  0,  1  Gl 

<)C  =  —  1  ",401 

SA  =  —  0',9G5 

dB  =  —  3  ,503 

Vergleicht  man  diese  drei  Werthe  einer  jeden  Winkelandel  ung  mit  ein- 
ander, so  zeigen  sich  in  den  letzten  Stellen  kleine  Vers«  hiedeiiln'ilen, 

13* 
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die  bis  auf  0',02  gehen,  und  keinen  anderen  Grund  haben,  als  dass  bei 
einem  sphüroidischen  Dreieck  von  der  Grösse  des  hier  als  Heispiel  ge- 
wählten die  Glieder  achter  und  neunter  Ordnung,  die  hier  übergangen 
worden  sind,  anfangen  merklich  zu  werden;  dieses  kann  nicht  uner- 
wartet kommen,  da  20°  in  Theilen  des  Kreishalbmessers  ausgedrückt 

grösser  wie  y  sind.  Diese  Verschiedenheiten  sind  indess  nicht  so  gross, 

dass  man  nicht,  bei  der  Genauigkeit,  die  man  in  den  gewöhnlichen 
Fallen  erreichen  will,  das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Verfahren 
bis  auf  Dreiecke  von  der  Grösse  des  hier  behandelten  sollte  anwenden 
können. 

142. 

Um  die  Prüfung  der  Anwendbarkeit  unsers  Verfahrens  noch  um- 
fassender auszuführen,  habe  ich  mich  mit  den  zwei  im  Vorhergehenden 
aufgestellten  Dreiecken  nicht  begnügt,  sondern  noch  einige  in  verschie- 
denen Lagen  auf  dem  Kllipsoid  berechnet.  Das  im  vor.  Art.  behandelte 
Dreieck  liegt  nahe  in  der  Mitte  zwischen  dem  Pol  und  dem  Aequator. 
die  Cosinusse  der  doppelten  Breiten  werden  daher  klein ,  und  daraus 
folgt,  dass  die  Winkelanderungen  auch  klein  werden  müssen.  Anders 
verhüll  sich  dieser  Umstand  bei  Dreiecken ,  die  nahe  am  Pol  oder  am 
Aequator  liegen,  hier  werden  unter  sonst  gleichen  Umstünden  die  Win- 
kelanderungen möglichst  gross,  und  deshalb  habe  ich  noch  zwei  Drei- 
ecke von  nahe  derselben  Grösse,  wie  das  vorhergehende  berechnet,  von 
welchen  das  eine  an  den  Pol,  und  das  andere  an  den  Aequator  reicht. 
Kur  das  an  den  Pol  reichende  Dreieck  habe  ich  durch  Anwendung  der 
Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes,  und  indem  ich 

^  =  70".      «'=120°,  a=18" 

als  gegeben  betrachtete,  die  folgenden  Stücke  erhalten,  welche  in  der 
zu  Anfang  dieses  Abschnittes  eingeführten  Bezeichnungsail  ausgedrückt 
sind 


ß 

90" 

70" 

71"  10'  4o",62 

1 

a 

•    •  • 

> 
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a 

■ 

246  39  19,  88 
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« 

■    •  • 

i» 

« 

/ 

180 

« 

• 

180 

n 

56  :V  37',31  ; 
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Ii 

CO 

• 
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(»6  39  1 9,  88 
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18  49'6",420  ; 
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19  59  50.  476 
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Geht  man  nun  zu  den  in  unserer  jelzt  vorliegenden  Aufgabe  eingeführ- 
ten Bezeichnungen  Uber,  und  setzt  zuerst  A=n,  so  bekommt  man 

a  ss  18»  ;    «'==  90"       ;    log  a  =  9.49715  ;    a1  =  0.0987 

b  —  19  59'  50"  ;  ^=7111';  log  b  =  9.54284  ;  b1  =  0.1  218 
c  =  18  49    6;    /  ==  70  log  c  =  9.51 640  ;    c2  ===  0.1079 

In  diesem  Falle  sind  die  Azimulhe,  die  in  unsern  Ausdrucken  vorkom- 
men, der  Natur  der  Sache  zufolge  unbestimmt,  aber  zugleich  werden 
die  Glieder  der  Ausdrücke  des  Art.  138,  die  die  Azimulhe  enthalten 
gleich  Null,  und  diese  Ausdrücke  bleiben  also  demungeachtel  bestimmt. 
Sie  geben 

(+19".467j  (+18",328)  j+18",187) 

I  -h  0,  065)  I  +  0,  061)  j  +  0.  061) 

—  0,052.  —  0,041  —  0,  040 
+  0,102  -HO,  013  -f-  0,023 
+  0,087  +0,102  +  0,099 
+  0,086  +  0,086  .  +  0,109 
+  1,221                +1,171               +  1,201 

o  o  o 

0  0  0 

AA  =  +  20",976^    dB  =  +  19".720  ;    dC  =  +  19\j640 

Setzt  man  hierauf  A=n,  womit 

a  ==  18°  49'   6"  ;  a  ==  70«  a2  ==  0.1079 

6  =  18             ;    x  =  120"  ;  (t  ===  90  bl  =  0.0987 

c  ===  19  59  50  ;    X  ===  180  ;  y  =  71  11'  ;  c3  ===  0.1218 

wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  drei  ersten  Glieder,  die  immer  die- 
selben Werthe  bekommen,  in  Ein  Glied  zusammen  zieht, 

+  19",480  +  18",348  +  18",208 

+  0,013  +  0,002  +  0,066 

+  0,169  +0,116  +0,110 

+  0,109  +  0,123  +  0,085 

+  1,079  +  1,034  +  1,061 

—  0,  088  —  0,  063  —  0,  085 
+  0,210  +0,162  +0,183 

dB  ===  +  20",972  ;    dC  ==  +  19",722     dA  =  —  19",028 

Sei  endlich  A=n",  womit 
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a  =  19"  59'  50"  ;  «'  =  71»  11'  ;  a*  =  0.1218 

J,  =  18             ;  x  =  246"  39'  ;    ^  =  90        ;  62  =  0.0987 

Ca  18  49    (i  ;  x  =  180        ;    y  =  70        ;  c2  =  0.1079 

wird,  so  erhalt  man 

-f-  19"  480  +  18,348  +  18",208 

0,  000  +  0,  049  —  0,  004 

-§-0,179  +  0,106  +  0,136 

+  0,  III  +  0,  080  +  0,  132 

+  I,  094  +  1.  049  +  1,  076 

—  0,  072  —  0,  066  —  0,  051 

+  0,169  +  0,142  +  0,125 

Ali  =  +  2O60";    AA  =  +  19",708  ;    AC  =>  +  19",622 

Hier  weichen  die  Nesullale  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarien 
wieder  höchstens  0 ".02  von  einander  ah,  obgleich  die  Winkolanderungen 
weil  grosser  sind ,  wie  im  vorhei gehenden  Beispiel.  Hechnct man  aus 
den  oben  gegebenen  Seilen  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  so 
findet  man 

A  -+-  AA  =  50"  3'  58  ,23  ;  AA  =  -§-  20",92 
Ii  +  Ali  —  66  39  39,  57  ;  Ali  =  +  19,  69 
C  +  AC  ==  60    0  19,  58  ;        ffC  =  +  19,  58 

Die  Abweichung  dieser  \\  inkelünderungen  von  den  oben  berechneten 
sind  elwas  grosser  wie  im  vorigen  Beispiel,  und  zwar  bezüglich 

+  0',06  ;  +  0",03  ;  +  0",06 
+  0,  05  ;  +  0.  03  ;  +  0,  05 
+  0,  04  ;      +  0,  02  ;      +0,  04 

welches  aber  nicht  unerwartet  ist.  da  hier  der  Betrag  aller  Glieder  der 
Winkelanderuogen  grösser  ist  wie  im  vorigen  Beispiel.  Uebrigens  sind 
die  strengen  Rechnungen  hier  nicht  mit  Logarithmen  von  so  vielen  De- 
ci malen  ausgeführt  worden,  dass  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks 
bis  auf  0\005  verbürgt  werden  könnten. 


143. 

I  nr  das  am  Acquator  liegende  Dreieck  habe  ich  ein  gleichschenk- 
liehes  gewählt  und  die  folgenden  Stücke  gefunden, 
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15°  14'  30",05  ; 

0  ; 

t 

=  0 

u 

33  18  53,21  ; 

90"  ; 

a 

=  270» 

« 

-  33  18  53,  21  ; 

u 

t 

148  ; 

a 

=  212 

n 

66  37  46,  42  ; 

9 

n 

58  ; 

n 

=  58 

o 

19  32  31.  42  ; 

a 

18  ; 

i» 

o 

=  18 

Durch  die  Annahme  A=n  gaben  nun  die  Ausdrücke  des  Art.  138 


(-  I9',475j 

j—  20",  199) 

f  -  0,  0051 

|  -  0,067) 

—  0,  056 

-  0,  057 

-  0,  049 

-4-  0,  002 

—  0,  096 

—  0,  160 

—  0.  096 

—  0.  1  28 

■+-  0.  074 

-+-  0.  076 

—  0.  537 

—  0.  403 

—  0.  124 

—  0,  128 

ÖA  =  -  20",424  ; 

AB  = 

AC  =  —  2I",064 

und  durch  die  Annahme  A=ri  fand  sich,  wenn  wieder  die  drei 

Glieder  in  Ein  Glied  zusammen 

gezogen  werden, 

—  19",596 

—  20  ,323             —  20",323 

—  0.  007 

—  0,  085              —  0,  018 

—  0.  104 

_  0.  093              —  0,  \  48 

—  0,  119 

• 

-  o, 

085              —  0,  103 

0 

0 

0 

-  0,  594 

-  o, 

446             —  0,  446 

0 

0 

0 

dC  ==  —  29",420  ;   AA  =  —  21,032  ;   AB  =  —  21,038 

Die  Annahme  A as tC  ist  hier  nicht  nöthig  durchzurühren,  da  sie  das- 
selbe Resultat  geben  niuss  wie  die  vorhergehende.  Aus  der  strengen 
Berechnung  des  sphärischen  Dreiecks  ergab  sich 

A  +  dA  =  66«  37'  26  ,04  ;  AA  =  —  20",38 
B  +  AB  =  57  59  38,  96  ;  AB  =  —  21,  04 
C  +  AC  =  57  59  38,  96  ;     <*6'  =  —  21 ,  04 

und  die  Vergleichung  dieser  Werthe  der  Winkelündeningen  mit  den 
oben  erhaltenen  giebt  bezüglich 
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—  0  ,04  ;      —  0',02  ;      —  0  .02 

—  0,  04  ;       H-  0,  01  ;       H-  0,  01 

Die  Umstände  sind  hier  nahe  dieselben  wie  im  nächst  vorhergehenden 
Beispiel. 


144. 


Es  wurde  oben  gesagt,  dass  die  kleinen  Verschiedenheiten ,  die 
die  verschiedenen  Bercchnungsarten  gegeben  haben,  Folge  der  hier 
übergangenen  Glieder  achter  und  höherer  Ordnungen  seien.  Demzu- 
folge müssen  sie  geringer  werden,  wenn  die  Dimensionen  des  Dreiecks 
kleiner  sind,  und  um  daratithun ,  dass  dieses  in  der  Thal  statt  findet, 
habe  ich  ausser  den  drei  vorhergehenden  Dreiecken  von  nahe  gleicher 
Grösse  ein  etwas  kleineres  spharoidisches  Dreieck ,  und  zwar  das  fol- 
gende, berechnet. 


ß  =  54"42'10",20 
«'  =  285  32  55,  97 
«"  =  341  33  25,81 
n  =  50  0  29,  84 
a  =  14 


(1  = 


38*  3G'  2",64; 
211  55  0,55; 
1  66  28  23,  1  5  ; 

45  26  37,  40  ; 

12  ; 


/f=  50" 

«,= 
«'=120 

n  =  80 

o'=  16  41  57  ,264 


Nimmt  man  nun  zuerst  A  =  n  an ,  so  bekommt  man  auf  dieselbe  Art 
wie  vorher 


+  1",794, 

\-h  0",182) 

[+  1",332 

0.  006i 

\-h  0.  001) 

1+  0.004 

0.015 

+  0.016 

-+-  0.016 

■+■  0.  009 

-h  0.  004 

—  0.001 

—  0.  008 

-  0.012 

—  0.  006 

-+-  0.  006 

+  0.  008 

-1-  0.  007 

■+-  0.  246 

H-  0.  258 

-h  0.  227 

—  0.  081 

-  0.  098 

-  0.  070 

—  0.  066 

—  0.  086 

—  0.  057 

-+-  1  ,021  ; 

dB  =^4-  0  ,273  ; 

6C  =  -1-  T,452 

Die  Annahme  A  =  n  giebt 
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-h  1  ,81 o 

0",199 

ä  "  aha 

■+■  1  ,352 

—  U.  Uli* 

A  AAQ 

—  u.  uuz 

-+-  0.  014 

-l-  0.  012 

-f-  0  008 

+  0.  006 

-1-  0.  006 

0.  006 

0.  1  44 

-f.  0.  151 

0.  132 

-  0.  153 

—  0.  180 

-  0.  127 

H-  0.  093 

-+-  0.  089 

-1-  0.  078 

dB  =  H-  1",915  ; 

AA  =      0",2G8  ; 

=  -+.  1",447 

IIIIU     Ultr     ^  \  II  I  1  Cl  1  J  IJ  1  l       /f  — 

71  gICUl 

-1-  1  ,81 5 

-h  0",199 

■+-  1  ,352 

M    IUI  ■> 

—  u.  uuz 

—  U.  IUI  l 

,  n  nm 

-f-  U.  UUI 

"T"  U.  VZV 

■+-  u.  U  I  rS 

-f-  u.  U  1  u 

—  0.  010 

—  0.014 

—  0.  007 

-h  0.217 

-h  0.  228 

-+-  0.  200 

—  0.  110 

-  0.  121 

—  0.  085 

—  0.  010 

-  0.  037 

—  0.019 

dC  =  •+•  17920  ; 

dB  =  -+-  0",272  ; 

dA 

=  -1-  1,452 

Hier  giebt  sich  in  der  Thal,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  zu  er- 
kennen, dass  die  Resultate  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarten 
weit  naher  mit  einander  übereinstimmen,  wie  bei  den  vorhergehenden, 
grösseren  Dreiecken  der  Fall  war.  Denn  wahrend  dort  der  grösste 
Unterschied  auf  0",02  bis  0",03  stieg,  erreicht  er  hier  höchstens  0",000. 
Berechnet  man  das  sphärische  Dreieck  strenge,  so  findet  man 


dA  =  +  1",90 
dB  =  ■+-  0,  28 
dC  =  H-  1,  47 


A  dA  =  56°  0' 3r,74 
B  -h  dB  =  45  2G  37,  68 
C  -+-  dC  =  80   0    1,  47 

und  hiemit  werden  die  Unterschiede  von  den  oben  berechneten  Wer- 
then  der  Winkelanderungen  ohne  Unterschied 

-  0\02  ;        0701  ;    +  0",02 

die  Tür  befriedigend  gehalten  werden  müssen.  Denn  obgleich  ich  hier 
wieder  die  sirengen  Rechnungen  mit  Logarithmen  von  acht  Dccimalen 
ausgeführt  habe,  so  zeigte  sich  doch  am  Ende  derselben,  dass  dieses 
nicht  ausreichend  war  um  in  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreiecks 
einen  Fehler  von  nicht  mehr  wie  0",005  vollständig  verbürgen  zu 
können. 
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145. 


Ausserdem  will  ich  einer  Eigenthümliclikeit  wogen,  die  die  Winkel- 
Milderungen  darbieten  können,  und  die  in  den  vorstehenden  Dreierken 
nichl  vorkommt,  noch  ein  Dreieck  einschalten,  aber  ganz  kurz  behan- 
deln. Die  folgenden  Stücke,  die  grösstenteils  nur  mit  Logarithmen  von 
fünf  Decimalen,  berechnet  worden  sind. 

ß  =  50"  8',0  ;    ff  =    34°  4',G  ;    ff  =    45°  2677 
«'=  80    0.0  ;    «"=  %\K  41.8  ;    «  =  339  35.7 
a  =  42  45.7  ;    n  =  162  49.2  ;    «'=  244  7.8 
//  =  37  14.3  ;    ri  =    48  52.  6  ;    »"  =   95  27.9 
«7=12    0.0;    a=    15    0.0;    o"  =    20  0.0 
gehören  einem  sphärischen  Dreieck  an,  neben  welchem,  um  die  Breiten 
und  Azirnuthe  zu  erhalten,  auf  der  Kugel  ein  passender  Punkt  als  Pol 
betrachtet  worden  ist.    Wenn  man  von  den  vorstehenden  Dreiecks 
stucken  die  Anzahl  unverändert  liisst,  die  für  die  Berechnung  eines 
spharoidisehen  Dreiecks  notwendig  und  hinreichend  ist,  und  damit  das 
sphäroidische  Dreieck  berechnet,  so  ist  es  klar,  dass  die  übrigen  Stücke 
des  letzteren  von  den  übrigen  obigen  Stücken  nur  wenig  abweichen 
werden.    Von  der  anderen  Seite  betrachtet,  ist  es  für  die  Erlangung 
von  sehr  genauen  Werthon  der  Winkelanderungen  durch  die  Ausdrucke 
des  Art.  138  nicht  erforderlich  die  DreiecksslUcke,  die  dazu  angewandt 
werden  müssen,  mit  grosser  Schärfe  zu  kennen,  und  man  kann  daher 
aus  den  obigen  Daten  schon  die  Winkelanderungen  des  angedeuteten 
spharoidisehen  Dreiecks  mit  vieler  Genauigkeit  berechnen.  Diese  Rech- 
nung gab  die  folgenden  Resultate,  die  ich  auf  dieselbe  Art  wie  vorher 
aufgestellt  habe. 


A  = 


<)A  =      0  ,139     AB  =  —  1.081      AC  =  —  0",406 
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A  =  11  . 

-+-  0",0I8 

—  T.732 

—  0\499 

a    n  a  n 

A  Alf* 

—  0.  01b 

•     A    A  A*> 

-|-  U.  UU.J 

H-  0.  001 

-1-  0.  001 

■+-  0,  001 

■+-  0.  013 

-+-  T).  009 

-+-  0.  005 

+  0.  169 

-T-  0.  159 

H-  0.  138 

—  0.  204 

—  0.  231 

—  0.  164 

■+•  0.  1 39 

•+-  0.  119 

■+-  0.  101 

+  0M27  , 

<)A  = 

—  1",691  , 
A  =  11  . 

dB 

=  -  0",  41  5 

-+-  0",018 

—  T.732 

—  0",499 

A      A  A  A 
Um  DOO 

A  /IAA 

0,  001) 

A     AA  A 

U.  00U 

*     A    Ai  ^ 

-f-  0.  01  / 

A  AI*) 

-+-  0.  013 

-+-  0,  007 

—  0.  032 

—  0.  034 

—  0.  014 

+  0.  273 

-f-  0.  257 

-+-  0.  224 

—  ,0.  160 

—  0.  176 

—  0,  1  24 

+V  019 

—  0.  015 

—  0.  001 

■4-  0",135 

<)C  = 

-  1",687 

dA 

=  -  0",407 

Ali  = 

Die  Eigcnthümlichkeil.  die  dieses  Dreieck  darbietet,  besteht  darin,  dass 
in  der  Aenderung  des  Winkels  n  das  crsle  Glied,  welches  in  der  Regel 
das  grösste  isl,  Null  wird.  Im  Uebrigcn  bietet  dieses  Dreieck  in  den 
Winkelündeningen  ähnliche  Umstände  da,  wie  die  vorhergehenden 
Dreiecke. 


146. 

Ich  meine  durch  die  vorhergehenden  Beispiele  das  in  diesem  Ab- 
schnitt entwickelte  Verfahren  zur  Auflösung  von  sphäroidischen  Drei- 
ecken, durch  ihre  Reduclion  auf  sphärische,  in  Bezug  auf  dessen  An- 
wendbarkeit ausreichend  erläutert  zu  haben,  kann  aber  dieses  Thema 
nicht  schliessen,  ohne  eine  interessante  und  wichtige  Eigenschaft,  die  die 
Ausdrücke  des  Art.  138  besitzen,  aus  einander  gesetzt  zu  haben,  und 
die  durch  die  numerischen  Beispiele  aufgedeckt  worden  isl. 

Das  erste  Glied  einer  jeden  der  im  Vorhergehenden  berechneten 
W'inkelanderungen  ist  das  Resultat,  welches  man  erhalten  haben  würde, 
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wenn  die  Rechnung  nach  den  Ausdrucken  (112)  gefuhrt  worden  wäre. 
Denn  das  erste  Glied  eines  jeden  der  drei  Ausdrücke  des  Art.  138  ist 
bez.  mit  einem  der  drei  Ausdrücke  (M2)  identisch.  Analysirt  man  dieses 
Glied,  so  wird  man  finden,  dass  es  Glieder  der  vierten,  fünften,  und 
der  höheren  Ordnungen  enthüll,  und  diese  sind  daher  auch  in  dem  nu- 
merischen Betrage  desselben  enthalten,  in  so  weit  die  letztgenannten 
merklich  werden.  Es  ist  aber  nur  bis  auf  Grossen  sechsler  Ordnung 
richtig,  weil  die  anderweitigen  Glieder  sechster  und  höherer  Ordnungen 
nicht  darin  enthalten  sind.  Diese  sind  aber  in  den  Ausdrücken  des  Art, 
1 38  mit  enthalten,  und  es  sind  überhaupt  die  Glieder,  durch  welche 
sich  diese  Ausdrücke  von 'den  (112)  unterscheiden,  die  in  den  letzteren 
fehlenden  Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung.  Von  diesen  sind 
die  mit  cos  2«',  cos 2 2«,  sin  V,  cos  V  mulliplicirten  blos  von  der 
sechsten  Ordnung,  die  mit  cos  <±(i  und  cos  2/  mulliplicirten  von  der 
sechsten,  siebenten  und  höheren  Ordnungen;  das  letzte  endlich, 
welches  mit  sin«  cos«'  multiplicirt  ist,  enthalt  blos  Glieder  der  sieben- 
ten Ordnung.  Die  numerischen  Angaben  der  vorhergehenden  Artikel 
/.eigen  nun  ftlr  jedes  Beispiel  den  numerischen  Beirag  eines  jeden  dieser 
Glieder,  und  man  kann  diese  leicht  so  anordnen,  dass  die  verschiedenen 
Ordnungen  von  einander  gelrennt  erscheinen. 

Für  unsern  Zweck  ist  es  nun  erforderlich,  dass  zuerst  im  ersten 
Glicde  nur  die  Glieder  vierter  Ordnung  von  denen  höherer  Ordnungen 
getrennt  werden,  und  da  leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  jeue  sowohl 

für  dA  wie  für  dB  und  SC  sich  in  das  einzige  Glied  —  j  A  ßi  sin  2  a 

zusammen  ziehen,  so  braucht  man  nur  den  Werth  dieses  Gliedes  zu 
berechnen,  und  denselben  vorn  Betrage  des  unveränderten  Gliedes  ab- 
zuziehen, um  die  verlangte  Trennung  zu  erhalten.  Wendet  man  diese 
Rechnung  auf  das  Beispiel  des  Art.  I  ii  an,  in  welchem  die  hier  zu  be- 
trachtenden Umstünde  am  Meisten  hervortreten,  so  ergeben  sich  die 
folgenden  Zusammenstellungen 

ÖA,  <)Ii,  dC  für  A  =  n. 

Glieder  itcr      Ordn.  0  0  0 

„      Ster,  etc.  „     —  1\564         —  f.Uö         -  3\547 
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dC,  dB,  ÖA  für  A  =  n. 


Glieder  4  ler      Ordn.  —  7",932         —  7",932         —  7\932 
Ster,  elc.  „     +  6,368        +  6, 787        +  4,385 


Summen  —  I  ,504         -  l\U5         —  3  ,047 

wie  oben. 

ÖC,  <Ut  dB  für  A  =  n  . 

Glieder  4ter      Ordn.  ■+-  1",Ö76         -|-  1",676         H-  l",676 
5ler,  etc.  „     —  3,  240         —  2,  821         —  5,  223 
Summen"  —  1 '\  56  4         —  1',445         —  3",547~ 

wie  oben.  Hier  bemerkt  man  zuerst,  dass  sowohl  der  Betrag  der  Glie- 
der vierter  Ordnung  für  sich,  so  wie  der  der  Glieder  höherer  Ord- 
nungen sehr  verschieden  ausfallt,  jenachdem  die  eine  oder  die  andere 
der  drei  verschiedenen  Berechnungsarten  angewandt  worden  ist.  wah- 
rend die  Summe  aller  dieser  Glieder  einen  feststehenden  Werlh  hat. 
Auch  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  die  Glieder  fünfter  Ordnung  weit 
grösser  werden  können  wie  die  der  vierten;  dieses  ist  in  unserm  Bei- 
spiel bei  A  =  n  und  A  =  n  der  Fall,  und  im  ersteren  Falle  werden  die 
Glieder  vierter  Ordnung  sogar  gleich  Null.  Man  sieht  ein,  dass  diese 
Umstünde,  obgleich  in  verkleinertem  Maassc,  auch  bei  den  kleinsten 
Dreiecken  vorkommen  können,  und  dass  daher  die  blose  Berücksichti- 
gung der  Glieder  vierter  Ordnung  jedenfalls  nur  ein  ungenaues  Resultat 
hervorbringen  kann. 

Betrachten  wir  jetzt  die  übrigen  Glieder  unserer  Ausdrücke,  so 
l&ssl  sich  eine  ahnliche  Trennung  der  Glieder  sechster  und  höherer 
Ordnungen  auch  leicht  bewerkstelligen,  man  braucht  nur  allenthalben 
cos  2«'  für  cos  2^  und  cos  2/  zu  setzen,  und  nach  dieser  Veränderung 
den  numerischen  Betrag  der  betreffenden  Glieder  wieder  zu  berechnen; 
dieser  ist  die  Summe  der  in  diesen  Gliedern  enthaltenen  Glieder  sech- 
ster Ordnung,  und  zieht  man  ihn  vom  vollständigen  Werthe  ab,  so  er- 
geben sich  die  in  diesen  Gliedern  enthaltenen  Glieder  höherer  Ord- 
nungen. Auf  diese  Art  habe  ich  die  folgenden  Zusammenstellungen 
erhallen,  dunen  ich  die  oben  schon  angeführten  anreihe,  um  die  so  ge- 
ordneten Ausdrücke  vollständig  beisammen  zu  haben. 


Digitized  by  Google 


206  P.  A.  Hanskn, 

dA,  ölt,  dC  für  A  =  «. 

Glieder  4ter      Ordn.  0  0  0 

5ter,  etc.        —  1",564        —  I\145  —  3\547 

6ler         „     -»-0.217         -1-  0.220  -h  0.  100 

7ler,  elc.   „     —  0.000         —  0.043  —  0.  127 


Sn.  wie  im  Art.  141  —  1,407  ,       —  0\  968  ,  —  3\508  . 

dC,  <)B,  dA  für  A  =  «'. 

Glieder  4ier     Ordn.  —  7\932        -  T,932  —  7\932 

51er,  elc.  „     ■+•  6,  368         -|-  6,  787  -+-  4,  385 

6ter         „      —  0.098         —  0.149  —  0.226 

7ter,  elc.        -+-  0.  236  0.  305  -+-  0.  249 

Sn.  wie  im  Art.  141  —  1",426  ,      —  0",989  ,  —  3\524 

dC,  dA,  f>B  für  A  bb  n". 

Glieder  4 (er      Ordn.  -h  1",676         -|-  1\676  H-  f,676 

5ter,  elc.  „      —  3,  240         —  2,  821  —  5,  223 

6ler         ,.     +  0.302         +  0.362  +  0.288 

7ter,  cte,  „     —0.139        —  0.  182  —0.244 


Sn.  wie  im  Art.  141  —  1",40l         —  0\965         —  3  ,503 

Hier  zeigt  sich  in  Bezug  auf  die  Glieder  sechster  und  siebenter  Ord- 
nung ein  ähnliches  Verhalten  wie  das  oben  bei  den  Gliedern  vierter 
und  fünfter  Ordnung  wahrgenommene.  Die  Glieder  sechsler  Ordnung 
filr  eine  und  dieselbe  Winkelünderung  bekommen  in  den  drei  verschie- 
denen Bcrechnungsarlen  verschiedene  VVerlhe,  deren  Schwankungen 
bis  auf  0\5  steigen,  und  die  Glieder  siebenter  Ordnung  haben  dieselben 
Sc  hwankungen  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  dass,  vorbehaltlich  der 
kleinen  Unterschiede,  die  von  anfangender  Wirkung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  zeugen,  die  Summe  der  Glieder  sechsler  und  siebenler  Ord- 
nung feststehende  Wcrthe  bekommen.  Die  Rechnung  für  A  =  ri  zeigt 
ilberdiess ,  dass  auch  die  Summe  der  Glieder  siebenter  Ordnung  be- 
trächtlich grösser  werden  kann ,  wie  die  der  sechsten  Ordnung.  Ks 
folfft  aus  diesem,  dass  die  blose  Hinzunii-uini;  der  fehlenden  Glieder 
sechsler  Ordnung  zu  den  Ausdrücken  (112)  gar  keinen  Nulzen  herbei- 
geführt haben  würde,  und  dass  nur  die  Mitaufnahme  der  Glieder  sie- 
benter Ordnung  eine  wesentliche  Vergrößerung  der  Genauigkeit  in  den 
Resultaten  bewirkt  hat. 
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In  den  Dreiecken,  die  an  den  Pol,  oder  an  den  Aequator  reichen, 
treten  diese  Umstände  auch ,  nur  nicht  in  so  grossem  Maasse  wie  in 
dem  hier  betrachteten  Dreieck,  hervor,  aber  in  dem  Dreieck  des  Art. 
144  werden  sie,  namentlich  in  der  /.weiten  Berechnungsari,  wieder 
sehr  merklich .  weshalb  ich  in  Bezug  auf  diese  dieselbe  Trennung  der 
Glieder  vornehmen  will.    Man  erhall  für  dieses  Dreieck 

dB,  dA,  tfCfür  A  =  ». 

* 

Glieder  4  ter      Ordn.  -  2",580         _  2",580  —  2",580 

5ter,  etc.        +4.374         +  2.762  -1-  3.912 

6ter         „     -  0.022         —  0.045  -  0.001 

7  ter,  etc.  ,.     ■+-  0.  1 43         +0.131  -+-  0.  I  1 6 


Sn.  wie  im  Art.  144  +  f,9lö  ,       +  0  ,208  ,       ■+■  i',447 

Hier  sind,  wie  man  sieht,  nicht  blos  die  Glieder  fünfter  Ordnung 
grösser  wie  die  der  vierten,  sondern  dasselbe  findet  zugleich  in  Bezug 
auf  die  Glieder  siebenter  und  sechster  Ordnung  statt.  In  den  Aus- 
drücken für  die  Flache  des  sphäroidiscben  Dreiecks,  und  in  den  für  die 
Summe  der  Winkel  desselben  kann  Aehnliches  auch  vorkommen. 

Es  ist  noch  eines  Umslandes  zu  erwähnen.  In  der  Hegel  ist  die 
Summe  der  Glieder  vierter  und  fünfter  Ordnung  bedeutend  grosser  wie 
die  Summe  der  Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung .  und  es  Ittssl 
sich  voraus  sehen,  dass  die  Summe  der  Glieder  achter  und  neunler 
Ordnung  auch  wesentlich  kleiner  sein  wird ,  wie  die  der  sechsten  und 
siebenten  Ordnung  u.  s.  w.,  wenn  man  nur  die  Dreiecke  nicht  allzu 
gross  auswählt;  hierin  spricht  sich  im  Allgemeinen  die  Convergenz  der 
Ausdrucke  aus.  Man  kann  aber  auch  Dreiecke  angeben  in  welchen 
diese  Regel  eine  Ausnahme  erleidet ,  und  für  Einen ,  ja  selbst  für  zwei 
Dreieckswinkel  das  erste  Glied ,  also  die  Summe  der  vierten,  und  der 
damit  verbundenen  Glieder  fünflcr  und  höherer  Ordnungen  kleiner  wie 
die  Summe  der  übrigen  Glieder  sechsler  und  höherer  Ordnungen,  und 
sogar  gleich  Null  wird.  Um  dieses  auch  durch  ein  Beispiel,  wenig- 
stens an  Einem  Winkel  zu  zeigen,  ist  das  Dreieck  des  Art.  I  45  berech- 
net worden.  Auf  die  Convergenz  der  Ausdrücke  hat  dieser  Umstand 
übrigens  keinen  Einfluss. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  das  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelte Verfahren  nicht  blos  in  dem  Falle  Anwendung  lindet,  in  wel- 
chem die  drei  Dreiecksseilen  ursprünglich  gegeben  sind,  sondern  alJge- 
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mein  bei  vielfach  anderen  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  auch  ange- 
wandt werden  kann.  Ks  bildet  daher  dieses  Verfahren  eine  besondere 
Auflösungsart  von  sphöroidischen  Dreiecken,  die  nicht  grösser  sind,  wie 
die  oben  beispielsweise  betrachteten. 


147. 

Die  Formeln  zur  Reduction  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  ein 
ebenes  brauchen  wohl  nicht  durch  Beispiele  erläutert  zu  werden,  da  sie 
so  sehr  einfach  sind,  es  möchte  aber  dagegen  die  Zusammenstellung 
der  Correctionen,  die  man  an  die  beobachteten  Richtungen  oder  Winkel 
eines  Dreiecksnetzes  vor  der  Ausgleichung  desselben  anbringen  muss, 
als  Schluss  dieses  Abschnittes  nicht  am  unrechten  Platze  sein. 

Zuerst  ist  der  erste  Ausdruck  (53)  zu  berücksichtigen,  der  ohne 
die  Genauigkeit,  die  er  besitzt,  zu  beeinträchtigen ,  wie  folgt  gestellt 
werden  kann, 

(135)  11  =  II, —  *r  o- cos sin«' cos  «'  —  j^rfsinff  cos//  sin  u 

wo  die  Bezeichnungen  in  den  Coi  rectionsgliedern  die  des  zweiten  Ab- 
schnittes sind.  Es  bedeuten  also  a  die  in  Bogentheilen  ausgedrückte 
Dreiecksseite,  deren  Richtung  man  eingeschnitten  hat,  a  das  Azimulh 
derselben,  die  reducirte  Breite  des  Beobachtungsortes,  die  nur  mit 
geringer  Genauigkeit  hiefüi  bekannt  zu  sein  brauchen,  und  es  ist 
r=  206265".  Wenn  a  in  irgend  einem  Linearmaasse  statt  in  Bogen- 
theilen ausgedrückt  ist,  so  ist  es  leicht  den  Ausdruck  der  Constanle  zu 
finden,  die  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  werden  muss;  man  kann  sich 
auch  begnügen  fUr  die  Polhöhe  des  Stalionsortes  zu  Substituten. 
Es  bezeichnen  hier  ferner  /f<,  die  beobachtete,  und  Ii  die  verbesserte, 
aufs  geodätische  Azimuth  hingeführte  Richtung. 

Wenn  uicht  Richtungen,  sondern  Winkel  beobachtet  worden  sind, 
so  zerlegt  man  diese  in  die  Richtungen  ihrer  beiden  Schenkel  und  bringt 
an  jedem  dieser  die  durch  (135)  gegebene  Correclion  an. 

Hierauf  sind  die  aus  den  Ausdrucken  (96)  und  (1 12)  hervorgehen- 
den Correctionen  zu  berechnen,  und  an  die  aus  den  Richtungen  folgen- 
den, oder  unmittelbar  beobachteten  Winkel  anzubringen.  Oftmals  kann 
mau  sich  begnügen  statt  der  einzelnen  Werthe  der  (96)  und  ( 1 1 2)  die 
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dabei  angegebenen  Summen  derselben  zu  benutzen,  und  damit  die  Summe 
der  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Winkel  der  einzelnen  Dreiecke 
zu  verbessern.  Wenn  dieses  geschehen  ist ,  kann  das  ganze  Dreiecks- 
netz als  auf  der  Rhene  liegend  betrachtet  werden ,  und  die  trigono- 
metrischen Bedingungen ,  die  zur  Ausgleichung  desselben  erforderlich 
sind,  müssen  der  ebenen  Trigonometrie  entnommen  werden. 

Nach  vollendeter  Ausgleichung  müssen  die  aus  den  Ausdrücken 
(9G)  und  (112)  entsprungenen  Correctionen,  wenn  sie  vorher  an  die 
einzelnen  Winkel  angebracht  worden  sind,  wieder  davon  abgezogen 
werden,  die  aus  der  (135)  hervorgegangenen  hingegen  an  den  Rich- 
tungen und  Winkeln  belassen  werden. 

Die  Ausführung  der  Berechnung  der  eben  geuannten  Correctionen 
setzt  eine  vorläufige  Berechnung  des  Dreiecksnetzes  voraus,  die  also 
vorangegangen  sein  muss,  und  auch  aus  anderen  Ursachen  nicht  ent- 
behrt werden  kann. 

Im  Vorhergehenden  sind  alle  notwendigen  Correctionen  voll- 
standig  enthalten,  allein  man  wird  in  der  Anwendung  finden,  dass  ge- 
meiniglich diejenigen,  die  sich  auf  die  Uebertragung  der  sphtiroidischen 
Dreiecke  auf  sphärische,  so  wie  die  Correction  der  Azimuthe  beziehen, 
unmerklich  werden,  und  nur  dann,  wenn  die  Beschaffenheit  des  Bodens 
die  unmittelbare  Messung  von  besonders  grossen  Dreiecken  gestattet 
hat,  etwas  Merkliches  geben  können  In  den  Dreiecken  gewöhnlicher 
Ausdehnung  kann  man  sich  gemeiniglich  begnügen  blos  die  Ausdrücke 
(9G),  und  zwar  mit  Weglassung  der  Glieder  viertel  Ordnung,  mit  an- 
deren Worten,  den  Legendre'schen  Salz  anzuwenden.  Man  thut 
jedoch  wohl,  sich  mit  der  Wirkung  der  Ausdrücke  (135)  und  (112)  im 
Allgemeinen  bekannt  zu  machen,  um  eine  Uebcrgehung  derselben 
in  den  Füllen,  wo  sie  nicht  ganz  unmerklich  sein  sollten,  zu  ver- 
meiden. *) 

Es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  in  diesem  Artikel  blos  von 
den  bei  der  Ausgleichung  der  wirklich  beobachteten  Richtungen  oder 
Winkel  eines  Dreiecksnetzes  zu  beachtenden  Umstanden  die  Rede  ist, 


•)  In  der  englischen  Ordonance  Survey  kommt  ein  Dreieck  vor,  in  welchem  <Ho 
Summe  der  Winkel  ISO0  V  4", U  beträgt.  Hier  wird  Ac2  =  0wf43,  und  die  Iteduetion 
eines  solchen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches,  sowohl  wie  der  Ausdruck  (135),  können 
daher  sehr  wohl  etwas  Merkliches  geben. 

Al.h.mll  d  K.  S.  Uetelltch.  d.  WUMiMcb.  XIII.  1  * 
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und  dass  nur  in  Bezug  auf  diese  die  Unterschiede  zwischen  den  sphä- 
roidischen  Richtungen  oder  Winkeln  häufig  unmerklich  sind.  Diesem 
steht  die  weitere  Berechnung  des  Dreiecksnetzes,  in  welcher  die  un- 
mittelbar gemessenen  Dreiecke  zu  grösseren  mit  einander  verbunden 
werden  müssen,  gegenüber;  in  diesen  Verbindungen  ist  die  Berück- 
sichtigung der  Elliplicilat  der  Erdoberfläche  uncrlSsslich  nolhwendig, 
da  sie  bedeutenden  Einfluss  äussern  kann,  und  hier  kommen  sowohl 
die  Aufgaben  der  vorhergehenden  Abschnitte,  wie  die  Hauptaufgabe 
dieses  Abschnittes  und  die,  welche  inj  folgenden  Abschnitte  noch  gelöst 
werden  soll,  wesentlich  in  Betracht. 


Vierter  Abschnitt. 

148. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  für  beliebig  grosso  Dreiecksseiten  ent- 
wickelten Ausdrücke  zur  Keduclion  der  Winkel  des  sphiiroidischen 
Dreiecks  auf  die  eines  sphärischen  sind  noch  einer  anderen  Anwendung 
Taing,  die  auf  die  Auflösung  einer  neuen  Klasse  von  Aufgaben  führt. 
Die  in  den  Artt.  92,  95,  98  für  diese  Bcduction  erhaltenen  Ausdrücke, 
die  sich  noch  dazu  auf  ein  besonderes  sphiiroidisches  Dreieck  beziehen, 
siud  zu  zusammengesetzt  als  dass  sie  einer  fortgesetzten  Anwendung 
fähig  sein  könnten,  und  würden  noch  zusammengesetzter  werden,  wenn 
man  sie  auf  das  allgemeine  spharoidisehe  Dreieck  ausdehnen  wollte. 
Eine  Hinfuhrung  derselben  auf  eine  einfachere  Form  scheint  im  Allge- 
meinen nicht  möglich  zu  sein ,  dagegen  giebt  es  einen  besonderen  Fall, 
in  welchem  sie  sich  wesentlich  vereinfachen,  und  dieser  Fall  ist  einer 
mannigfachen  Anwendung  fähig. 

149. 

Die  grösseren  Dreiecke  deren  Auflösung  in  der  Gcodiisie  verlangt 
wird,  um  von  den  ausgeglichenen  Dreiecksnelzen  auf  die  Gestalt  des 
Erdkörpers  zu  schlössen,  sind  grösstenteils  solche  deren  eine  Ecke 
in  einem  der  beiden  Pole  des  Ellipsoids  liegt.  Solche  Dreiecke  haben 
auch  die  Hauptaufgaben  des  ersten  und  des  zweiten  Abschnittes  ge- 
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bildet,  und  wendet  man  die  eben  erwähnten  Rediictionsformeln  auf  ein 
solches  Dreieck  an,  so  werden  sie  viel  einfacher.  Zu  dem  Ende  muss 
man  den  Punkt  D  der  Figur  des  Art.  84  in  den  Pol  P  verlegen,  wo- 
durch die  Seite  DE  mit  dem  Meridian  PC  zusammenfallt,  und  das  Drei- 
eck GPE  hervorgeht.  Da  hierauf  (i  =  90"  wird  ,  so  reduciren  sieh  die 
genannten  Heductionsformcln  alle  drei  auf  ihr  erstes,  von  ß  unabhän- 
giges Glied,  und  werden  folglich  viel  einfacher. 

150. 

Für  die  jetzt  zu  erreichenden  Zwecke  wird  es  dienlich  sein  eine 
neue  Bezeichnung  einzuführen.  Setzen  wir  in  dem  sphäroidischen  Drei- 
eck PGE  der  Figur  die  Seilen  und  die  Winkel 

PG  =  y  ,    PGE  =  1 80"  —  a 
PE  =  ST  ,    PEG  =  « 
EG  —  a   ,    EPG  =  X 

und  bezeichnen  die  reducirte  Breite  des  Punkts  G  mit  {i\  und  die  des 
Punkts  E  mit  ß\  dann  ist  die  Analogie  mit  den  früheren  Bezeichnungen 
hergestellt.  Seien  ausserdem  in  dem  correspondirenden  sphärischen 
Dreieck  die  Winkel  bez. 

1 80°  —  A  ,   A"  ,  A 
und  die  Winkelünderungen  Au\  Au\  AX  so  verslanden,  dass 

a*  =  A  ■+■  Au 
u"  =  A"  -+-  du 
X    =  A  +  AX 

werden,  so  dürfen  wir  ohne  Nachtheil  der  Genauigkeit  in  den  Re- 
diictionsformeln der  Artt.  92,  95,  98,  nachdem  darin  ß=  90°  gemacht 
worden  ist, 


Au 

statt  Am 

—  Aa 

„  An 

—  AX 

m  Au 

0 

2' 

•i  <p 

2* 

X 

1 80"  —  A 

Ii  w> 

A" 

i,  n' 

A 

» 

u 

Digitized  by  Google 


212 


P.  A.  Hansen. 


Selzen,  und  erhalten  damit,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

^  =  U'co,g^-0-sTn^ 

+• 1  c2  ^«aA'cofA'sin'i*—  |rc'sin  A'eotA'm^S1 

+  v     •--  sinji'  cos Ä  s\n2y —  \  rel sin  A' cos A'fim4^" 

4       sin  a  * 

^  =  01  cotg  1'  —  (?"  cotgil" 
deren  Berechnung  einfach  ist.   Ich  fuge  hinzu  dass  man 
log |    =  7  . 22235  ;    log |  r  c»  =  2 .  53677 

erhält. 

151. 

Indem  ich  nun  annehme,  dass  {?,  jf,  a  gegeben  sind,  so  ist  hieniit 
nur  eine  Dreiecksseile  unmittelbar  gegeben ,  und  die  beiden  anderen 
müssen  erst  aus  (t  und  (f  berechnet  werden ,  und  dieses  geschieht 
durch  die  Aufgabe  des  Art.  63,  in  welcher  die  eine  Breite,  oder  Pol- 
höhe =  90°  zu  setzen  ist.  Wendel  man  die  dort  gegebene  Auflösung, 
unter  der  genannten  Annahme,  auf  den  Ausdruck  (91)  an,  so  lindet 
man  leicht 

i  es  90»  -  f  ;    {  =  90°  -  f 
(136)    .  h"  =  i  -  A'x  +  D'  sin  2**  -  C  sin  4  %' 
v"  =  xu  _  A'x"  -f-  IT  sin  2  x"  -  C  sin  4  / 

woraus  die  Dreiecksseilen  2''  und      hervorgehen,  wenn 

logA'  =  7. 2228952  ;    log/T  =  2.236471 8  ;    logC  =  8. 55719 

gesetzt  werden.  Um  Alles  beisammen  zu  haben,  ftlhre  ich  noch  die 
ausserdem  anzuwendenden  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  an. 
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S  =  1  ( v'  -h  X"  -t-  a) 

V 


sin  (.S  -2")  sin  S-       sin  (Ä  -  ff) 
sin  6' 


1     »  T 

colg  j  A  =  ,|„lA-_ 


sin  [S  -  S'\ 
T 


.  (137) 


152. 

Ich  werde  nun  zuerst  an  zwei  Beispielen  zeigen  wie  nahe  die  eben 
erhaltenen  Reduclionsformeln  mit  der  strengen  Rechnung  Übereinstim- 
men. Zuerst  nehme  ich  das  grösste  Dreieck  vor,  welches  in  dieser  Ab- 
handlung vorkommt  ,  nemlich  das  zwischen  Santiago,  Moskau  und  dem 
Nordpol  der  Erde.  Nach  dem  Art.  69  sind  in  diesem  Dreieck 

0  =  55»39'38",49  ,  «' =  83°23  5l°,20 
^  =  -33  20  42,63,  «"=  42  7  37,98 
o  =  126  46  18,  17,  A  =  108  13  0,00 
Wendet  man  zuerst  die  Ausdrücke  (136)  an,  so  findet  man 

y=  34°  19'  35",54 

2T"=  123     5  42,  43 

Aus  den  jetzt  bekannten  Seiten  dieses  Dreiecks  geben  nun  die  obigen 
Formeln  (1 37) 

A  =  83°  25'  58",0 
A"=  41  57  58,8 
A  =  108   13     5,  1 

und  durch  die  Anwendung  der  Heduclionsformeln  des  \orvor.  Art.  be- 
kommt man 

Ja!  =  -  2'J  4",  5 
A"  =  +  9  33,  3] 
M  =  -  0  6.J5 

folglich 

a'  =  83"  23'  53",5 
«"=  42  7  32,1 
X  =  108   12  58,6 
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Die  Unterschiede  mit  den  oben  angeführten,  strenge  berechneten  Win- 
keln sind  also  nur 

+  2",3;    -5",9;  -1,4 

in  Betracht  der  ansehnlichen  Grösse  dieses  Dreiecks,  dessen  sphärischer 
Uebcrschuss  GG°45'  betrügt,  sehr  geringe. 


153. 

Als  zweites  ßeispiel  soll  das  langgesl reckte,  schmale  Dreieck  zwi- 
schen Christiania,  Palermo  und  dem  Nordpol  der  Iürde  dienen.  Die 
Art.  38  oder  71  geben  die  genauen  Werthe 

(g  =  50"  50'   0\19  ,    «'  =  5°  34'  50",  1 2 
(f  =  38    1  24,  73  ,    a  =  3  33  27,  42 
o  =  21  50  33,91  ,    P.  =  2  38  0,00 
und  hiemit  geben  die  Ausdrücke  (136) 

2"  =  30"  0'  28",  12 
X"  =  51  50    9,  97 

Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  hierauf  durch  die  (137) 

A'  =  5fl34'  53",  1 

A"  =  3  33  29,  2 

A  =  2  38    3,  C 

*)  und  die  Rcductionsformcln  des  Art.  1 50 

log  Q  =  2.15580 
log  <T=  1.90057 

hiemit  wird 

Ja  =  -+•  3",1 
,/«  =  -  1,7 
JX  =  —  3,  G 


woraus 


*)  Icli  bemerke  tiiczu ,  dass  die  Zehntelsecunden  in  diesen  Winkeln  möglicher 
Weise  um  einige  wenige  Einheiten  unrichtig  sein  können,  da  hier  0",0I  AcuderUOg 
der  Seile  2"  eine  Acnderung  von  0",  i  t  in  A'  henorbriiiKt.  Das  obige  Hcsultat  ist 
durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  nicht  mehr  wie  sieben  Stellen  erhallen 
wurden. 
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«  =  5"  3V  5G',2 
a  =  3  33  27,  5 
A  =  2  38    0,  0 

folgt.  Die  Unterschiede1  /.wischen  diesen  und  den  genauen  sphitroidi- 
scheu  Winkeln  sind 

+  0",1  ;    +  0",1  ;  0\ü 

also  verschwindend. 

154. 

Die  vorhergehenden  Beispiele  zeigen  wie  nahe  bei  den  grOsslen 
und  verschiedenartigst  geformten  sphtiroidischen  Dreiecken  die  im  Art. 
IÖ0  abgeleiteten  Reductionsformeln  die  richtigen  Hesultatc  geben,  und 
in  den  Füllen,  wo  es  auf  einige  wenige  Sccunden  im  Resultat  nicht  an- 
kommt, kann  man  sie  jederzeit  anwenden,  und  zwar  nicht  blos  in  den 
Fallen,  wo  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  sondern  auch  in  denen,  in 
welchen  andere  Stücke  desselben  gegeben  sind. 

Aber  es  lüsst  sic  h  eine  ausgedehntere  Anwendung  davon  machen, 
und  eine  Reihe  von  Aufgaben  durch  Zuziehung  derselben  mit  beliebiger 
Genauigkeit  und  mit  Leichtigkeit  losen.  Unter  diesen  soll  hier,  um  diese 
Abhandlung  nicht  zu  weit  auszudehnen,  nur  die  folgende  mit  ihren 
Ilauptverzweigungen  betrachtet  werden: 

»Gegeben  sei  eine  beliebige  geodätische  Linie  auf  dem  Erd- 
»ellipsoid,  nebst  den  Polhöhen  ihrer  beiden  Endpunkte.  Man  fragt 
•nach  dem  geographischen  Längenunterschiedc  dieser  beiden  End- 
punkte und  den  Azimuthen  der  geodätischen  Linie  an  denselben.« 

155. 

Durch  die  Polhöhcn  der  Endpunkte  der  geodätischen  Linie  ist  die 
Lage  dieser  auf  dem  Erdellipsoid  unzweideutig  gegeben,  und  die  Auf- 
gabe ist  daher  eine  bestimmte.  Uni  sie  zu  lösen,  rechne  man  zuerst 
die  beiden  reducirten  Ureilcn  (f  und  (i\  die  den  gegebenen  Polhöhen 
zukommen,  dann  durch  die  (136)  die  denselben  entsprechenden  Meri- 
dianbögen 2'  und  und  hierauf  durch  die  (137)  die  sphärischen 
Winkel  Ä,  A",  yf.  Diese  Rechnungen  brauchen  nicht  mit  der  grössten 
Scharfe  ausgeführt  zu  werden.  Von  den  Reductionen  auf  die  sphäroi- 
dischen  Winkel  ist  jetzt  nur  die  Eine,  und  zwar  ./«',  zu  berechnen, 
weshalb  ich  die  dazu  ei  forderlichen  Ausdrücke  hier  wiederholen  will. 
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(138) 


Ja  =  O'cotg^-0" 


sin  y^"  sin  A 

-h  4-  e2      sin  A"  cos  A"  sin  ^  rc-  sin  A'  cos  A'  sin -2 

4     sin  o  * 

«'  =  A  +  z/«' 


Vermittelst  der  gegebenen  Stücke  o,  von  welchen  jedoch  «' 

nur  näiierungsweise  richtig  ist.  rechne  man  durch  die  Hauptaufgabe  des 
ersten  Abschnittes  «".  ). ,  //,  und  wenn  dieser  Werth  von  tf  mit  dem 
ursprünglich  gegebenen  übereinstimmt,  so  sind  auch  alle  übrigen  Grös- 
sen so  richtig  wie  möglich,  und  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  ist 
vollendet.  Iu  der  Regel  wird  aber  der  auf  diese  Art  berechnete  Werth 
von  (?,  den  ich  mit  (f)  bezeichnen  will,  mit  dem  ursprünglich  gegebe- 
nen nicht  vollständig  übereinstimmen ,  sondern  um  eine  kleine  Grösse 
davon  verschieden  sein,  setzt  man  daher,  wenn  durch  f  der  ursprüng- 
lich gegebene  Werth  dieses  Bogens  bezeichnet  wird, 

so  kann  man  durch  einfache  Diflerentialformeln  die  Berichtigung  der 
übrigen  Bögen  erhalten. 

Da  man  hier  voraussetzen  muss,  dass  auch  die  erhaltenen  Werlhe 
der  Hülfsbögcn  x  und..  /«  nicht  vollständig  genau  erhalten  worden  sind, 
so  muss  in  den  Diflercntialformeln  darauf  Rücksicht  genommen  werden. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (28)  giebt  leicht 


(139)    .  . 


*--a n—  * 

cos  jf'      '      "       smx  * 


COBfl  sin 

tU  =  dw  ■+-  <).  /(o 


sin«  A 


und  um  <fy  zu  erhalten  dient  die  Gleichung  (17).  Lftsst  man  in  dieser 
die  mit  c\  etc.  multiplicirten  Glieder  weg,  welches  hier  erlaubt  ist.  so 
kann  sie  wie  folgt  geschrieben  werden, 


y=  =  ( I  H-  /<)  X  +  /<  cos  ( V  4-  x)  sin  X 


wo 
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fi  =  y  e2  sin  2#> 

angenommen  werden  darf.  Da  nun  o  hier  unveränderlich  ist,  so  gicbt 
diese  Gleichung,  wenn  man  fortführt  /t2  zu  übergehen,  zuerst 

h  Ä  —  b  +  c°s  (V+  *)  s'n  *)<V<  +     sin  (Sty>'+  *)  sin  rftf 

Eliminirt  man  hieraus  <p  durch  die  (15),  und  dfi  und  07/  durch  die  bez. 
Gleichungen  des  Art.  58,  so  wird  ^  in  Function  von  <)«'  dargestellt, 
und  kann  darauf  durch  die  erste  (139)  auf  6(f  hingeführt  werden.  Der 
Ausdruck  für  do>  ist  mit  geringer  Abänderung  der  des  Art.  58.  Man  er- 
halt auf  diese  Art 

=  —  t§|;{  -£jzzv>  +  vnra-J  ¥  I  .  .  .  (i  io) 

X     A  r   sin*  «in«'     '  / 

Wenn  daher  tf/f  nicht  unmerklich  ist,  so  rechne  man  ü%  und  <?./«  aus 
den  (140),  worauf  die  (139)  <W,  du,  ow,  dX  geben,  die  den,  wie 
beschrieben,  erhaltenen  Werthen  von  «',  «",  A  hinzuzufügen  sind.  Die 
Verbesserungen  dx  und  dJm  werden  in  der  Regel  unmerklich. 


156. 

Die  im  vor.  Art.  gegebene  Auflösung  unserer  Aufgabe  soll  durch 
das  Beispiel  erläutert  werden,  welches  das  im  Vorhergehenden  betrach- 
tete Dreieck  zwischen  Santiago,  Moskau  und  dem  Nordpol  darbietet. 
Sehen  wir  die  Hinftihrung  der  beiden  Polhöhen  auf  die  reducirten  Brei- 
ten als  ausgeführt  an,  dann  sind  die  gegebenen  Stücke  der  Aufgabe 

(f  =  55°39'38",49  ;    (t  =  —  33°  20'42",63  ;     o  =  i26«46'18\17 

Die  zuerst  nach  den  Ausdrucken  (13G),  (137),  (138)  auszuführenden 
Reductionen  sind  schon  im  Art.  1 52  gegeben ,  und  es  kann  der  Werth 
von  «',  auf  den  es  hier  ankommt,  dort  entnommen  werden.  Die  neuen 
gegebenen  Stücke  sind  daher 

(t  =  55»  39' 3 8", 49  ;    u  =  83"  23'  53", 5  ;    a  ss  1 26"  4C  18",  17 

auf  welche  die  Auflösung  der  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 
zuwenden ist.  Diese  giebt 
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tf  =  4»  29'  27",72     ,       St  =  V  58'  43",99 
log  lg /fu  =  0.1097025       ,     log  fi  =  7.0005872 
S—.v  =  x  =  W  5'  18", 48  .       ./«  =  14'  10  .020 

a  =    42    7  37,  51  ,       Jl"  =  110"  2G'  2".20 
;.  =  108  13    1,  04  ,      (fl  =  —3:3"  20'  41',40 

also 

^  =  —  r,23 

Dio  Ausdrücke  (140)  geben  hierauf  unmerkliche  Wcrlho  von  öx  und 
fV./w,  weshalb  blos  die  Ausdrücke  (139)  anzuwenden  sind,  in  welchen 
<V/=0  und  <).  /w=0  zu  se(/en  isl.  Die  Rechnung  giebl 

du  ss  —  2",30  ;      <*«  =  H-  0",49  ;  =  <tt  =  —  1",63 

lugt  man  diese  dem  oben  zu  Grunde  gelegten  Wcrlhe  von  «',  so  wie 
den  durch  die  Hochnung  erhaltenen  Werlhen  von  «"  und  ).  hinzu ,  so 
wird  schliesslich 

u  =  83°  23'  51  ",20 
«"=  42  7  38,00 
X  =  108  13  0,01 

auf  befriedigende  Art  mit  den  Angaben  dos  Art.  09  übereinstimmend. 


157. 

Die  in  diesem  Abschnitte  gelöste  Hauptaufgabe  führt  wieder  zur 
Auflösung  allgemeiner  sphüroidi scher  Dreiecke,  in  Betreff  welcher  sich 
ohne  Weiteres  zwei  Falle  darbieten. 

1)  »Seien  zwei  Seiten  eines  sphüroidischen  Dreiecks,  nebst  den 
»Polhöben  der  drei  Eckpunkte  des  letzteren  gegeben,  hieraus  die 
»übrigen  Stücke  desselben  zu  finden.«' 

2)  »Es  seien  wieder  zwei  Seiten  eines  sphiiroidischen  Dreiecks 
»gegeben,  und  ausserdem  von  der  einen  derselben  die  Polhöheu  ihrer 
»beiden  Endpunkte,  aber  von  der  anderen  das  Azimuth  des  End- 
»puukts,  welchen  sie  mit  der  ersten  gemeinschaftlich  hat.  Man  fragt 
»nach  den  übrigen  Stücken  dieses  Dreiecks.« 

Für  die  Auflösung  der  ersten  Aufgabe  ist  die  in  diesem  Abschnille 
abgehandelt  Hauptaufgabe  abgesondert  auf  beide  gegebenen  D/eiccks- 
seiten  anzuwe  nden,  wodurch  man  die  in  der  Hauptaufgabe  des  zweiten 
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Abschnittes  als  gegeben  betrachteten  Stucke  erhält,  und  nunmehr  durch 
diese  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  berechnen  kann. 

In  Bezug  auf  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  ist  einmal  die  Haupt- 
aufgabe dieses,  und  einmal  die  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 
zuwenden, worauf  die  Hauptaufgabe  des  zweiten  Abschnittes  die  noch 
zu  berechnenden  Stücke  des  Dreiecks  giebt.  Es  brauchen  von  diesen 
Aufgaben  wohl  keine  Beispiele  gegeben  zu  werden. 

Es  wäre  ein  Leichtes  noch  eine  Anzahl  von  Aufgaben  durch  die  in 
dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsätze  zu  lösen,  allein  ich  über- 
gehe diese  hier,  weil  sich  im  Voraus  nichl  mit  Sicherheit  beurtheilen 
lässt,  wie  weit  sie  in  der  praktischen  Geodäsie  Interesse  haben  oder 
Anwendung  finden,  und  ziehe  vor  sie  erst  dann  der  Behandlung  zu 
unterziehen,  wenn  sich  dazu  besondere  Veranlassung  darbieten  sollte. 


Zusatz  zu  Art.  79  u.  f. 

Im  dritten  Abschnitt  sind  alle  auf  das  Revolulionscllipsoid  sich  be- 
ziehenden Functionen  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  entwickelt,  und 
dasselbe  findet  in  Bezug  auf  die  Ausdrücke  der  Fläche  des  sphärischen 
Dreiecks  statt.  Dahingegen  sind  die  Ausdrücke  der  Winkeländerungen 
für  die  Reduction  des  sphärischen  Dreiecks  auf  das  ebene  nur  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung  entwickelt  worden,  und  es  kann  daher  wün- 
schenswerth  erscheinen  diese  auch  bis  auf  Grossen  achler  Ordnung 
kennen  zu  lernen;  die  Glieder  sechster  Ordnung  dieser  Ausdrücke  sollen 
hier  nachträglich  entwickelt  werden. 

Zu  dem  Ende  sind  den  betreffenden  Ausdrücken  des  Art.  79  zu- 
erst die  folgenden  Glieder  hinzuzufügen, 

zu  sin  o  .  .  .        —  s^To a* 
zu  cos  o  .  .  .        +  ^,13  <r 

zu  cos&cosc  .  .  .  üJm 7T4i ^ + ifiii *4c*+  Tfio 6V+  *Ö*Ä * 

2,1    —bT^    •  '  '        50«)  &        7*0°  6         TtO°C  —  5040^ 

zu  K.    .  ^.-^-^a^-^aW-TAx«^1-^^ 


Utlll      ^4OO!*0  4880         T  40080  Vl  13*40 


Digitized  by  Google 


220  P.  A.  Hassen, 

zu  siu  2t  sin  %  sin  *A  .  .  .  —  ~  «'     ■+-  j|j  «'*J  +  4  «V  +  ^  «*' 

+  -i-        +  iT.  u'c'  +  SS  **"  +  *  aW 
+JLflW-l-J.aV_jli6.  +4W 

Dehnt  man  nun  dio  a.  a.  0.  ausgeführte  Division  auf  die  vorstehenden 
Glieder  aus,  so  wird  vollständig 

K  =  —  4-  sin  lb  sin  2c  sin  M  .  L 

wenn  man 

setzt.  Da  aber  auch 

K  =  sin  b  sin  c  [cos  A  —  cos  (A  H-  JA)\ 
ist,  so  crgiebt  sich 

cos  A  —  cos  1        j    •_     „•     i  f 

 r—  ;  =  —  —  smfr  sin  csin  A.L 

sin  A  « 

und  nach  der  Entwickelung  durch  das  Taylor  sehe  Theorem 
JA  =  — jsm^s'DCS'°^     "•"  ^  sin  &  sin  c  cos  A.L2 

+  ±  Sin  2&  sin  H  cos  JA .  L*  -+-  ~  sin  2fr  sin2c .  L3J 
Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  mit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit 

L3  =  1 

sin  6 sin  ceos  A  =  —  ^ flJ",~ T fti  +  T  t'2"f" Ii ö*~  *'*        !  6'2<"'J— aV 
sin'&sin'ccos'A  =  i-a'-^aW  —  ^  6'+  i  6V+  1  <;" 

sin  -i6  sin  2c  =  6V2  • 

durch  deren  Substitution  sich 

JA  =  -  i- sin  6  sine  sin  A  (l  +  ^H-^  +  n?*2 

151  7«  7<      .,  .,         397    ,,         377    i .,  397     ,  | 

crgiebt.  Die  Elimination  von  sin&sinr  durch  die  Gleichung 

fr  sine  =  bc  j  I  -  4-  fr*  - 1  c2  h-  ±  fr«  -#- 1  fr  V  -h  ^  c«  J 


sin 
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verwandelt  den  vorstehenden  Ausdruck  in  den  folgenden 
JA  =  -^«BAjl+^-if-ie« 

+  sin  «*  *  m*      srä * + ,w.  ''v  - -"  | 

worin  man  mittelst  der  Division  durch  den  Ausdruck 

des  Art.  82  die  Dreiecksflüchc  A  einfuhren  kann.  Man  bekommt  da- 
durch zum  Endresultat,  wenn  man  ausserdem  den  Kugclhalbmesscr  R 
einführt,  und  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

i  ,  l 

anwendet, 

JA=  —  y  A  M  —  2^+^,-*-^5a 

—  38  pV  -+■  p'rfP  -+■  pW  -+■  1 9  p'fc»  —  2  pW  -4-  1 9 /i'c1  j 

.//?  =  —  yA|<  +  ^-2^  +  ^ 

4- 1 V*1  +  PW  -  2  pW  -  38         pW     1 9  pV| 
</C  =  -  lAj1  +  i«aa+|u62  —  2/iC2 

-+■  1 9  p'o'  —  2pW  -*-  /*W  4-  1 9  ftV  -f-  pW—  38pV j 

deren  zweite  und  drille  durch  die  blose  Vertauschung  der  Buchstaben 
aus  der  ersten  erhallen  worden  sind.  Diese  Ausdrücke  sind  bis  auf 
Grossen  achler  Ordnung  vollständig,  und  geben  durch  die  Addition, 
gleichwie  im  Art.  81 

JA+JB+JC  =  —  A 

welche  Gleichung  jedenfalls  statt  finden  muss ,  wie  weil  man  auch  die 
Enlwickelungen  fortsetzt. 


Zusatz  zu  Art.  133. 

Durch  die  a.  a.  O.  ausgeführten  Differentiationen  kommt  man,  ehe 
die  ßedingungsgleichungeu  eingeführt  werden,  auf  ziemlich  verwickelte 
Ausdrücke,  in  welchen,  wenn  nicht  mit  der  grüssten  Vorsicht  verfahren 


* 
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wird,  leicht  etwas  Ubersehen  werden  kann.  Ms  wird  daher,  um  die 
Richtigkeil  der  dort  angegebenen  Resultate  darzuthun,  nicht  Überflüssig 
sein  diese  Differentiationen  auch  auf  eine  andere  Art  auszufuluen;  die- 
ses soll  hier  geschehen.  Löst  man  die  Gleichung  (134)  in  Bezug  auf 
:  auf,  und  setzt 

A'  =  (C2  —  fi)xl  —  ZCDx  —  ABtf  +  D2 

so  wird  sie 

Bz  =  D  —  Cx  —  h 

da  das  -»-Zeichen  vor  A  hier  nicht  in  Betracht  kommt.  Bezeichnet  man 
nun  zur  Abkürzung  die  Diflcrcntialquolienten  von  h  nach  x  durch  oben, 
und  die  nach  y  durch  unten  angehängte  Striche,  so  giebl  diese  Glei- 
chung sogleich 

Bp  mm  —  C  —  K  \     Bq  =  —  ht 
Br=  -  h"  ;    Bs  =  -  A,'  ;    Bt  =  -  h 

"(:)  =  -'<"';  *(£)  =  -*: 

etc. 

»(£)  —  *. 
Vi  »($)—*» 

etc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann  Die  obige  Gleichung  für  h1  giebt 
ausserdem  durch  fortgesetzte  Differentiationen 

hU  =  {(?  —  B)  x  —  CD 

hh"  -f-  (hy  mm  O  —  ß 

AA '  -l-  3  A'A"  =  ü 

AA"  H-  4  A' A"  -f-  3  (*7  =  0 

AAV  +  5  A'A"  -|-  \  0  A'A"'  =  0 

hiTmT^ÄBy 

hh;  +  A'A  =  o 

AA/  -f-  2  A'A'(  -+-  // "A  =  0 

aa;-+  3  a'a;  -+-  3A"a;  -f-  ata  =  o 

a//,v    4  a'a';  -h  o  a;a;  +  4  a*'*a;  -+-  a»a,  =  0 
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AA 

11 

hh' 

11 

hh" 
hh 


(kf  =  -  Ali 
AA  +  2  k'kt  =  0 
2  h  h  •  +  2  h  A  -h  A"A 


1; 


H 

•I  » 


3  hh 


1  1 

"1  • 


0  h  A  +  3  h"k  +2h "'h  +  h"'h  =  0 


'Vi. 


AA  (  -+-  3  hh  =  0 

/,/,'''  '  +  3  ' 


3  h'thm  =  0 
3AA"  +  GA'A' 


(  w 


a/#7i  =0 


AA 


11 


4  AA   ■+■  3  (A)2=  0 

1    in  \  nl 


kh'„  +  A'A,V  -+■  4  A A'„  •+•  4  A/Ä  „  h-  6  A',A  =  0 

AA,  ■+-  5  AA„  +  10  A  A  =0 

Die  Substitution  von  .t=0  und  y  =  0,  sowohl  in  die  Gleichung  für  h\ 
wie  in  die  vorstehenden  Differentiale  derselben  giebl  ohne  Mühe 

h   =  D 

;    A    =  0 


A'  =  -  C 

k"  =  -  — 

»«<  0  BC 

h   =  —    d  -/Jr 


A"=-  18^;   A/"  = 


D* 
HC* 


äv  =  -  00 


A" 

*; 

A'v 


0 
0 
0 
0 


K  = 

A'  = 

« 

*\  = 
A"  = 


AH 
D 
AHC 

li* 


-  2 


„  AH'C  AB& 
!)  ■  />t  (>  tf- 


h    =  0 


A*H* 


h\u  =  0  ;    hn  =  -  3 


IC 


0;    A'1V=  -9  Av=  0 


und  setzt  man  diese  in  die  obigen  Ausdrücke  für  ;j,  7,  r,  s,  t  nebst 
deren  Differentialen,  so  gehen  daraus  dieselben  Werlhc  von  ;»„,  9«,  r„, 
*o,  /„  nebst  den  da/u  gehörigen  Differentialen  hervor,  die  im  Art.  133 


auf  ganz  andere  Art  erhallen  worden  sind. 


Geschichtliche  Bemerkung. 

In  der  allgemeinen  kurzen  Einleitung  S.  3  habe  ich  unter  andern 
gesagt,  dass  die  Aufgabe  des  zweitun  Abschnittes  meines  Wissens  nach, 
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wenigstens  in  der  neuern  Zeil,  in  Deutschland  nichl  behandelt  worden 
ist,  und  wie  dieser  Satz  gedruckt  wurde,  kannte  ich  auch  keine  deutsche 
Bearbeitung  derselben.  Erst  ganz  kürzlich  habe  ich  in  Erfahrung  ge- 
bracht, dass  Herr  General -Lieutenant  Baeyer,  dem  die  Geodäsie  so 
viel  verdankt,  diese  Aufgabe  in  der  neuesten  Zeit  für  kurze  geodätische 
Linien  bearbeitet  hat,  welches  ich  nichl  unterlassen  will  hier  anzu- 
führen. 


Druckfehler. 

Seile  80  Zeile  13  v.  u.  lies  q'„  statt  g\ 
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Zu  den,  auf  der  ersten  allgemeinen  Conferenz  der  Bevollmäch- 
tigten zur  mitteleuropaischen  Gradmessung,  aufgestellten,  wünschens- 
vvcrthen  astronomischen  Bestimmungen  gehört  auch  die  telegraphisch  aus- 
zuführende Bestimmung  der  Langendifferenz  zwischen  den  Sternwarten 
zu  Gotha,  Leipzig  und  Göttingen.  Die  Langendifferenz  zwischen  Gotha  und 
Leipzig  ist  im  April  des  vorigen  Jahres  bestimmt  worden ,  und  es  soll 
in  dieser  Abhandlung  davon  ausführlicher  Bericht  erstattet  werden. 

Bevor  wir  aber  auf  diese  Materie  eingehen,  ist  es  unsere  Pflicht 
den  hohen  Staatsregierungen ,  nämlich  der  Königlich  Sachsischen  und 
der  Herzoglich  Sacbsen-Coburg-Gothaischen  Staatsregierung,  die  bereit- 
willigst die  dazu  erforderlichen  Mittel  gewahrten,  für  diesen  der  Wissen- 
schaft geleisteten  erheblichen  Dienst  unseren  ehrfurchtvollsten  Dank 
darzubringen.  Insgleichen  fühlen  wir  uns  zu  tiefen  Gesinnungen  des 
Dankes  gegen  die  verehrlichen  Königlich  Preussischen  und  Königlich 
Sachsischen  Directionen  der  Telegraphenanstalten  verpflichtet,  die  im 
Laufe  des  ganzen  Monats  April  des  vorigen  Jahres  von  9  Uhr  Abends 
bis  gegen  Morgen  einen  Leitungsdrath  zu  diesem  Zweck  zu  unserer  Ver- 
fügung stellten,  und  uns  somit  in  den  Stand  setzten,  bei  dieser  Längen- 
bestimmung verschiedene  Verfahrungsarlen  in  Anwendung  bringen  zu 
können. 

Unter  diesen  halte  ich  die  sogenannte  Registrirungsmethode ,  die 
ich  schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  mehreren  astronomischen  Freun- 
den empfohlen  habe,  für  die  vorzüglichste ,  da  sie  von  der  geringsten 
Anzahl  von  Fehlerquellen  begleitet  ist.  Zufolge  dieses  Verfahrens  wird 
jeder  beobachtete  Fadenantritt  unmittelbar  auf  dem  Registrirapparat  einer 
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jeden  der  beiden  Sternwarten  niedergelegt,  und  jeder  Papierstreifen 
enthalt  daher  alle  für  die  Langenbeslimmung  beobachteten  Fadenantritle 
nebst  den  Secundenzeichen  der  bezuglichen  Uhr.  In  der  Ausführung 
dieses  Verfahrens  tritt  nun  freilich  der  Umstand  ein,  dass  dazu  die  Be- 
nutzung des  Leitungsdratlis  auf  längere  Zeit,  wie  bei  den  sonst  möglichen 
Verfahrungsaiten,  erforderlich  ist,  und  es  wohl  möglich  werden  kann, 
dass  auf  sehr  frequentirten  Telegraphenlinien  kein  Drath  auf  so  lange 
Zeit  zur  Verfügung  gestellt  werden  kann ,  und  man  aus  diesem  Grunde 
ein  anderes  Verfahren  wählen  muss.  In  unserem  Falle  war  die  uns  be- 
willigte Benutzungszeit  mehr  wie  ausreichend  um  nicht  nur  die  Regi- 
strirungsmethodc,  sondern  ausserdem  auch  die  Coincidenzmethode  in 
Anwendung  bringen  zu  können ,  und  es  wurde  daher  vom  Herrn  Prof. 
Brunns  und  mir  beschlossen  diese  beiden  Verfahrungsarten  in  Anwen- 
dung zu  hringen.  Die  Coincidenzmethode  wurde  ursprünglich  für  Aug- 
und  Ohr-Beobachtungen  bestimmt,  und  zu  diesem  Zweck  die  Durchgänge 
einer  Anzahl  von  Sternen  ausser  jenen  für  die  Regist rirmethode  bestimm- 
ten, durch  Auge  und  Ohr  beobachtet.  Im  Laufe  der  Beobachtungen 
wurden  jedoch  auch  Coincidenzen  durch  die  Registrirapparatc  beob- 
achtet. 

Der  für  die  Beobachtungen  auf  mein  Ersuchen  vom  Prof.  Bruhns 
entworfene  Plan  besieht  im  Folgenden : 

Erste  Zeilbestimmung  (Auge  und  Ohr). 

Nivelliren. 

1  31  Ursae  maj., 

2  n  Leonis, 

3  tj  Leonis, 

4  34  Leonis, 

5  k  Ursae  maj., 
Polstern  '  32  H.  Draconis. 

Umlegen. 
Polstern  32  H.  Draconis, 

6  /  Leonis, 

7  w  Ursae  maj., 

8  47  Ursae  maj., 

9  x  Leonis. 

Nivelliren. 
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Telegraphische  Arbeilen. 

Leipzig  ruft  Gotha  —  •  —  •  —  — 

Gotha  antwortet  •   •   •   —  •  (verstanden). 

Leipzig  schaltet  10  Minuten  hindurch  seine  Coincidenzuhr  ein 
und  die  Beobachter  notiren  die  mit  dem  Ohr  beobachteten  Coinciden- 
zen.  Der  Registrirapparal  ist  ausgeschaltet  und  die  Relaisschläge  werden 
verglichen. 

Gotha  schaltet  10  Minuten  hindurch  seine  Coincidenzuhr  ein,  und 
die  Coincidenzen  werden  auf  dieselbe  Art  beobachtet. 
Leipzig  antwortet  •   •    •  —  • 

Hierauf  werden  die  Durchgange  von  10  Sternen  gleichzeitig  auf 
dem  Leipziger  und  auf  dem  Gothaischen  Registrirapparal  verzeichnet, 
indem  beide  Apparate  mit  den  in  die  Leitung  eingeschalteten  Relais  ver- 
bunden werden.  Da  der  Langenunterschied  zwischen  Leipzig  und  Gotha 
beiläufig  6Vu  Zeitminuten  betragt,  so  kann  zuerst  Leipzig  zwei  Sterne, 
und  dann  Gotha  dieselben  registriren  u.s.  w.  Wahrend  Leipzig  registrirt, 
nivellirt  der  Beobachter  in  Gotha,  und  legt  nach  dem  vierten  Sterne  um. 
Leipzig  thut  ein  Gleiches  wenn  Gotha  registrirt. 


Die  Registrirsterne  sind : 

10 

v  Virginis. 

11 

ß  Leonis. 

Ni  velliren. 

12 

67  Ursae  maj. 

13 

o  Virginis. 

U 

m  legen. 

14 

2  Canum  ven. 

15 

fj  Virginis. 

Nivelliren. 

16 

Virgin.  191. 

17 

ß  Canum  ven. 

18 

32  Virginis. 

19 

1 1  Canum  ven. 

Da  einige  Abende  diese  Registrirsterne  schon  durchgegangen  waren, 
so  wurden  die  folgenden  acht  genommen. 
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Registrirsterne  II.  Heihe. 


20 
21 


9  H.  Boolis. 
x  Virginis. 


Nivellireai. 

22  j  <jp  Virginis. 

23  jB.A.C.  4805. 

Umlegen. 

24  B.A.C.  4863. 


25 


109  Virginis. 


Nivelliren. 

26 
27 


1  Serpcntis. 
40  Bootis. 


Nach  der  ersten  Reihe  der  Registrirsterne  wurde  «  Ursae  min.  in 
der  unteren  Culmination  mit  Auge  und  Ohr  beobachtet,  um  dadurch  das 
Azimuth  des  Instruments  sicherer  bestimmen  zu  können.  In  der  letzten 
Zeit  wurden  auch  noch  die  Coincidenzuhren,  erst  die  Leipziger  und  dann 
die  Gothaer,  eingeschaltet  und  durch  die  Registrirapparate  gleichzeitig 
die  Secundenschlttge  der  Normal-  und  der  Coincidenzuhren  auf  den 
Papierstreifen  verzeichuet.  Die  Coincidenzen  zwischen  den  Secunden- 
punkten  der  beiden  Uhren  lassen  sich  sehr  scharf  ablesen ,  und  diese 
Coincidenzen  wollen  wir,  zum  Unterschiede  von  den  gehörten,  die 
registrirten  Coincidenzen  nennen. 

Zur  zweiten  Zeitbestimmung  für  Auge  und  Ohr  wurden  noch  fol- 
gende Sterne  an  einigen  Abenden  beobachtet. 

Nivelliren. 

26  1  Serpentis. 

27  40  Bootis. 

28  44  Bootis. 

29  B.A.C.  4993. 

30  I     3  Serpentis. 
Polstern  I  323  B.  Cephei. 
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Polstern 


Umlegen. 
323  B.  Cephei. 


31 
32 
33 
34 


a  Serpentis. 
fi  Serpentis. 
X  Herculis. 
4  Herculis. 
Nivelliren. 


Die  Instrumente ,  welche  in  Gotha  angewandt  wurden ,  sind  der 
Meridiankreis  von  Ertel,  dessen  Fraunhofersches  Objecliv  34  par.  Linien 
Oeffnung  und  42  Zolle  Brennweile  hat.  Um  die  zum  Umlegen  desselben 
erforderliche  Zeit  möglichst  abzukürzen  waren  vorher,  mit  Ausnahme 
des  Kreises,  alle  zur  Beobachtung  der  Zenilhdistanzen  gehörigen  Theile 
von  demselben  abgenommen  worden.  Ferner  die  Pendeluhr  von  Tiede 
mit  Quecksilberpendel,  ein  Registrirapparat  von  Siemens  und  Halske, 
welcher  durch  einen  Windfang  regulirt  wird,  und  deshalb  dieSecunden- 
lönge  auf  dem  Papierstreifen  in  verschiedenen  Temperaturen  etwas  ver- 
schieden angiebt,  welches  aber  auf  die  Beobachtungen  keinen  nachthei- 
ligen Einfluss  äussern  kann ,  da  sonst  in  den  Secundenlängen  Gleich- 
förmigkeit besteht  ,#)  und  strenge  genommen  nur  von  Secunde  zu  Secunde 
Gleichförmigkeit  der  Bewegung  erforderlich  ist.  Zur  Coincidenzuhr 
wurde  eine  alte  Klindworthsche  Uhr  ausersehen,  und  da  die  erforder- 
liche Verkürzung  des  Pendels  derselben  durch  die  Schraube  unter  der 
Linse  nicht  bewirkt  werden  konnte,  so  wurde  ohngeföhr  in  der  Milte  des 
Pendels  eine  zweite  Linse  von  Blei  befestigt ,  deren  Gewicht  ich  vorher 
berechnet  hatte,  und  wodurch  die  erforderliche,  weiter  unten  angegebene 
Beschleunigung  des  Ganges  der  Uhr  hervorgebracht  wurde. 

Die  Linienbatterie  bestand  aus  dreissig  Bunsenschen  Elementen, 
von  der  Art  wie  sie  auf  den  K.  Preuss.  Telegraphenstationen  eingeführt 
sind,  und  die  von  der  hiesigen  Station  dargeliehen  worden  waren.  Das 
Relais  war  von  Prof.  Bruhns  dargeliehen  worden ,  und  genau  eben  so 
construirt  wie  das  in  Leipzig  angewandte.  Der  mit  der  Normaluhr  ver- 
bundene Contactapparat  ist  von  neuer,  eigentümlicher  Construction, 
und  wird  weiter  unten  ausführlich  beschrieben  werden. 


*)  Während  der  LSngenbestimmung  traten  jedoch  zuweilen  Unregelmässigkeiten 
ein ,  die  eine  kurze  Zeitdauer  hatten ,  und  deren  Erklärung  wir  bis  jetzt  noch  nicht 
aufgefunden  haben. 
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In  Leipzig  wurde  zu  den  Beobachtungen  das  dortige  Liebherr' sehe 
Passageninslrument ,  dessen  Objectiv  eine  Oeflnung  von  29  par.  Linien 
und  eine  Brennweite  von  30  Zollen  hat.  verwendet.  Die  Normaluhr  war 
die  von  Tirde  mit  Boslpendel,  und  einem  Krille'schen  Contactapparat 
versehen.  Der  Registrirapparat  war  von  Ausfeld,  dessen  Bewegung  durch 
ein  sogenanntes  Centrifugalpendel  regulirt  wird.  Die  Coincidenzuhr  war 
die  von  Naumann ,  deren  Pendel  hinreichend  verkürzt  werden  konnte, 
um  die  erforderliche  Beschleunigung  des  Ganges  hervorzubringen.  Die 
Linienbatterie  bestand  aus  40  Meidingerschen  Elementen.  Das  Relais, 
ein  Dosenrelais  von  Siemens  und  Halske  in  Berlin,  war,  wie  schon  oben 
erwähnt,  dem  in  Gotha  angewandten  völlig  gleich. 

Von  April  4  bis  1 1  beobachteten 

in  Gotha  Herr  Dr.  Auwers, 
in  Leipzig  Herr  Prof.  Bruhns, 

von  April  13  bis  23 

in  Gotha  Prof.  Bruhns, 
in  Leipzig  Dr.  Auwers, 

am  April  24 

wieder  in  Gotha  Dr.  Auwers 
und  in  Leipzig  Prof.  Bruhns. 

Mit  dem  Wechsel  der  Beobachter  wurden  auch  die  Relais  und  die 
Signaldrücker  gewechselt.  Man  findet  leicht,  dass  bei  dem  angewandten 
Verfahren  eine  Umwechselung  der  Registrirapparate  überflüssig  ist,  wo- 
gegen aber  eine  Umwechselung  der  Mcridianinslrumente  und  der  Uhren 
vorzüglich  wegen  der  Aug-  und  Ohr -Beobachtungen  wünschenswert!) 
gewesen  wäre,  im  gegenwärtigen  Falle  aber  nicht  ausgeführt  werden 
konnte.  Die  Erfahrung  hat  nämlich  gezeigt,  dass  die  persönliche  Glei- 
chung zwischen  zwei  Beobachtern  bei  Aug-  und  Ohr- Beobachtungen 
verschieden  ausfallen  kann  ,  je  nachdem  andere  Instrumente  angewandt 
wurden,  und  die  Beobachter  an  diese  mehr  oder  weniger  gewöhnt  sind. 
Man  wird  weiter  unten  aus  der  Abhandlung  der  Herren  Auwers  und 
Bruhns  ersehen,  welche  Mittel  angewandt  worden  sind,  um  diesen  Um- 
stand möglichst  unschädlich  zu  machen. 

Die  in  Rede  stehende  Längenbeslimmung  wurde  von  der  Witterung 
sehr  begünstigt,  indem  während  des  Verlaufes  derselben  der  Himmel 
ungewöhnlich  h.lofig  wolkenfrei  war.  In  Gotha  trat  jedoch  ein  Umstand 
ein.  dei  unerwartet  kam.  weil  er  vorher  und  nachher  sich  nie  gezeigt 
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hat.  Die  Pfeiler  des  Meridiankreises  waren  vorzüglich  in  verticaler  Rich- 
tung fast  fortwahrend  in  demselben  Sinne  veränderlich.  Die  Erklärung 
dieses  Umstandes  ist  in  den  damals  stattfindenden  Wilterungsverhäll- 
nissen  zu  suchen.  Im  Laufe  des  Februars  und  des  März  des  vorigen 
Jahres  hatten  wir  fortwährend  bedeutende  Kälte,  die  bis  Ende  des  zu- 
letzt genannten  Monats  ununterbrochen  dauerte,  und  dann  Anfangs  April 
einer  flir  das  hiesige  Klima  in  diesem  Monate  ungewöhnlichen  Wärme 
wich.  Das  Fundament  der  Instrumente  des  Meridianzimmers  derGothaer 
Sternwarte  besteht  aus  einem  aus  Quadersteinen  (Sandstein)  vom  Stand- 
boden, unter  dem  Terrain  der  Umgebung,  an  aufgeführten  Mauerwerk, 
welches  bis  einige  Zolle  unter  den  Tragbalken  des  Fussbodens  hinauf 
reicht.  In  der  Aussenmauer  der  Sternwarte,  die  diesen  Raum  umgiebt, 
befindet  sich  je  nach  Norden,  Osten  und  Süden  ein  schmales  Fensler, 
welche  drei  Fenster  in  den  ersten  Jahren  nach  der  Erbauung  der  Stern- 
warte so  oft  wie  möglich  geöffnet  wurden  um  der  Feuchtigkeit  Ausgang 
zu  verschaffen,  seil  mehreren  Jahren  aber  mit  Ausnahme  des  nördlichen, 
welches  statt  der  Glasscheiben  mit  Drathgittern  versehen  ist,  verschlos- 
sen gehalten  werden. 

Dass  die  plötzlich  eingetretene  Wärme  im  Monat  April  eine  Aus- 
dehnung des  Fundaments  bewirken  musste,  ist  klar,  aber  sie  wäre  wahr- 
scheinlich so  gleichförmig  gewesen ,  dass  sie  keine  Wirkung  geäussert 
hätte,  wenn  nicht  ein  zweiler  nachtheiliger  Umstand  eingetreten  wäre. 
Das  südliche  Fenster  war,  ohne  dass  mir  die  Ursache  davon  bekannt  ist 
und  ohne  dass  es  sogleich  bemerkt  wurde,  eingestürzt  und  Hess  einen 
grossen  Theil  der  Tageszeit  hindurch  den  Sonnenstrahlen  Freiheit  einen 
Theil  der  Südseite  des  Fundaments  ungehindert  zu  bescheinen.  Dadurch 
und  durch  die  geringe  Wärmeleitungsfähigkeit  des  Gesteins  ist  bewirkt 
worden,  dass  der  mittlere  Theil  des  Fundaments,  von  Osten  nach  Westen 
gerechnet,  sich  mehr  ausgedehnt  hat  wie  die  übrigen  Theile  desselben. 
Da  nun  der  Meridiankreis  westlich  von  der  Mitte  des  Meridianzimmers 
aufgestellt  ist,  so  musste  eine  Erhebung  des  östlichen  Pfeilers  desselben 
die  Folge  davon  sein,  und  eine  solche  allmähliche  Erhebung  zeigen  die 
Nivellirungen.  In  Folge  der  häufigen ,  im  oben  angeführten  Plan  vorge- 
schriebenen, Nivellirungen,  und  der  sorgfältigen  Discussion,  die  Herr 
Dr.  Auwers  denselben  hat  angedeihen  lassen,  kann  dieser  Umstand 
keinen  nachtheiligen  Eindose  auf  das  Resultat  ausgeübt  haben. 

Diese  Erscheinung  steht  auf  dieser  Sternwarte  einzig  da,  aber  frei- 
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lieh  kenne  ich  auch  keinen  zweiten  so  plötzlichen  und  grossen  Temperatur- 
wechsel wie  den  eben  angeführten.  Im  Gegentheil  ist  die  Horizontalitat 
der  Achse  des  hiesigen  Meridiankreises  sehr  beständig,  und  die  bemerk- 
ten Azimuthaiänderungen  sind  eher  grösser,  so  hat  z.  B.  die  Neigung 
dieser  Achse  sich  vom  vorigen  Auguslmonat  bis  jetzt  (Mitte  des  Februars) 
nicht  um  einen  ganzen  Niveautheil  im  Mittel  geändert.  Ich  sage  im  Mittel, 
weil  eine  kleine  tägliche  Periode  zwar  in  der  Aufstellung  vorhanden  zu 
sein  scheint,  allein  aus  den  Erfahrungen,  die  man  auch  auf  andern  Stern- 
warten hierüber  gemacht  hat ,  scheint  eine  solche  Periode  allenthalben 
stattzufinden. 


Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  des  neuen  Contactapparates, 
dessen  ich  oben  erwähnt  habe.  Während  die  beiden  Registrirapparate, 
die  die  hiesige  Sternwarte  besitzt,  nämlich  der  oben  erwähnte  von 
Siemens  und  Halske  im  Meridianzimmer,  und  ein  zweiter  von  Ausfeld 
mit  Centrifugalpendel  im  Thurme  bei  dem  Repsold'schen  Aequatoreal 
die  gewünschten  Dienste  leisteten ,  und  noch  fortwährend  leisten,  war 
dieses  bei  den  angewandten  Contactvorrichlungen  in  den  Uhren  nicht 
der  Fall.  Ich  habe  die  verschiedensten  Einrichtungen  dieser  Art  ange- 
wandt, bin  aber  nie  befriedigt  worden  ;  die  Uebelstände ,  von  welchen 
ich  mich  gern  unabhängig  machen  wollte ,  bestanden  hauptsächlich  da- 
rin, dass  die  Apparale  eine  häufige  Reinigung  verlangten ,  bei  welcher 
oftmals  die  Uhr  angehalten  werden  mussle,  dass  sie  auf  den  Gang  der 
Uhr  Einfluss  übten ,  oder  derselben  einen  wesentlichen  Theil  der  Kraft 
raubten.  Von  dem  letzten  Uebelstände  ist  freilich  der  sinnreiche 
Krille'schc  Contactapparat ,  den  ich  auch  versucht  habe,  frei,  aber  die 
Bedingungen,  an  die  dieser  Apparat  gebunden  ist,  sind  in  so  enge  Gren- 
zen eingeschlossen,  dass  sie  leicht  im  Laufe  der  Zeit  dieselben  über- 
schreiten und  mangelhafte  Wirkung ,  oder  gar  das  Slillestehen  der  Uhr 
im  Gefolge  haben.  Von  mehreren  Astronomen,  die  diesen  Contactappa- 
rat auf  ihren  Sternsvarteu  eingeführt  haben,  habe  ich  die  Miltheilung  er- 
halten, dass  es  ihnen  sehr  viele  Mühe  und  Zeit  gekostet  hat,  um  demsel- 
ben eine  gewünschte,  und  langer  andauernde  Wirksamkeit  zu  ertheilen. 

Durch  diese  Erfahrungen  und  Mittheilungen  veranlasst,  kam  ich 
endlich  auf  den  Gedanken  die  Arbeit  des  Schliessens  und  Oeffnens  der 
galvanischen  Kette  der  Uhr  gänzlich  abzunehmen ,  und  einem  besonde- 
ren Räderwerke  zuzutheilen ,  welches  seine  eigene  Triebkraft  (Gewicht) 
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besitzt,  und  nur  von  der  Uhr  ausgelöst  zu  werden  braucht.  Das  Aus- 
lösen dieses  Werkes  kann ,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird ,  so  ein- 
gerichtet werden,  dass  es  der  Uhr  nicht  die  mindeste  Kraft  raubt,  ja 
man  könnte  es  sogar  so  einrichten,  dass  es  mit  dazu  beitrüge  dem  Pen- 
del, gleichwie  das  Uhrwerk  selbst,  die  bei  jeder  Oscillation  verlorene 
Kraft  zu  ergänzen. 

Dieser  Contactapparat  beßndet  sich  nun  schon  länger  wie  1 V2  Jahre 
in  der  hiesigen  Tiede'schen  Normaluhr,  hat  von  Anfang  an  bis  jetzt  die 
vollkommensten  Dienste  geleistet,  und  wird  sie  lange  noch  ohne  einer 
Nachhülfe  zu  bedürfen  leisten  können.  Er  hat  in  dem  genannten  Zeit- 
raum nur  ein  einziges  Mal  einer  Reinigung  bedurft,  und  dieses  trat,  wie 
man  weiter  unten  sehen  wird,  wahrend  der  Lungenbestimmung  ein. 
Die  Reinigung  ist,  wenn  sie  erforderlich  wird ,  sehr  leicht  zu  bewerk- 
stelligen, man  braucht  nur  einen  Streifen  Schmirgelpapier,  ein  Mal  die 
Schmirgelseite  nach  unten  und  ein  Mal  dieselbe  nach  oben  gewendet, 
zwischen  den  beiden  Iridiumplättchen ,  welche  den  Contact  bilden, 
durchzuziehen ,  während  man  mit  dem  Zeigefinger  der  anderen  Hand 
leise  auf  den  Arm  drückt,  an  welchem  das  obere  Iridiumplättchen  an- 
gelöthet  ist.  Seit  jener  Zeit  bis  jetzt  ist  keine  zweite  Reinigung  erfor- 
derlich gewesen. 

Auf  der  anliegenden  Figurentafel  sind  die  Theile,  aus  welchen  die- 
ser Contactapparat  besteht,  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 

Fig.  \  zeigt  die  hintere  Platte  aa..  des  Contactwerks  von  vorne 
gesehen.  Diese  Platte  liegt  in  Einer  Ebene  mit  der  hinteren  Platte  des 
Uhrwerks,  und  befindet  sich  oberhalb  dieser,  der  bogenförmige  Aus- 
schnitt ist  deshalb  angebracht,  weil  die  obere  Kante  der  Uhrplatte  diese 
Form  hat.  Sie  ist  vermittelst  zweier  Barren  und  vier  Schrauben  an  der 
('In  platte  befestigt,  die  aber  in  der  Zeichnung  nicht  mit  aufgenommen 
worden  sind,  da  sie  jeder  leicht  ergänzen  kann.  Beide  Werke  sind  auf 
diese  Art  fest  mit  einander  verbunden.  A  ist  das  erste,  oder  das  Walz- 
rad, mit  120  Zähnen,  A'  die  Walze,  die  die  Schnur  (Darmsaite)  auf- 
nimmt, wovon  *  ein  Stück  bezeichnet.  Mit  dieser  Schnur  ist  durch  das 
Zwischenmittel  einer  Rolle  auf  gewöhnliche  Art  das  Gewicht  verbun- 
den. Das  Walzrad  trägt  noch  das  Gesperr  und  die  Hülfsfeder  nebst  der 
Stellung,  die  in  der  Zeichnung  nicht  aufgenommen  worden  sind ,  da  sie 
auf  bekannte  Art  eingerichtet  weiden  können.  Das  Walzrad  A  greift  in 
das  Gelriebe  b  von  10  Zähnen,  das  an  diesem  befestigte  Rad  B  von 
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100  Zähnen  in  das  Getriebe  c  von  10  Zahnen,  das  an  diesem  befestigte 
Rad  C  von  90  Zähnen  in  das  Getriebe  d  von  1 0  Zahnen ,  und  endlich 
das  an  diesem  befestigte  Rad  D  von  80  Zahnen  in  das  Getriebe  e  von 
10  Zahnen.  In  Folge  dessen  macht  das  Getriebe  e  8640  Umlaufe,  wah- 
rend das  Walzrad  A  Einen  Umlauf  vollbringt ,  und  da ,  wie  man  weiter 
unten  sehen  wird,  das  Getriebe  e  in  vier  Zeitsecunden  Einen  Umlauf 
macht,  so  wird  das  Walzrad  A  in  9h  36m  Einen  Umlauf,  und  im  Zeit- 
raum einer  Woche  17'A  Umlaufe  machen.  Die  Walze  A'  ist  indess  mit 
23  Gängen  versehen,  damit  das  Contactwerk,  gleichwie  die  Uhr,  ohn- 
gefähr  9  Tage  in  Einem  Aufzuge  gehen  könne.  An  der  Welle  des  Ge- 
triebes e,  am  hinteren  Ende  derselben,  befindet  sich,  ged  ränge  aufge- 
steckt, der  kleine  Cylinder  e  Fig.  4  mit  4  Zahnen,  und  zwischen  diesem 
und  dem  Getriebe  selbst  der  Windfang  f  f,  Fig.  1 ,  welcher  wie  in  den 
Schlagwerken  durch  eine  Feder  angedruckt  wird.  Innerhalb  der  beiden 
Platten  des  Contactwerks,  und  zwar  nahe  an  der  hinteren  Platte,  befin- 
det sich  ausserdem  der  Arm  g  g,  welcher  mit  der  um  zwei  sehr  dünne 
Zapfen  drehbaren  Frictionsrolle  h  und  der  Lamelle  t  versehen  ist.  Der 
Arm  g  g  sitzt  auf  einer  Welle,  deren  zwei  Zapfen,  gleichwie  die  der  Ge- 
triebe ihre  Löcher  in  den  beiden  Platten  des  Contactwerks  haben ,  und 
ist  in  geringer  Ausdehnung  um  diese  drehbar.  Die  Fig.  4  zeigt ,  dass 
die  Frictionsrolle  h  mit  den  vier  Zähnen  des  Cylinders  e  in  Berührung 
kommt,  der  Arm  gg  wird  also  während  Eines  Umlaufes  des  Getriebes 
und  des  Cylinders  e  vier  Mal  ein  wenig  gehoben,  und  wird  sich,  wenn 
der  Cylinder  e  eine  andere  Stellung  einnimmt,  wie  die  in  der  Fig.  4  ge- 
zeichnete, durch  seine  Schwere  ein  wenig  senken.  Wie  durch  dieses 
Heben  und  Senken  des  Arms  g  g  die  galvanische  Kette  geöffnet  und  ge- 
schlossen wird,  zeigt  die  Fig.  5,  die  die  betreffenden  Theile  des  Con- 
tactwerks darstellt.  Sie  giebt  die  Ansicht  dieser  Theile,  so  wie  sie  sich 
dem  Auge  darbieten,  wenn  man  sich  rechter  Hand  an  der  Uhr  hinstellt- 
aa  ist  also  die  hinlere,  da  die  vordere  Platte  des  Contactwerks,  p  p  sind 
die  beiden  Pfeiler,  die  in  der  Fig.  1  eben  so  bezeichnet  sind,  g  ist  der 
Arm  g  g  vom  rechten  Ende  desselben  gesehen ,  i  die  daran  befestigt6 
Lamelle,  an  deren  äusserem  Ende  unten  ein  Plättchen  Iridium  angelö- 
thet  ist.  An  der  Platte  aa  ist  der  isolirte  Messingwürfel  k  angeschraubt, 
dessen  Isolirung  durch  die  beiden  Elfenbeinplatten  //,  nebst  einem 
durch  die  Platte  gehenden  Elfenbeinrohr,  welches  in  der  Zeichnung 
nicht  mit  aufgenommen  werden  konnte,  bewirkt  ist.  Durch  den  Würfel 
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k  geht  die  Schraube  m ,  an  deren  oberem  Ende  auch  ein  Plattchen  Iri- 
dium angelöthet  ist.  Diese  Schraube  ist  so  gestellt,  dass  zwischen  den 
beiden  Iridiumplällchen  ein  kleiner  Zwischenraum  statt  findet,  wenn 
der  Cylinder  e  die  Stellung  hat,  die  die  Fig.  4  zeigt,  in  Folge  dessen 
der  Arm  gg  sich  auf  seinem  höchsten  Punkt  befindet.  Wenn  wahrend 
der  Bewegung  die  Zahne  des  Cylinders  e  eine  andere  Stellung  einneh- 
men, und  in  Folge  dessen  der  Arm  gg  sich  senkt,  dann  treten  die  bei- 
den Iridiumplällchen  mit  einander  in  Berührung,  die  so  lange  dauert, 
bis  der  nächste  Zahn  des  Cylinders  e  die  Stellung  der  Fig.  4  hat.  Wäh- 
rend jedes  Umlaufes  des  Getriebes  e  der  Fig.  \  werden  also  in  vier 
Zeiträumen  die %  beiden  Iridiumplättchen  in  Berührung,  und  während 
den  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sein.  Befestigt  man  daher 
vermittelst  der  Schraube  n  den  einen  Leitungsdraht  einer  galvanischen 
Batterie  an  den  Würfel  fc,  und  den  anderen  an  irgend  einem  anderen 
Theil  der  Uhr,  so  wird  wahrend  Eines  Umlaufes  des  Getriebes  e  der 
galvanische  Strom  vier  Mal  geschlossen,  und  vier  Mal  geöffnet  werden, 
ist  in  die  galvanische  Kette  ein  Registrirapparat  eingeschaltet,  so  wird 
der  Uhrmagnet  desselben  in  diesem  Zeiträume  vier  Zeichen  geben. 

Die  Figur  2  stellt  das  Contactwerk  von  oben  gesehen  dar,  und 
wird  in  Folge  des  Vorhergehenden,  und  weil  dieselben  Buchslaben  an- 
gewandt worden  sind,  schon  fast  vollständig  verstanden  werden.  Vor 
Allem  bemerke  ich,  dass  in  Fig.  I  die  Grösse  der  Räder  zwar  so  genau 
wie  möglich,  aber  sowohl  dort  wie  in  Fig.  2  die  Grösse  der  Getriebe 
nur  annähernd  angegeben  ist,  deren  Grössen  daher  bei  der  Anfertigung 
eines  solchen  Apparats  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmt  werden  müs- 
sen. Auch  habe  ich  in  Fig.  2  der  leichteren  Zeichnung  wegen  die  Wel- 
len der  Getriebe  blos  durch  einfache  Linien  angegeben.  Hinzuzufügen 
ist  noch,  dass  an  A"  sich  der  Aufziehzapfen  befindet,  der  in  der  linken, 
oberen  Ecke  des  Zifferblatts  der  Uhr  zum  Vorschein  kommt,  so  wie 
dass  F,  G,  H  Stege,  und  q  q  eiu  Arm  sind,  die  in  der  Fig.  3  sich  wie- 
derholen. 

Es  ist  nun  die  Verbindung  des  Conlactwerks  mit  dem  Uhrwerk  zu 
erklären,  und  hiezu  dient  die  Fig.  3.  Sie  stellt  die  vordere  Platte  des 
Contactwerks  und  einen  Theil  der  Platten  des  Uhrwerks  dar.  da...  ist 
jene  Platte,  und  unter  K  muss  man  den  vertiealen  Durchschnitt  des 
Uhrwerks  in  der  Ebene  von  da...  verstehen.  Die  Stege  F  und  G,  die 
die  vorderen  Zapfen  der  Getriebe  b,  c,  d  aufnehmen,  liegen  flach  auf, 
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aber  die  Brücke  H,  die  den  vorderen  Zapfen  des  Getriebes  r  aufnimmt, 
ist  mit  einem  Knie  versehen,  um  Platz  für  den  Arm  qq  zu  gewinnen, 
wie  aus  der  Fig.  2  zu  ersehen  ist,  wo  aber ,  um  Undeutlichkeit  zu  ver- 
meiden, von  der  Brücke  H  nur  der  untere  Theil  (gleichsam  ein  Durch- 
schnitt) angegeben  werden  konnte. 

In  der  Verticalebene  des  Arms  qq  befindet  sich  der  Anker  rruvw, 
welcher  an  der  Welle  des  Grahamschen  Ankers  der  Uhr ,  und  zwar  in- 
nerhalb der  beiden  Uhrplatten  befestigt  ist.  Die  beiden  Paletten  rr  dieses 
Ankers  sind  aus  glashartem  Stahl  verfertigt,  und  bilden  kreiscylindrische 
Flüchen  aus  dem  Mittelpunkt  l,  oder  dem  Drehungspunkt  der  Anker- 
welle. In  so  fern  gleicht  dieser  Anker  dem  Grahamschen,  er  unterschei- 
det sich  aber  von  diesem  dadurch,  dass  er  keine  Hebeflüchen  besitzt. 
Vermöge  des  mit  der  Schnur  s  verbundenen  Gewichts  wird  nun  stets 
das  eine  Ende  des  Arms  qq  sich  an  die  eine  der  Paletten  anzulegen 
bestreben,  und  bei  jeder  Oscillalion  des  Secundenpendels  der  Uhr  wird 
hierin,  eben  so  wie  beim  Steigrad  und  dem  Grahamschen  Anker  ein 
Wechsel  eintreten,  nur  wird  hier  in  jeder  Secunde  der  Arm  qq  einen 
Bogen  oder  Winkel  v  on  90°  beschreiben.  In  den  Zeitmomenten,  in  welchen 
der  Arm  an  einer  der  beiden  Paletten  anliegt,  hat  der  Cylinder*?  die  Stel- 
lung, die  in  der  Fig.  4  angegeben  ist,  und  die  galvanische  Kette  ist  ge- 
öffnet, so  wie  aber  der  Arm  von  der  linken  Palette  abfüllt,  und  sich  zur 
rechten  Palette  hinbewegt,  schliesst  sich  die  Kette  und  der  Registrir- 
apparat  giebt  das  Uhrzeichen.  So  wie  der  Arm  die  andere  Palelte  er- 
reicht hat,  ist  die  Stellung  der  Fig.  4  wieder  erreicht ,  und  die  Kette 
wieder  geöffnet.*)  Wenn  der  Arm  q  von  der  Palette  rechter  Hand  ab- 
füllt, so  wird  das  andere  Ende  desselben  an  die  Palette  linker  Hand  an- 
fallen ,  und  die  Kette  wieder  geschlossen  und  geöffnet  werden ,  u.  s.  f. 
Es  wird  also  der  Registrirapparat  in  jeder  Secunde  ein  Zeichen  geben, 
und  dieses  wird  mit  dem  Pendelschlage  zugleich  eintreffen.  Um  zu  ver- 
hindern, dass  der  Arm  qq  sich  zu  schnell  bewege,  wodurch  ein  allzu 
kurzer  Schluss  der  Kette  entstehen  würde,  dient  der  Windfang  //Fig.  \ , 
und  dieser  übt  noch  eine  zweite  Function  aus,  iudem  er  bewirkt,  dass 


*)  Die  vorteilhafteste  Anordnung  ist  die ,  dass  man  dem  Cylindcr  e  eine  solche 
Stellung  giebt ,  dass  der  bez.  Zahn  desselben  die  grade  Linie,  die  durch  die  Mittel- 
punkte von  e  und  h  geht,  eben  passirt  hat,  wenn  der  Arm  qq  auf  einer  der  beiden 
Paletten  de»  Ankers  anliegt. 
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der  Arm  qq  beim  Anfallen  an  die  Palette  nicht  zurückprallt,  wodurch 
ein  zweiter  Schluss  der  Kette  entstehen  könnte,  sondern  ruhig  liegen 
bleibt.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  sowohl  der  Windfang  ff  wie  der  Arm 
qq,  jeder  für  sich,  genau  äquilibrirt  werden  müssen. 

Es  ist  die  Einrichtung  des  Ankers  noch  naher  zu  beschreiben.  Der 
Arm  v  desselben ,  an  welchem  sich  oben  ein  kreisförmiger  Theil  befan- 
det, ist  unveränderlich  an  der  Ankerwelle  befestigt ,  während  jede  Pa- 
lelte für  sich,  nebst  dem  Arm,  woran  sie  befestigt  ist  und  bez.  dem 
Arm  u  und  w  um  einen  kleinen  Bogen  drehbar  ist.  Diese  Drehung  wird 
bewirkt  und  gehemmt  durch  die  Zugschraube  x  und  die  Druckschraube 
,y.  Vermittelst  dieser  Einrichtung  wird  der  Anker  beim  Aufstellen  des 
Apparats  ein  für  alle  Mal  so  corrigirt,  dass  das  Anfallen  des  Ankers  des 
Uhrmagnelen  des  Registrirapparats  genau  mit  dem  Pendelschlage  der 
Uhr  zusammen  fällt.  Für  die  annähernde  Berichtigung  kann  man  das 
Gehör  anwenden,  die  genaue  Ausführung  derselben  erkennt  man  daran, 
dass  auf  dem  Papierstreifen  jede  Secundo  gleiche  Länge  hat.  Um  die 
letzt  genannte  Bedingung  zu  erfüllen,  ist  übrigens  nicht  nur  die  richtige 
Stellung  des  neuen  Ankers  in  Bezug  auf  den  Grahamschen  Anker  erfor- 
derlich, sondern  es  muss  auch  die  Uhr  richtig  ins  Echappement  gestellt 
sein ,  denn  auch  von  der  Erfüllung  dieser  Bedingung  hängt  die  Gleich- 
förmigkeit der  Secundenlängc  auf  dem  Papierstreifen  ab.  Ich  habe  ge- 
funden, dass  man  durch  dieses  Mittel  auch  die  letzt  genannte  Bedingung 
viel  genauer  herstellen  kann  wie  durch  das  Gehör,  dessen  man  sich 
sonst  ausschliesslich  dazu  bediente. 

Die  Fig.  6  endlich  zeigt  die  Conslruction  des  neuen  Ankers.  Sei 
wieder  e  der  Drehungspunkt  des  Getriebes  und  /  der  Drehungspunkt 
der  Ankerwelle  der  Uhr,  man  halbire  die  Linie  et  in  y,  beschreibe  von 
diesem  Punkt  aus  mit  dem  Halbmesser  ye  oder  yt  den  Kreis  taectt,  und 
ziehe  die  Senkrechte  ayd  auf  eyt,  dann  sind  die  Durchschnittspunkte 
a  und  a  des  Kreises  und  der  Senkrechten  die  Berührungspunkte  des 
Arms  qq  mit  den  Palelten  rr.  Die  halbe  Länge  des  Arms  qq  ist  =  a<\ 
und  der  Halbmesser  der  Berührungsflächen  der  Paletten  ist  =  ut.  Diese 
Conslruction  erfüllt  die  zwei  hier  erforderlichen  Bedingungen,  näm- 
lich 1)  dass  der  Arm  qq  bei  jeder  Bewegung  einen  Bogen  von  90°  be- 
schreibt, und  2)  dass  die  beiden  an  den  Berührungspunkten  an  den 
Kreis  ß(f(f  gezogenen  Tangenten  durch  den  Punkt  e  gehen. 

Man  erkennt  aus  dieser  Beschreibung,  dass  der  Arm  qq  einen  ge- 
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wissen  Druck  auf  die  Palette  des  Ankers  ausübt,  und  folglich  in  aller 
Strenge  betrachtet  dem  Pendel  etwas  von  der  bewegenden  Kraft  raubt, 
aber  dieser  Druck  ist  so  geringe,  dass  daraus  gar  keine  merkliche  Wir- 
kung entsteht.  Das  Gewicht,  welches  das  Conlaclwerk  treibt,  ist  bis  auf 
sehr  weniges  eben  so  schwer  wie  das  Gewicht,  welches  das  Uhrwerk 
treibt,  der  Durchmesser  der  Walze  des  Contactwerks  verhall  sich  zum 
Durchmesser  der  Walze  de^  Uhrwerks  nahe  wie  2:3,  der  Arm  qq  voll- 
endet seinen  Umlauf  in  4,  und  das  Sleigrad  den  seinigen  in  60  Zeitse- 
cunden,  da  ausserdem  die  Lange  des  Arms  qq  nahe  dem  Durchmesser 
des  Steigrades  gleich  ist,  so  folgt  hieraus ,  dass  der  Druck  des  Arms  q  q 
auf  die  Paletten  rr  nahe  23  Mal  kleiner  ist  wie  der  Druck  der  Zähne 
des  Steigrades  auf  die  Paletten  des  Grahamschen  Ankers,  und  dieser 
geringe  Druck  ist  gänzlich  bedeutungslos.  Wenn  er  irgend  wie  merklich 
wäre,  so  mttsste  sich  dieses  durch  eine  Verminderung  der  Amplitude 
des  Pendels  zu  erkennen  geben,  aber  die  angestellten  Versuche  zeigen 
in  dieser  nicht  die  mindeste  Aenderung,  es  mag  das  Contactwerk  in 
oder  ausser  Thaligkeit  6ein.  Es  giebt  übrigens  ein  Mittel,  die  hemmende 
Wirkung  dieses  Drucks  strenge  Null  zu  machen ,  und  dieses  besteht  da- 
nn, dass  man  den  Paletten  des  neuen  Ankers  nicht  die  kreiscylindrische 
Form  giebt,  sondern  sie  so  ausführt,  dass  der  Halbmesser  derselben  im 
Sinne  der  Bewegung  stetig  kleiner  wird.  Wenn  diese  Verminderung 
gross  ist,  so  nimmt  der  Anker  den  Character  des  Ankers  der  sogenann- 
ten zurück  fallenden  Hemmung  an,  die  fast  immer  in  den  gewöhnlichen 
Pendeluhren  angebracht  wird,  und  kann  für  sich  allein  das  Pendel  in 
Bewegung  erhalten.  Der  hemmende  Druck  kann  also  durch  dieses  Mit- 
tel in  eine  die  Bewegung  des  Pendels  befördernde  Kraft  verwandelt 
werden,  und  folglieh  giebt  eine  gewisse  geringe  Verminderung  der  Halb- 
messer der  Paletten,  die  die  Wirkung  des  Drucks  des  Arms  qq  auf  die- 
selben in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Pendels  strenge  Null  macht.  Aber 
in  Anbetracht  des  so  sehr  geringen  vorhandenen  Druckes  halle  ich  die 
Anwendung  dieses  Kunstgriffes  für  überflüssig,  und  die  Anwendung  von 
kreiscylindrischen  Palelten  für  ganz  unschädlich. 

Ich  kann  noch  erwähnen,  dass  die  Grösse  und  Anordnung  der  ein- 
zelnen Theile  dieses  Contactwerks  so  bestimmt  wurden,  dass  es  im  Uhr- 
gehäuse, ohne  daran  etwas  zu  andern,  Platz  fand. 
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Da  es  sehr  wünschenswerth  war,  dass  die  Zusammenstellung  aller 
zur  Längenbestimmung  angestellten  Beobachtungen  in  Eine  Hand  gelegt 
würde,  so  übernahm  Herr  Dr.  Auwers  diese  Arbeit,  deren  Einzelnhei- 
ten in  der  nachfolgenden  Abhandlung  niedergelegt  sind.  Bevor  wir 
diese  folgen  lassen,  scheint  mir  angemessen  eine  Vergleichung  des 
neuen  Resultats  mit  dem  früher  vorhandenen  einzuschalten. 

Von  Möbius  und  d'Arresl  ist  im  Jahre  1849  der  Längenunterschied 
zwischen  dem  Seeberge  und  der  Pleissenburg  aus  Pulversignalen,  durch 
die  Bestimmung  des  Unterschiedes  zwischen  der  Pleissenburg  und  dem 
Petersbeige  bei  Halle  im  Anschluss  an  die  Bestimmung  des  Unterschie- 
des zwischen  dem  Seeberge  und  dem  Pelersberge  aus  Zach's  Brocken- 
signalen vom  Jahre  1  803  zu  6,n  33-83  gefunden  worden  *)  Die  neue 
Leipziger  Sternwarte  liegt  nach  einer  trigonometrischen  Messung  von 
Brünns  4-00  östlich  von  der  Pleissenburg,  und  der  Thurm  der  neuen 
Gothaer  Sternwarte  nach  trigonometrischen  Messungen  von  mir  4*60 
westlich  vom  Standpunkt  des  Passageninslruments  der  vormaligen  Stern- 
warte auf  dem  Seeberge.  Die  Summe  dieser  drei  Unterschiede  ist 
=  6m  42*43,  und  vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  neuen  Be- 
stimmung, die,  wie  man  sehen  wird, 

6m  43U85 

gegeben  hat,  so  Gndet  man,  dass  es  1  -06  kleiner  ist  wie  diese. 

Der  Längenunlerschied  zwischen  Berlin  und  Leipzig  ist  nach  Bruhns 
und  Förster  =  4m  0:895,**)  also  nach  der  neuen  Bestimmung  Gotha 
von  Berlin  westlich  10m  44:38.  Da  für  den  Längenunterschied  zwischen 
Berlin  und  Paris  einstweilen  das  Mittel  der  Verbindungen  über  Brüssel 
und  Greenwich  (=  44m  14:75)  und  über  Altona  und  Greenwich 
(=  44ra  14:30),  das  ist  44™  14?52  als  der  wahrscheinlichste  Werth  an- 
zunehmen ist,  so  Andel  sich  die  Länge  der  neuen  Gothaer  Sternwarte 
von  Paris  vorläufig  =  33"  30M  4,  und  daraus  für  den  Seeberg  33"  34:74, 
zufällig  so  gut  wie  identisch  mit  der  früheren  Annahme  nach  Wurms 
Bestimmung,  nämlich  33m  34:8  aus  1 1  Sternbedeckungen. 

Für  die  Polhöhc  der  neuen  Golhaer  Sternwarle  habe  ich  durch 
trigonometrische  Messungen  (N.  St.  =  Seeberg  -+■  33'.'11)  deu  Werth 

*)  S.  Astr.  Nachr.  B.  29.  No.  690. 

**)  S.  Bestimmung  der  Lkngendiflerenz  zwischen  den  Sternwarten  zu  Berlin  und 
Leipzig  auf  telegraphischem  Wege  ausgeführt  im  April  » 86  i  von  C.  Bruhns  und 
W.  Förster.  Leipzig  1865. 

Abhindl.  d.  K.  S.  GeMlbch.  d.  WiMe...ch.   XIII.  1  6 
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von  50°  56'  38"3  gefunden.  Eine  directe  Bestimmung  derselben  ist  von 
dem  Major  von  Planckner  in  den  Jahren  4  859  und  1860  ausgeführt  wor- 
den, welcher  aus  Beobachtungen  von  a  Ursae  min.  am  Meridiankreise, 
zu  welchen  der  Horizontalpunkt  vermittelst  eines  Collimators  bestimmt 
wurde,  mit  der  Declination  des  Nantical-Almanac's  folgende  Werthe 
abgeleitet  hat: 

Lage  I  von  Objectiv  und  Ocular. 
Obere  Culm.  50°  56'  38722  aus  85  Einstellungen. 
Untere   „  38.59  „  67 

Lage  H  von  Objectiv  und  Ocular. 
Obere  Culm.  50°  56'  36752  aus  56  Einstellungen. 
Untere   „  36.51   „  105 

Alle  Beobachtungen  sind  in  derselben  Lage  des  Kreises,  und  bei  einer 
Culmination  gewöhnlich  fünf  Einstellungen  gemacht.  Die  Mittel  für  die 
beiden  Lagen  von  Objectiv  und  Ocular,  nämlich  50°  56'  38740  und 
50°  56' 36"ä  1  unterscheiden  sich  um  den  doppellen  Betrag  der  Biegung, 
von  welcher  ihr  Mittel,  nämlich 

50ü  56'  37746 

als  frei  anzusehen  ist.  Die  Theilungsfehler  werden  bei  den  Beobach- 
tungen am  Golhaer  Meridiankreise  bekanntlich  ebenfalls  vollständig 
eliminirt. 

Zu  der  jetzt  hier  folgenden  Abhandlung  sind  die  in  Gotha  ange- 
stellten Beobachtungen  von  Herrn  Dr.  Auwers,  die  in  Leipzig  angestell- 
ten von  Herrn  Professor  Bruhns  berechnet,  Uber  die  Ableitung  der  Re- 
sultate haben  die  genannten  Herrensich  berathen,  die  Zusammenstellung 
und  die  Ableitung  der  Resultate  ist  von  Herrn  Dr.  Auwers  gemacht  und 
schliesslich  von  Herrn  Professor  Bruhns  noch  durchgesehen  worden. 
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I.  Zusammenstellung  der  beobachteten  Sterne  und 
Ermittelung  der  Instrumentalcorrectionen. 

Ks  sind  für  die  correspondirend  anzustellenden  Beobachtungen 
zwei  Gruppen  von  Zeilslernen  so  ausgewählt,  dass  in  der  einen  die  sud- 
lichen Meridian  -  Zenithdistanzen  im  Mittel  ungefähr  der  nördlichen 
Zenithdislanz  der  angewandten  Polarsterne  gleich  wurden,  die  Sterne 
der  andern  Gruppe  dagegen  nahe  am  Zenilh  selbst  culminirten.  Die  Wahl 
der  ersten  Gruppe  war  durch  die  Erwägung  bedingt,  dass  aus  Polar- 
sternbeobachtungen  die  Elemente  zur  Heduclion  auf  den  Meridian  nur 
für  Sterne  von  der  angegebenen  Zenithdislanz  —  im  Mittel  für  Beobach- 
tungen in  beiden  Kreislagen  —  richtig  gefunden  weiden,  wenn  die  von 
einer  Normale  auf  die  Drehungsachse  des  Instruments  beschriebene 
Curve  kein  grösster  Kreis  ist,  wahrend  die  Zenilhsterne  auf  Grund  der 
Ergebnisse  der  Langenbeslimmung  zwischen  Berlin  und  Leipzig  hinzu- 
genommen wurden ,  welche  zu  dem  Schlüsse  geführt  hatten ,  dass  der 
überwiegende  Theil  der  in  den  Langendifferenzen  zu  befürchtenden 
Fehler  von  den  zufälligen  Beobachtungsfehlcrn  der  Azimuthe  herrührte, 
welche  auf  die  Reduction  der  Beobachtungen  von  Sternen  in  der  Nahe 
des  Zeniths  einen  geringeren  Einfluss  ausüben. 

Die  benutzten  Zeitsterne  sind  nebst  ihren  Grössen  und  ihren  ge- 
näherten Oertern  für  1865  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt. 


Nummer. 

Stern. 

Ürösse. 

Gerade  Aufsteig. 

Abweichung. 

1. 

31  Ursae  maj. 

6 

9h 

4(im 

53' 

+  50ü  27/4 

2. 

n  Leonis 

6 

53 

5 

■+■   8  41.4 

3. 

rj  Leonis 

3.1 

99 

59 

59 

-+-  17  25.2 

4. 

31  Leonis 

10 

4 

22 

+14  1.2 

5. 

l  Ursae  maj. 

3.4 

10 

K 

57 

+  43  33.2 

6. 

/  Leonis 

5 

10 

42 

10 

+  11  15.5 

7. 

10  Ursae  maj. 

5 

10 

46 

12 

-1-  43  54.5 

8. 

47  L'rsae  maj. 

5 

10 

51 

54 

-1-  41  9.0 

9. 

X  Leonis 

5 

10 

58 

3 

-+•    8  3.9 

10. 

v  Virginis 

4.5 

11 

38 

55 

-1-   7  17.1 

It. 

ß  Leonis 

2 

11 

42 

10 

-f.  15  19.6 

12. 

67  Ursae  maj. 

5 

11 

55 

15 

+  43  47.7 

13. 

o  Virginis  " 

* 

11 

58 

20 

+    9  29.0 
16* 
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Nummer. 

Stern. 

Giösse. 

Gerade  Aufst«-ig. 

Abweichung 

1  4. 

2  Canum  venat. 

6 

1  2" 

(1  «n 

9™ 

21" 

-4-  VI 

z».  / 

15. 

j?  Virginia 

3.4 

1  o 

1  Z 

A 
ü 

n 

-+■  u 

;).U 

16. 

Virginia  (191) 

7 

1  Z 

9'1 
Z.J 

*  z 

.  in 

97  Q 
Z  /  .  9 

1  /. 

ß  Canum  venal. 

4.o 

i  o 

1  2 

2/ 

an 

zO 

-+-  42 

3.0 

18. 

.jz  \  irginis 

6 

1  Z 

.in 

19 

o 

•+■  o 

9 1  - 
Z4 .  • 

19. 

1 1  Canum  vcnal. 

6 

1  z 

4  z 

ou 
zo 

■+■  49 

i  9  9 

20. 

9  II.  Boolis 

5.6 

i  t 

o 
z 

OS 

90  Q 

21 . 

x  \  irginis 

4.5 

1  4 

K 

0 

;  9 

4  Z 

Q 

Od 

z  z . 

(p  Virzin is 

o 

4  z 

O  1 
X  1 

—  1 

'i"7  "1 
.Ii..) 

■II 

z6. 

i)    a     r>  ton" 

B.  A.  C  4NÜO 

7 

1  1 

1  4 

o  i 
z » 

•  — 
1  / 

-f-  42 

9  i  '1 

Li  i 

21. 

B.  A.  C.  4863 

8 

|  4 

37 

12 

■+•  37 

20.0 

z5. 

109  virpinis 

3.4 

14 

39 

25 

-+-  2 

27^8 

1  Qnrnnnlic 
1          I  ptU  1 1> 

14 

50 

38 

-+-  0 

22.7 

27. 

40  Bootis 

5 

II 

54 

26 

-*-  39 

48.1 

28. 

44  Bootis 

6 

14 

59 

20 

+  48 

10.8 

2«). 

B.  A.C. 4993 

7 

15 

2 

43 

-+-  25 

37.6 

30. 

3  Serpcntis 

6 

15 

8 

29 

4*  5 

26.5 

31. 

a  Serpentis 

2.3 

15 

37 

37 

■4-  6 

51.2 

32. 

H  Serpentis 

3.4 

15 

42 

35 

—  3 

0.8 

33. 

Herculis 

4.5 

15 

48 

0 

■4-  42 

49.8 

34. 

4  Herculis 

6 

15 

50 

58 

-1-  42 

57.6 

No.  14,  16  und  28  sind  Doppelslerne.  Bei  dem  ersten  wurde  in- 
dess  der  11"  entfernte  Begleiter  8m  wegen  der  Helligkeit  der  ange- 
wandten Beleuchtung  in  der  Regel  gar  nicht  bemerkt.  Der  zweite  Stern 
besteht  aus  zwei  1"2  von  einander  entfernten  Sternen  7.8m  und  8m, 
zwischen  welchen  die  Mille  beobachtet  wurde,  wenn  der  Stern  über- 
haupt doppelt  erschien ;  von  No.  28  endlich  wurden  beide  nur  5"  von 
einander  abstehende  und  an  Helligkeit  nicht  sehr  verschiedene  Com- 
ponenten  (6m  und  7m )  an  den  verschiedenen  Faden  abwechselnd  be- 
obachtet. 

Zur  Bestimmung  des  Azimuths  der  Instrumente  wurden  zwischen 
No.  5  und  6  der  Stern  32  Hev.  Draconis  {5.6™),  nach  No.  19  u  Ursae 
minoris  und  zwischen  No.  30  und  31  642  Groombr.  (6m ),  alle  drei  in 
der  unteren  Culminalion,  beobachtet.  Die  scheinbaren  Reclascensionen 
sind  ftir  «  Ursae  minoris  nach  dem  Berliner  Jahrbuch  mit  Berücksich- 
tigung der  von  Förster  gefundenen  Correclion  =  -4-0  ?60,  für 
die  beiden  H Ulfspolarsterne  den  Bestimmungen  Förster's  von  1864*) 
gemäss  angenommen,  aus  welchen  sich  die  mittleren  Oerter  für  1865.0 

32  Hev.  Draconis  AR.  =  22u  23™  34-851  ,  d  =  85°  25'  37"2» 
642  Groombr.  3  22   25.512  86  12  47.63 


*)  »Bestimmung  der  Längcnriiflercnz  zwischen  Berlin  und  Leipzig«  pag.  10.  H« 
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und,  in  AR.  mit  Berücksichtigung  der  von  2(C  abhängenden  Glieder,  fol- 
gende scheinbaren  Oerter  für  die  Zeiten  der  unteren  Guloiinationen  an 
den  einzelnen  Beobachtungstagen  ergeben: 


1865 

32  Hev.  Draconis  {Polstern  I.) 

April  4. 

22h  23M  26?9o 

-f-  85°  2b  3 o-3 

7. 

\~  i  ■ 

27. 4o 

34.7 

8. 

27.62 

34.4 

9. 

27.83 

34.2 

10. 

28.04 

34.0 

11. 

28.27 

33.8 

16. 

29.46 

32.8 

17. 

29.66 

32.7 

18. 

29.86 

32.5 

19. 

30.05 

32.4 

20. 

30.26 

32.2 

21. 

30.48 

32.0 

24. 

31.23 

31.6 

25. 

31.50 

31.5 

642  Groombr.  (Polstern  II). 

April  4. 

3h  22m  32?94 

-1-  86°  1 2'  57"4 

17. 

30,92 

53.7 

19. 

30.74 

53.1 

Wesentlich  war  es  bei  der  Kleinheit  des  Polhöhenunterschiedes 
zwischen  Gotha  und  Leipzig  nur,  dass  an  beiden  Orten  zur  Reduclion 
der  Beobachtungen  dieselben  Rectascensionen  der  Polarsterne  an- 
gewandt wurden,  und  es  war  daher  uberflüssig,  zur  Uebertragung 
der  Förster'schen  Positionen  auf  1865  die,  nach  beiläufiger  Vergleichung 
der  alteren  Beobachtungen  nur  unbedeutenden ,  Eigenbewegungen  der 
Hülfspolarsterne  zu  bestimmen. 

Zur  Ermittelung  des  Collimalionsfehlers  dienten  Umlegungen, 
welche  regelmässig  während  der  Durchgänge  der  Hülfspolarsterne  sowie 
gelegentlich  bei  Beobachtungen  der  oberen  Culmination  von  «  Ursae 
minoris  in  Gotha  und  beider  Culminationen  dieses  Sternes  in  Leipzig  vor- 
genommen wurden.  Das  Leipziger  Passageninstrumenl  lässt  sich  wegen 
seines  geringen  Gewichts  vermittelst  einer  einfachen  Hebelvorricbtung, 
und  zwar,  weil  alle  Nel »entheile  immer  an  ihrem  Orte  verbleiben,  in 
Zeit  von  einer  Minute  leicht  und  sicher  umlegen,  so  dass  es  möglich 
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war,  irotz  der  Umlogung  «  Ursae  minoris  an  allen  25  (5  Gruppen  von 
je  5,  im  Aequator  etwa  3'.'2  von  einander  enlfernten)  Faden  und  die 
Ilülfspolarsterne  in  jeder  Lage  an  1 2  Fäden  zu  beobachten.  Bei  dem 
Gothaer  Meridiankreis  blieb  dagegen,  obwohl  der  zur  Bestimmung  der 
Declinationen  dienende  Apparat  von  dem  Instrumente  entfernt  war,  das 
Umlegen  eiue  beschwerliche ,  durchschnittlich  10  Minuten  erfordernde 
und  bei  Abend  in  dieser  Zeit  kaum  ohne  schädliche  Erschütterungen  der 
Zapfenlager  ausführbare  Operation.  Damit  die  Durchgange  der  Hlilfs- 
polarslerne  Überhaupt  in  beiden  Lagen  beobachtet  werden  konnten, 
mussten  die  9  Faden,  welche  das  Instrument  hatte,  und  welche  zur  ge- 
nauesten Beobachtung  der  Durchgänge  der  Zeitsterne  jedenfalls  voll- 
kommen ausreichten,  um  zwei  weiter  vom  .Mittelfaden  entfernte  Gruppen 
von  je  5  Fäden  vermehrt  werden ;  ausserdem  wurden  zu  jeder  der  drei 
alten  Gruppen  noch  zwei  weitere  Fäden  hinzugefügt,  so  dass  das  Instru- 
ment, wie  das  Leipziger,  ein  Netz  von  5  Gruppen  von  je  5,  3  ?  0  von 
einander  entfernten,  Fäden  erhielt.  Die  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
der  einzelnen  Antritte  scheint  unter  dieser  grossen  Zahl  etwas  gelitten 
zu  haben,  und  für  die  Polarsterne  noch  mehr  unter  dem  Umstände,  dass 
die  neu  hinzugefügten  Faden  zu  dick  waren. 

Zur  Bestimmung  der  Neigung,  welche  an  jedem  Abend  nach  ge- 
eigneten Zwischenzeiten  mehrfach  —  bis  acht  Mal  —  ausgeführt  ist, 
war  in  Gotha  auf  dem  in  gewöhnlicher  Weise  eingerichteten  (anzu- 
hängenden) Ertel'schen  Niveauträger  an  Stelle  des  zum  Meridiankreis 
gehörigen  Spiritusniveaus,  damit  die  Nivellements  in  kürzerer  Zeit  ge- 
macht werden  könnten,  ein  Repsold'sches  Aetherniveau  befestigt,  welches 
für  gewöhnlich  zum  Nivellement  eines  Collimators  für  den  Meridiankreis 
dient.  Bei  der  Untersuchung  desselben,  welche  erst  nach  Beendigung 
der  Beobachtungen  für  die  Längenbestimmung  vorgenommen  werden 
konnte,  zeigte  sich  eine  Verschiedenheit  der  Theilwerthe  an  verschiede- 
nen Stellen  der  Röhre;  innerhalb  der  Grenzen  jedoch,  zwischen  welchen 
sich  die  Blasen -Enden  bei  den  Beobachtungen  bewegt  hatten,  —  bis 
zu  Entfernungen  von  60  —  65  Theilen  vom  Mittelpunct  —  Hessen  sich 
zahlreiche  im  Mai  1865  bestimmte  Werthe  der  Theile  durch  die  Formel 
I*  äs  0"939  -+•  0*0000817»»  darstellen,  wo  «  den  Abstand  des  be- 
treffenden Theils  vom  Mittelpunct  —  durch  die  Scale  selbst  gemessen  — 
bezeichnet.  Da  der  Collimationsfchler  des  Niveaus  immer  nahe  =  0 
gewesen  ist,  so  konnten  die  in  Theilen  desselben  gefundeneu  Neigungen 
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einfach  mit  Hülfe  einer  aus  der  angegebenen  Formel  berechneten  Tafel 
mit  dem  doppelten  Argument  »Neigung  und  ßlasenlänge «  in  Winkel- 
werthe  verwandelt  werden.  Die  Blasenlangen  ändern  sich  mit  der  Tem- 
peratur sehr  stark  und  variirten  in  Folge  dessen  bei  der  Lüngenbestim- 
mung  zwischen  65  und  HO  Theilen  (entsprechend  den  Stünden  des 
innern  Thermometers  20? 9  und  4?0  C),  Wöhrend  die  Untersuchungen, 
auf  welchen  die  Formel  beruht,  nur  bei  sehr  hohen  Temperaturen  (zwi- 
schen 16  und  25°)  angestellt  werden  konnten;  erst  nach  Abschluss  aller 
Reductionen  fand  sich  im  November  Gelegenheit  zu  einer  Bestimmung  des 
Theilwerthes  bei  4°C,  welche  indess  keine  zu  verbürgende  Abweichung 
von  der  Formel  gab. 

Das  Leipziger  Niveau  von  Pistor  und  Martins  wird  auf  die  Zapfen 
über  den  Stellen  aufgesetzt,  in  welchen  dieselben  die  Lager  berühren. 
Der  Werth  eines  Theils  der  Scale  ist  früher  im  Sommer  =  1-'60  ±  0"03 
und  im  Winter  =  1"65±0"Ü2  gefunden;  zur  Versvandlung  der  kleinen 
hier  vorkommenden  Neigungen  ist  1 p  =  0?  11  gesetzt. 

Die  beobachteten  Neigungen  selbst  (Erhebungen  des  West -Endes 
=  i  und  die  daraus  abgeleiteten  Werthe)  sind  in  Gotha  folgende  gewesen. 


i  in  Zeit. 

4865. 

Stzt. 

Kreis. 

Bcob.  i. 

L. 

Angen.  für  Kr.  W. 

beob. 

für  Kr.  W. 

April  1 . 

9*8 

0. 

+  Ohl 

1 1 4*2 

-4-0?009 

-4-0: 28  1 

-*-ü!284 

4. 

1.0 

—  2.06 

104.0 

—0.159  4-0.116 

•+-0.1 46 

9.6 

-  1.25 

110.0 

— 0  336 

—0.061 

11. 1 

w. 

—  0.25 

108.  8 

—0.020 

—0.020 

11.8 

-  0.04 

108.8-0.003 

-0.003 

—  0.036 

12.6 

0. 

—  3.99 

108.9 

-0.315 

-0.040 

14.7 

-  3.75 

109.7 

-0.296 

-0.021 

16.0 

w. 

—  0.90 

109.6 

-0.071 

-0.071 

7. 

1.2 

—  2.90 

96.0 

—  0.224 

—0.224 

— 0.224 

9.6 

-  5.14 

95.9 

—0.382 

—  0  382| 

—  0.382 

8. 

1.8 

-  4.44 

89.2 

—  0.317 

-0.3I7| 

-0.317 

9.6 

—  4.82  93.4 

—0.357 

—0.357 

11.2 

0. 

—  8.58 

94.5 

—  0.642 

—0.367 

11.8 

—  8.89 

95.1 

-0.665 

—  0.390 

|— 0.339— 0!0264  (l— 9*6) 

12.6 

w. 

-  5.25 

96.6 

—0.396 

-0.396 

13.8 

—  6.23 

99.7 

—0.475 

—0  4  75- 

0.4 

-  5.78 

86.9 

—0.424 

—0.424 

|-0.395 

9. 

1.8 

0. 

—  8.80 

85.2 

-0.640 

-0.365 

9.5 
11.1 

w. 

—  9.60 

-  6.54 

88.7 
92.1 

—0.700 
—0.485 

—0.485  /  —  0  455 

to. 

1.8 

-  6.11 

82.3 

—0.439 

— 0.439 

-0.439 

9.5 

—  7.19! 

83.9 

-0.520 

—0.520 

11.2 

0. 

—  10.22 

83.9 

—  0.741 

—0.466 

-0.503 

111.8 

—11.001  83.7 

-0.798 

-0.523 
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»8«5. 

April  10. 
14. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19.  i 


Stzt. 

1 i'*6 

13.9 
0.4 
1.8 
7.5 
9.6 
11.1 
11.8 
12.6; 
13.6 
1.0 
10.2 
11.3 
11.8 
12.3 
13.3 
1.4 
1.8 
2.0 
2.2 

9.7 
83.8 
0.7 

1.8 

7.3 
9.5 
10.7 
11.7 
13.8 
1.7 
7.7 
9.5 
10.6 

M.:» 
12.2 
14.2 
14.8 
15.9 
O.i 
2.5 
5.4 
7.3 
9.6 
10.6 
22.  3 
0.5 
1.7 
1.8 

4.6l 


Kreis. 


Beob.  i. 


•  in  Zeit, 
beob.  IfurKr.W 


AnKen.  für  Kr.  W. 


w. 


0. 


w. 


o. 


w 
o. 


W.  i—  I  IP24  S5P0  — 0;818  —  0!808  i 
-10.97  87.6  -0.805  -0.815  j 

—  1 1.8}  8«.). 0  -0.872  —0.872 
O.  1  —  12.99  87.7!—  0.955  —0.680, 

Das  östliche  Lanier  17M  erniedrigt. 
|+  2.18  90.81+0.160  +0.4351 
+  7.11i92.8l  +  0.530  +0.530 
-»-  6.71  94.2  +  0.501  +0.501, 
+  2.4694.6  +0.184  +0.459 
+  2.24  95.5]  +  0. 168  +0.443 
+  8.80  87.0+0.204+0.479 
+  5.26  83.1  +0.380  +0.380  | 
+  5.31  S4. 5  +0.385  +0.385  i 
+  4.37,84.3  +0.316  +0.316  I 

—  1 2. 06|84. 31—0.876  —0.601  \\ 

—  12  24  84.5'  — 0.890,  — 0.615.j 
— 10.92  77  3  —  0.777  —0.502' 
— 10. 1675.7[  — 0.718|  — 0.443 
_  7.00  74.8  — 0.502i—0.502  ( 
— 10. 60,74. 8|— 0.747|— 0.472  I 

Das  Östlich«  Lauer  erniedrigt. 
,+  1.67  80.7  +0.1  19  +0.394 
'+  1.19  83.3  +0.086  +0.361  | 
+  1 .30|79.5|  +  0.093  +0.368  | 
An  das  Fernrohr  gestossen. 

4.65  76. 4J+0. 330  +0.6051 
4.05  75.41  +  0.284  +0.5591 
2.56  81.0  +0.185  +0  460 
2.55  82.3  +0.183  +0.1831! 
+  2.51  84.3  +0.183  +0.183  | 
+  0.98  86.2  +0.071  +0  071 
+  2.62  74.4  +0.184  +0.184 
+  1 .50170.1  +0.105  +0.105 
+  0.90;80.7  +0.064  +0.064 
O.    -  2.28  SO. 2 


-0*811 

—0.872 
-0.680 


W. 


-0.163  +0  112 

—  3.65  80.4!— 0.260  +0.015 
W.   +  1.60  80.1 1  +  0. 121  +0.121 

|+  0.59;84. 1  +0.043  +0.043 
O.  j—  3.57  83.1  —0.258  +0.017 

—  4.67  K7.o!—O.340j— 0.065 

—  1.72  75. 8[— 0.333;— 0  058  ) 

—  4.99  73.7  —0.350  -0  075) 

—  3.75  72.5  -0.262  +0.013 

—  2.60;65.0  — 0.17S  +0.097 

—  3.70  73.0  -0.25S+0.017J 
W.  +  0.37  74.3  +0.026  +0.026) 

0.0:»  SO. 0  +0.001  +0.001  L 
0.37  74.2  +0.026  +0.026  | 


+0.474 

+  0.479 
+0.360 

-0.608 
-0.480 

+0.394 
+0.365 

+  0.605 
+0.559 
+  0.460 

+  0.183 

+  0.071 
+  0.184 
+  0.105 

+0.064 


+0.1 28  -  0:0488  (<- 12*3) 


-0.066 

+  0.013 
+0.097 

+  0.022 


O.   —  4.10  70.0  -0.284  —1 
—  4.60  69.2'— 0.318| 
!-  4.09  66.0  — 0.2S0  —0.005 


—0.009  ( 
—0.043  I 


-0.006 
-0.005 
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27. 


Slzt    Kreis.1  Beob.  i.  !  I. 


9lfo 
10.  G 

11.5 
«2.3 
14.2 
Ii. 8 
15 
22 

0 

4 

7 

9.6 
IG- 
II. f> 
12.11 
13.5 
0.6 
1.7 
7.7 
9.7 
10.7 
11.6 
I  2.3 
14.0 
0.5 
0.8 
17 
9.6 
10.6 
11.8 
12.6 
13.9 
0.5 

'•7| 
10.6! 

1.91 

10.6 

1.0 


i  in  Zeil. 


beob.    für  Kr.  W. 


Angen.  für  Kr.  W. 


—  6P0574P0  —  0:424  —  OH  49 

-  9.0174.3 

—  2.32  74.7 

-  1.52 


75.2-0 
2.78  78. 7  - 


—  3.67 


0.1  42  -0.142 
0.163  —0.163 
107  -HO. 168 


—0H  51 


0.107+0.1681 
0.198  4-0.077  |+ü'<2- 
79. 01-0.261—  0.26l|  —0.261 
-10.12  80.9  -0.724  -0.449!  -0.449 
73.6  -0.697  -0.422  -0.422 


7  O. 


—0.506 
45/ 


-0.49" 

-0.4571  —0. 
■0.552. 
■0.500 

.0.557  -0.532 


-0^518  | 
534  —0.534  ' 


0.804  -0.804  | 
1.001  — 0.72611  ~U<t,° 
70.6  —0.810'  — 0.535! 
77.9  —0.948  —0.673! 


9.90 

1 1.22|74.6  —  0.790  —0.515  \ 
7.15  70.71—0. 497 
6.6068.9—0.457 
7.84  75.0  -0.552 
10.95175.8!— 0.775 
11.75  76.0— 0.832 
W.   -  7.32  76.5  -0.518 
7.50178.5  —0 
1  1.47  72  9 
14.37  70.1 
-1 1.62 

—  13.29 

W.  —  9.50  78.8  —0.677  —0.677 

—  10.26  81.3  -0.738  —0.738 
O.    —15.98  79.8  —1.148  —0.873 

—  15.88  83.21— 4.1511— 0.876 
Üas  östliche  linde  41 p  erniedrigt. 

+  19.22  72.0  +1.35  4  -+-1. 62«)  \ 
W.  +23.39  68. 7|  +  1. 640  +4.640|j 

+  22.84  70.41  +  1.606  +  1.606 
O.    +19.02  72.5  +1.341+1.616 
+  18.85  74.5  +1.337  +1.612 
W.  +22.00  77.0  +1 .576+ 1 .576  . 

+  21  28  79.5  +1. 534  +  1. 534|  -4-1.534 
+22.5G  70.9  +1.58<>  +1.589».  fitn 
O.   +19.42  68.7  +1.3561  +  4.631 

+  17.50  70.8+1.226  +1.501  +1.501 
+18.23  71.5  -r-1.280|+1.555j  +1.555 
+  15.82  77.0  +1.I27!  +  I.402[  +1.402 
+  16.60  77. 0|+1. 183  +1.458  +1.458 


-0.729-0:0574  (t-  11*0) 


+  1.63  4 


1.602 


Jedes  dieser  109  Nivellements  beruht  auf  je  zwei  Anhangungen 
des  Niveaus  in  den  beiden  entgegengesetzten  Horizonlalstellungen  des 
Fernrohrs;  nur  April  4,  11*8,  wurde  aus  Versehen  zwei  Mal  bei  Obj. 
S.  nivellirt  und  die  gefundene  Neigung  um  —  0P94  corrigirt ,  da  aus 
allen  Nivellements  eine  —  bis  auf  etwa  0?03  sichere  —  Differenz  von 
1 P88  zwischen  den  scheinbaren  Neigungen  bei  Obj.  S.  und  Obj.  N.  her- 
vorgieng  (i  N  kleiner  als  i  S  bis  April  1 1  ,  und  nachher,  nach  der  Ver- 
tauschung von  Objectiv  und  Ocular,  ebensoviel  grösser). 
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Die  beobachteten  i  zeigen  eine  ungewöhnlich  starke  Veränderlich- 
keil der  Neigung  des  Instruments.  Um  den  Gang  derselben  besser  an- 
schaulich zu  machen,  sind  in  der  Columne  »t  in  Zeit  für  Kr.  West«  die 
Zahlen  der  vorhergehenden  Columne  (beobachtete  scheinbare  Neigung 
in  Zeitsecunden)  alle  auf  die  Lage  des  Instruments  »Kr.  West«  reducirt 
angegeben,  indem  zu  den  bei  Kr.  0.  gefundenen  Wertlien  von  t,  -|-  0?275 
addirt  ist.  Diese  Differenz  ergibt  sich  nämlich  für  t  (W  —  0)  aus  27 
zur  Bestimmung  derselben  geeigneten  Umlegungen  zwischen  April  4 
und  24  und  weicht  nur  um  eine  nicht  zu  verbürgende  Quantität 
von  dem  Resultate  (-fr-  0-266)  von  17  vor  39  Jahren  vorgenommenen 
Umlegungen  ab. 

Ks  ist  nun  aus  dem  obigen  Tableau  zunächst  ersichtlich ,  dass 
während  der  ganzen  Beobachtungszeit  eine  rasch  fortschreitende  rela- 
tive Erhebung  des  östlichen  Endes  stattgefunden  hat,  deren  ostensibler 
Grund  das  Eindringen  der  am  Anfang  des  April  ungewöhnlich  stark 
(vom  Morgen  des  21.  März  bis  zum  Mittag  des  10.  April  von  der  Tem- 
peratur —  20°  C.  bis  -fr-  20°  C.)  zunehmenden  Wärme  in  das  Funda- 
ment des  Instruments  ist.  Der  besondere  Umstand,  dass  die  äussere 
Luft  (ausser  April  I  I  — 19)  durch  ein  zu  spät  beachtetes  Fenster  in  der 
Nähe  des  östlichen  Pfeilers  des  Meridiankreises  Zutritt  zu  diesem,  aus 
einem  bis  in  das  erste  Stockwerk ,  in  welchem  der  Kreis  aufgestellt  ist, 
hinaufreichenden  Gewölbe  bestehenden,  Fundament  hatte,  ist  Veran- 
lassung einer  neben  der  fortschreitenden  Aenderung  in  der  Neigung  er- 
sichtlichen täglichen  periodischen  geworden,  deren  Amplitude  an  hei- 
teren Tagen  etwa  1"ö  in  Bogen  betragen  hat.  Ausserdem  aber  sind 
endlich  noch  unregelmässige  Aenderungen  der  Neigung  vorgekommen, 
welche  grösstenteils  durch  Erschütterungen  der  Lager  beim  Umlegen 
verursacht  sein  werden,  obwohl  sich  gerade  an  den  Stellen,  wo  die 
sfürksten  Spränge  vorkommen,  April  10.  12*6,  April  13.  12*3,  April 
i9.  \  2h3  und  1  4*8,  April  21.  12-3)  im  Beobachlungsjournal  keine  solche 
notirt  finden. 

Das  häufige  Vorkommen  dieser  Sprünge  hat  es  unmöglich  gemacht, 
das  Gesetz  der  fortschreitenden  und  periodischen  Aenderungen  der 
Neigung  genauer  zu  ermitteln  und  mit  Anwendung  desselben  die  ver- 
schiedenen Nivellements  der  einzelnen  ßeohachtungstage  zu  einem  für 
die  Reduclion  anzunehmenden  Gesainmliesullal  zu  combiniren.  Es  blieb 
vielmehr  nichts  übrig,  als  für  jede  Gruppe  von  Beolwchtungen  die 
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Neigung  so  anzunehmen,  wie  das  nächstliegende  Nivellement  dieselbe 
angegeben  hatte,  oder  auch ,  so  lange  keine  zu  verbürgende  Aenderung 
erschien,  ein  gemeinschaftliches  Mittel  fUr  mehrere  Gruppen;  an  drei 
Stellen  endlich ,  wo  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Nivellements  eine 
sehr  nahe  der  Zeit  proportionale  Aenderung  zeigt,  ist  diese  Form  der 
Ausgleichung  derselben  gewühlt.  Die  Genauigkeit  der  Reductionen  auf 
den  Meridian  wird  übrigens  durch  die  notwendige  Trennung  der  Ni- 
vellements in  viele  verschiedene  Gruppen  nicht  wesentlich  beeinträch- 
tigt worden  sein ,  da  Dank  der  Constanz  des  Niveaus  die  einzelnen  Ni- 
vellements eine  grosse  Sicherheit  besitzen.  Der  mittlere  Fehler  eines 
einzelnen  findet  sich  nämlich  aus  den  Abweichungen  der  für  i  (Obj.  N.) 
—  i  ;Obj.  S.)  gefundenen  Wcrthe  von  ihrem  Mittel  für  A  ±  0?01ö,  für 
B  ±  0?038  (auf  einem  anderen  Wege  ergibt  sich  für  letztere  Zahl 
aber  der  durchschnittlich  wohl  richtigere  Werth  ±  0?028),  abgesehen 
von  dem  in  der  Verwandlung  der  Scalentheile  in  Winkelwerlhe  zu  bc- 
ftlrchlenden  mittleren  Fehler,  welcher  allerdings  für  die  grossen  vor- 
gekommenen Neigungen  nicht  ganz  unmerklich  sein  mag;  am  letzten 
Beobachtungstage  ist  dem  Instrumente  aber,  da  bis  dahin  negative  Nei- 
gungen vorgeherrscht  halten,  eine  so  starke  positive  Neigung  gegeben 
worden ,  dass  das  Mittel  aller  an  den  Beobachtungslagen  vorgekomme- 
nen Neigungen  nahe  =  0  und  das  Resultat  für  die  Lüngendifl'erenz  dem- 
nach von  dem  Einflüsse  eines  etwaigen  Fehlers  des  angewandten  Sealen- 
werlhes  frei  geworden  ist. 

Die  zur  Reduclion  angenommenen  Werthe  der  scheinbaren  Neigung 
für  Kr.  W.  sind  in  der  letzten  Columne  des  obigen  Tableaus  zusammen- 
gestellt. Die  scheinbaren  Neigungen  für  Kr.  0.  erhält  man  daraus  durch 
Subtraction  von  0? 275.4.  Diese  Differenz  ist  aber  nicht  die  reine  Wir- 
kung der  Ungleichheit  der  Zapfendurchmesser ,  sondern  aus  dieser  und 
dem  Kinfluss  der  Mehrbelastung  des  einen  Pfeilers  durch  den  Kreis  und 
das  zu  demselben  gehörige  Gegengewicht  zusammengesetzt.  Zur  Er- 
mittelung des  Antheils  der  letzteren  wurden  einige  Experimente  —  theils 
Nivellements,  theils  Polarsternbeobachtungen  bei  verschiedenen  Be- 
lastungen eines  Pfeilers  mit  Gewichten  von  4  bis  19  Kilogramm —  ange- 
stellt, welche  eine  nahezu  der  Mehrbelastung  proportionale  Aenderung 
der  Neigung  anzeigten.  Für  die  Umsetzung  einer  Mehrbelastung  von 
5.3  Kilogramm,  welchrr  der  Kreispfeiler  während  der  Längcnbeslim- 
mung  unterworfen  gewesen  ist,  folgte  daraus  eine  Aenderung  von 
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0?I79  (bei  i  =  4  5p  und  L  =  701)  =  0?013.4;  die  Ungleichheit  der 
Zapfen  würde  demnach  allein  eine  Differenz  in  den  scheinbaren  Nei- 
gungen von  W.  —  0.  =  -4-  0?289  hervorgebracht  haben,  und  die 
wahre  Neigung  wird  damit,  indem  die  Zapfenlager  Winkel  von  72°, 
die  Niveauarme  solche  von  90°  haben,  =  der  scheinbaren  +  0?066 

für  Kr.  \™;\. 

Die  demnach  zur  Reduction  der  Gotbaer  Beobachtungen  angewand- 
ten Werthe  der  wahren  Neigung  sind  folgende. 


April. 

Neigung  fur 

Kr.  Ost. 

.  ... 

Kr.  West. 

April. 

Neigung  für 

Kr.  Ost. 

Kr. West. 

1     ■  ■  ■ 

4. 

a  l  rs.  tmn.  O.  C. 

— 0?093 

1  7. 

1  { jh- 

■    A  .  A  "  1 

+ 1 1 "  0  •  >  l 

Abduls 

A     Q  (  H 

—  0.2*5 

—o:l02 

Urs.  min.  U.  C. 

+  0.II2N 

<j 
/. 

et  Urs.  min .  O.  C. 

A  J/iA 

—  0.290 

lUu.-St.  II. 

—  O.rO-J 

A  A'l  A 

— 0.030 

i  i,„„,i„ 

A  CID 

— 0. t IS 

Pol.  n. 

—  0.2-1? 

o 
O. 

a  Lrs.  tum.  ().  L. 

—  0.383 

1 5^6  —  1 5*9 

—  0.2  *  i 

ohu       l nhj 
il.O  —  1  it.z 

A     '    1  i  ■ 

—  0.  »- 1  6 

18. 

715 

—  0.1  12 

z 

rol.  1. 

—  0..x2 

A     1  Q  41 

—  0.42.1 

Abends 

— 0.1  87 

A  Ali 

—  0.0  \\ 

1  i)h7  II  h0 

—  0  -\H\ 

a 

l'rs.  min.  O.  C. 

 0  91  R 

Reg. -Sterne 

-0.60G 

-0.479 

19. 

9>.'N  —  1  210 

-0.360 

-0.217 

er  Urs.  min.  U.  C. 

—  0.498 

1  2.2  —  14.5 

-0.087 

i]  Urs.  maj. 

—0.514 

14.5  —  15.3 

-0.327 

8/9. 

o  I  i    min.  O.  C. 

— 0.604 

—  0.461 

15.4  —  15.9 

-0.658 

9. 

Abends 

-0.664 

-0.521 

a 

I  i  s.  min.  O.  C. 

-0.715 

-0.572 

a  Urs.  min.  O.  C. 

—0.505 

20. 

715 

-0.523 

10. 

f)hS  —  1  210 

—0.712 

—  0.569 

Abends 

-0.711 

-0.598 

12  1  —43.7 

-0.877 

u 

Urs.  min.  O.  C. 

-0.974 

-0.831 

a  Urs. min.  O.G. 

-0.889 

—0.938 

21. 

715 

-0.737 

II. 

Abends 

■4-0.252 

+  0.395*) 

Anize-  u.  Obr-St. 

— 0.8SI 

-0.786 

a  Urs.  min.  0.  C. 

+  0.270 

Pol.  r. 

-0.895 

-0.766 

IS. 

Abends 

—0.817 

+  o.29i 

Reg. -Sterne 

—4.048 

-0.812 

er  Urs.  min.  O.  C 

—0.689 

a 

Urs.  min.  U.  C. 

-1.070 

Ii. 

Abends 

—0.75 

n 

Urs.  maj. 

-1.092 

15. 

er  Urs.  min.  0.  C. 

-4-0.396 

23. 

« 

Urs.  min.  O.  C. 

+  1.425 

+  1.568 

16. 

715 

+  0.350 

24. 

Ab.  bis  1218 

+  1.393 

+4.536 

Ab.  bis  1210 

-4-0.251 

+0.117 

aUrs.m.u.aVirg. 

+1.489 

a  Urs.  min.  U.  C. 

+0.005 

a 

Urs.  min.  O.  C. 

+  1.101 

+4.541 

«  Urs.  min.  0.  C. 

+0.1  IS 

25. 

Abends 

+  1.292 

17. 

7l5 

+  0.039 

27. 

Abends 

+4.493 

9*4]  —  1 2l0 

-0.145 

-0.002 

a  Urs.  min.  O.  C. 

+  1.249 

•)  Die  für  diesen  Abend  angenommenen  Neigungen  entsprechen  der  scheinbaren 
+  0*461  für  Kr.  VV\,  welcher  Werth  an  Stelle  des  oben  gegebenen  Mittels  +  0U7* 
zunächst  aus  Versehen  angewandt,  aber  absichtlich  nicht  verbessert  wurde,  weil  das 
April  II.  Uli,  ausgerührte  Nivellement,  welches  die  grösste  Neigung  für  diesen  Abend 
gegeben  hatte,  weniger  sicher  schien. 
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Mit  diesen  Neigungen  geben  die  Umlegungen  folgende  Werthe  an, 
aus  denen  der  Collimationsfehler  c  abzuleiten  ist  : 


Stern. 


Pol.  I.  ü.  C. 
Pol.  II.  U.  C. 
Pol.  I.  ü.  C. 
er  Urs.  min. 
Pol.  I.  U.  C. 
Pol.  1.  U.  C. 
er  Urs.  min. 
Pol.  I.  ü.  C 


|  SecundedcrDitrch^angs- 
zeit  durch  den  Miltelfadon. 


Kr.  0. 
W. 
0. 

w. 

w. 

o. 

w. 

o. 

(). 

w. 

w. 

o. 

vv. 

o. 

o. 

w. 


2Ü85 
34.00 
29.04 
39.53 
33.70 
23.83 
35.93 
68.89 
23.92 
32.84 
33.27 
23.01 
46.98 
73.87 
36.00 
45.67 


5  F. 

40 

II 

6 

»  1 

6 

II 

7 

II 

9 

1» 

10 

»f 

41 

»  • 

7 
9 

•  1 
1 1 

5 

II 

5 

II 

10 

>  ' 

40 

II 

O 

1» 

8 

»» 

rvci. 

Gew,  c. 

für  i. 

m  T  2c  sec.  rf. 

-+-  2?22] 
•4-  0.93J 

7!86 

4  3.33 

-+-  2.72\ 
+  4.13/ 

-1-  8.30 

42.00 

-1-  3.84] 
■4-  5.4  4/ 

-4-  8.60 

4  5.75 

—  4  4.8i] 

—  19.441 

-28.36 

20.95 

-4-  6.02] 
-4-  4.771 

-+-  7.67 

4  5.75 

-1-  5.16] 
-f-  6.461 

-4-  8.96 

40.00 

—30.19] 
-28.62/ 

-28.46 

20.00 

  2.29] 

-  3.58/ 

4-  8.38 

42.31 

Am  13.  April  wurden  Ocular  und  Objectiv  vertauscht  ,  der  Colli- 
mationsfehler demnach  ein  anderer.  Die  weiteren  Werthe  sind: 


Stern. 


Secundcder  Durchgangs- 
zeitdurch  den  Miltclfadcn 


47. 

Pol.  I.  U.  C. 

Kr.  W. 

8-13 

8 

O. 

3.88 

5 

4  8. 

Pol.  I.  U.  C. 

O. 

1.98 

8 

w. 

6.26 

4 

a  Urs.  min. 

w. 

34.98 

4  3 

0. 

48.53 

10 

19. 

Pol.  I.  U.  C. 

0. 

4.52 

8 

w. 

8.39 

3 

Pol.  II.  ü.  C 

w. 

14.31 

5 

0. 

13.23 

4  0 

er  Urs.  min. 

0. 

42.62 

13 

w. 

27.72 

10 

20. 

Pol.  I.  0.  C. 

w. 

15.07 

5 

0. 

9.43 

8 

er  Urs.  min. 

w. 

31.98 

12 

0. 

48.66 

9 

24. 

Pol.  1.  ü.  C. 

0. 

10.03 

5 

w. 

4  3.92 

7 

23. 

er  Urs.  min. 

0. 

20.35 

8 

w. 

6.64 

10 

24. 

Pol.  I.  U.  C. 

w. 

3i.1l 

5 

0. 

28.89 

10 

et  Urs.  min. 

w. 

6.49 

8 

0. 

23.67 

13 

II 
1 1 
It 
II 
>  I 
II 
II 

II 
II 

II 
II 
II 

II 
I« 
II 
I» 
l> 
II 
II 
II 
II 
II 
'I 


Correcl. 
für  i. 

+  0?02] 
-I-  1.31/ 
+  1.691 
+  0.40/ 

-  2.32] 

-  6.921 
-4-  3.26] 
-I-  1.96) 
-I-  3.63] 
-I-  7.30/ 
-23.01] 
-18.41/ 
-4-  5.42] 
-I-  6.72/ 
-26.75] 
-31.351 
-4-  7.99] 
-4-  7.12) 
-r-45.87] 
-4-50.47) 
-13.93] 
-12.64) 
-»-49.69] 
-4-45.09) 


W.  — 0. 
s  :p  2c  sec  3. 

Gew.c. 

-»-  2?96 

12.31 

+  2.99 

10.67 

-11.95 

22.61 

-4-  2.57 

8.73 

-  2.59 

43.33 

-  9.30 

22.61 

-1-  4.34 

12.31 

-12.08 

20.57 

-4-  3.02 

14.67 

-9.11 

17.78 

-f-  3.93 

13.33 

-12.88 

19.81 
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Als  Gewichtseinheit  ist  für  die  Zahlen  der  letzten  Colomne  das 
Gewicht  eines  Fadenantritts  des  betreffenden  Sterns  angenommen.  Es 
haben  sich  aber  für  die  mit  cos  S  multiplicirten  mittleren  Fehler  eines 
Antritts  der  Polsterne  am  Gothaer  Instrument  folgende  Werthe  ergeben: 
für  P.  I.  A  =  ±  0^0453  ;  p  =  4.22  B  —  ±  0^0661  ;  p  =  0.57 
P.  n.  0.0538  0.86  0.0924  0.29 

«U.m.  0.0397  1.59  0.0403  1.54 

Die  vorhin  angegebenen  Gewichte  sind  hiernach  mit  den  Zahlen  p  zu 
multipliciien,  wenn  man  für  die  Gewichtseinheit  einen  mittlem  Fehler 


5  annehmen  will 

,  und  man  erhiilt : 

April  4.  I.  c 

=  —  0M14 

G  = 

16.3 

G 

=  4.8 

II. 

—  0.274 

10.3 

4.1 

8.  I. 

—  O.JIJ 

19.2 

5.1 

«  Urs. 

—  U..J49 

33.3 

5.7 

9.  I. 

—  0.306 

19.2 

5.1 

10.  I. 

—  0.357 

12.2 

4.3 

«  Urs. 

—  0.350 

31.8 

5.6 

11.  I. 

—  0.334 

15.0 

4.7 

April  17.  I.  c 

=  —  0.118 

G  = 

7.0 

G 

=  3  5 

18.  I. 

-  0.119 

6.1 

3.2 

«  Urs. 

-  0.147 

34.8 

5.7 

19.  I. 

—  0.103 

5.0 

2.9 

(II. 

■+-  0.085 

3.9 

«  Urs. 

—  0.114 

34.8 

5.7 

20.  I. 

-  0.173 

7.0 

3.5 

«  Urs. 

—  0.149 

31.7 

5.6 

21.  I. 

-  0.120 

6.7 

3.4 

23.  «  Urs. 

—  0.1  II 

28.3 

5.6 

24,  I. 

—  0.157 

16.2 

4.8 

«  Urs. 

—  0.158 

31.5 

5.7 

Das  Zeichen  von  c  gilt  für  Kr.  Ost.  Die  nach  den  Gewichten  G 
genommenen  Mittel  sind  —  0-336  und  —  0-136;  die  Abweichungen 
von  denselben  geben  aber  durch  ihre  Grösse  zu  erkennen ,  dass  neben 
den  Beobachlungsfehlern  der  Antritte  noch  eine  andere  Fehlerquelle, 
und  zwar  in  stärkerem  Grade  als  jene,  auf  die  Bestimmungen  von  c  ein- 
gewirkt hat  ;  wahrscheinlich  sind  beim  Umlegen  jedes  Mal  kleine  Ver- 
stellungen der  Lager  vorgekommen.  Als  mittlerer  hiervon  herrührender 
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Fohler  eines  c  findet  sich  ±  0"<M9  und  damit  das  Gewicht  =  ff 

=  0.0502 :  (0.0192  -G— )  ,  und  die  wahrscheinlichsten  Mitlel  für  c 
werden : 

bis  April  11:  —  0M30  mittl.  Fehler  ±  0?008 
von  April  13  an:  —  0.135  „  „  ±  0.007 
Dabei  ist  aus  der  zweiten  Gruppe  das  ganzlich  abweichende  Re- 
sultat der  Beobachtung  von  Polstern  N  am  19.  April  ausgeschlossen. 
Da  die  Beobachtung  selbst  nach  der  Uebereinstimmung  der  in  den  bei- 
den Lagen  erhaltenen  5  resp.  1 0  Faden  durchaus  sicher  ist,  muss  ange- 
nommen werden ,  dass  durch  die  Umlegung  eine  beträchtliche  Verände- 
rung des  Azimut ! i >  veranlasst  ist ,  was  um  so  wahrscheinlicher  ist ,  als 
zugleich  nach  der  Umlegung  in  den  Nivellements  ein  Sprung  von  fast 
drei  Theilen  erscheint. 

Bei  der  Reduclion  sind  statt  der  obigen  Mittel  die  Werthe 
c=  —  0?329  und  — 0M31  angewandt,  welche  anfangs  nach  einer  vor- 
laufigen Rechnung  gefunden  waren. 

Die  zur  Ableitung  der  Azimuthe  aus  den  Polarstern-Beobachtungen 
nothwendigen  Uhrcorrectionen  sind  aus  allen  während  der  Längenbe- 
Stimmung  gemachten  Beobachtungen  der  Fundamentalslerne  (der  Tabu- 
lae  Red.)  und  der  unter  den  Längensternen  ausserdem  vorkommenden 
Sterne  des  Nautieal  Almanac- Katalogs  n,  l  und  %  Leonis  und  tj  Virginis 
durch  wiederholte  Annäherung  berechnet.  Für  die  eben  genannten  vier 
Sterne  sind  die  um  0?021  vergrösserten  Reclascensionon  des  Green- 
wicher  Seven- Year-Catalogue  angewandt,  indem  zu  den  Oerlern  des 
Nautieal  Almanac  folgende  Correctionen  hinzugefügt  wurden : 

TT  Leonis  0?023 
l  Leonis  +0.047 
X  Leonis  0.009 
i]  Virginis  ■+■  0.066 
Mit  Berücksichtigung  dieser  Correctionen  finden  sich  folgende  Unter- 
schiede zwischen  den  Uhrcorrectionen  aus  Registrirbeobachtungen  und 
den  Uhrcorrectionen  nach  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen: 
für  A.  April  4.  A^)  —        [A.O]  =  —  0?35 
8.  -  0.43 

10.  -0.41 

11.  —0.45 
24.  —  0.45 


Digitized  by  Google 


256 


AlWKRS  UND  BrüHNS, 


[32 


für  B.  April  16.  &U{K)  —  /\V (A.O)  =  —  0?25 

19.  -  0.31 

20.  -  0.25 
81.  -0.51 

im  Mittel  —  0142  für  A.  und  —  0^33  für  It.  Diese  Differenzen  niussten 
hier  aufgeführt  werden,  weil  sie,  wie  sich  spater  zeigen  wird,  für  die 
Beurtheilung  einer  Gruppe  von  Beobachtungen  von  Wichtigkeit  ge- 
worden sind.  —  Mit  Benutzung  derselben  ergaben  sich  die  zur  Be- 
rechnung der  Azimuthe  anzunehmenden  Uhrcorrectionen  (für  Beobach- 
tungen nach  dem  Gehör}  und  die  taglichen  Uhrgange,  wie  folgt: 


April. 

Ihrzl. 

Corr. 

Gau«. 

April. 

Uhrzt. 

Corr. 

Gang. 

4. 

1  lh!> 

-  7154 

-  0!26 

-  0.61 

17. 

10*0 

-  15718 

—  I!45 

m 

im 

9.9 

—  8.29 

18. 

'  9.5 

—  16.31 

—  0.88 

—  1.02 
_  1.27 

—  0.7: 

8. 

14.6 

-  8.9i 

19. 

12.1 

—  17.29 

0.6 

—  9.01 

-  0.50 

20. 

10.5 

-  18.24 

9. 

10.5 

—  9.42 

-  0.61 

21. 

10.2 

—  19.49 

0.6 

—  9.66 

—  o.r,5 

23. 

0.6 

—  14.94 

10. 

11.5 

—  9.99 

—  0.59 

2i. 

11.5 

-  15.18 

—  0.57 

0.6 

-  10.25 

-  0.90 

0.6 

-  15.51 

-  0.60 

44, 
14. 

44.5 
9.9 

—  10.89 

—  13.30 

-  0.82 

-  0.66 

-  0.57 

25. 
27. 

10.4 
10.7 

—  15.78 

-  17.04 

-  0.63 

16. 

9.9 

-  14.61 

0.6 

-  17.62 

Am  22.  April  wurde  die  Uhr  angehalten  und  der  Contact  gereinigt, 
weil  am  Abend  vorher  der  elektrische  Apparat  einige  Mal  versagt  hatte; 
der  Stand  wurde  dabei  6  —  V  geändert.  Die  Uhr  ist  nicht  unbeträcht- 
lich übercompensirt .  welchem  Umstände  auch  die  Schwankungen  in 
den  eben  aufgeführten  täglichen  Gängen  entsprechen,  sowie  das  kleine 
durch  die  Beobachtungen  von  u  Uassiopeiae  (0*6)  angedeutete  Zurück- 
bleiben von  vielleicht  0M  gegen  die  Abendstande,  welches  jedoch, 
wenn  es  auch  reell  sein  sollte,  nicht  die  Möglichkeit  eines  stärkeren  Vor- 
eilens  in  Folge  der  Ungleichheit  der  Warme  Wirkungen  auf  die  Pcndd- 
stange  und  das  Quecksilber  gerade  wahrend  der  abendlichen  Beobach- 
lungszeilen  ausschliessl,  von  welchem  sich  bei  der  Ableitung  der  Lan- 
gendiflerenzen  Spuren  gezeigt  haben. 

Mit  den  angegebenen  Wcrthen  der  Neigungen ,  Collimationsfehler 
und  Uhrcorrectionen  verbessert  und  mit  Berücksichtigung  der  täglichen 
Aberration  (Corr.  der  AR.  ±0?53  für  «  Urs.  min.  C,  —  0MO  für 
Polst.  I.  U.  C.  und  —0-20  für  Polst.  II.  U.  C.)  sind  nun  die  Beobach- 
tungen der  Polsternc  mit  den  für  letztere  angenommenen  Rectascensionen 
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verglichen,  nachdem  fiir  die  in  zwei  Lagen  beobachteten  Durchgänge 
Mittel  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl  der  in  jeder  Lage  beobachteten  Fäden 


gebildet  waren,  und  haben  folgende  Werthe  des  Azimulhs  k  gegeben: 


April. 

Stern. 

Stit. 

k. 

April. 

Stern. 

Stzt. 

k. 

z. 

er  i  rs.  min. 

4.6 

.  «Hl  1« 
■+■  U:41.i 

1  0. 

«  Ui s.  min. 

1.2 

2^270 

c 

*. 

er  Urs.  min. 

i  j 

-f-  O.oNO 

1,. 

1 

l. 

Int 

2.532 

1 

■  • 

10  i 

0  301 

rf  ITr<  mit) 

13  2 

2.520 

a  Its  min 

19  2 

-4-  0  401 

j] 

11  • 

15  4 

2.570 

II. 

V  V«  V 

-l-  0  370 

48 

1 

1  » 

10  4 

1  1  r 

_ 

2.216 

7. 

er  Urs  min 

1  2 

■+-  0  466 

/v  Urs  min 

%Jm     V  J  1  »  »  •      III  1  II  • 

1 .2 

- 

2.3S3 

l, 

4  0  4 

■4-  0  359 

19 

1 

10.4 

- 

2.558 

8. 

a  Urs.  min. 

1.2 

■+■  0.316 

a  Urs.  min. 

13.2 

2.897 

I. 

4  0.4 

-h  0.364 

II.  W. 

15.2 

— 

2.720 

er  Urs.  min. 

4:4.2 

-1-  0.251 

II.  0. 

15.5 

3.355 

er  Urs.  min. 

1.2 

-+-  0.420 

er  Urs.  min. 

1.2 

3.275 

9. 

I. 

10.4 

-»-  0.389 

20. 

I. 

10.4 

3.45  4 

a  Urs.  min. 

1.2 

-t-  0.  493 

er  Urs.  min. 

13.2 

3.530 

10. 

I. 

10.4 

-f-  0.449  I 

er  Urs.  min. 

1.2 

3.458 

er  Urs.  min. 

13.2 

-4-  0.329 

21. 

I. 

10.4 

3.  433 

er  Urs.  min. 

1.2 

-1-  0.192 

or  Urs.  min. 

13.2 

3.813 

n. 

I. 

10.4 

0.117 

i ;. 

a  Urs.  min. 

1.2 

3.708 

er  Urs.  min. 

13.2 

—  0.074 

24. 

1. 

10.4 

3.686 

er  Urs.  min. 

1.2 

-f-  0.054 

er  Urs.  min. 

13.2 

3.654 

13. 

er  Urs.  min. 

13.2 

—  2.632 

0  Urs.  min. 

1.2 

3.714 

er  Urs.  min. 

1.2 

-  2.358 

25. 

I. 

10.4 

3.881 

45. 

er  Urs.  min. 

1.2 

—  2.170 

27. 

I. 

10.4 

3.788 

46. 

I. 

10.4 

—  2.240 

a  Urs.  min. 

3.749 

er  Urs.  min 

13.2 

-  2.486 

• 

Die  k  sind  an  den  Stellen  durch  Striche  in  Gruppen  getrennt,  wo 


die  Neigung  corrigirt  wurde,  wobei  in  der  Regel  eine  kleine  Verstellung 
im  Azimuth  vorkömmt  (dieselbe  wurde  April  11  =  —  0M6,  April 
23  =  0  geschützt).  Ausserdem  kommen  noch  Sprünge  vor,  welche  mit 
Sprüngen  in  der  Neigung,  die  beim  Umlegen  entstanden  sind,  Cor- 
res pondiren ,  so  von  2-6  am  13.  April  12H)  und  von  0?6  am  19.  April 
1 5*3.  Eine  Aenderung  des  Azimuths  von  täglicher  Periode  ist  zwar  sehr 
deutlich  ausgesprochen,  der  vielen  daneben  vorgekommenen  unregel- 
mäßigen Aenderungen  wegen  aber  nicht  weiter  zu  verfolgen.  Ungefähr 
wird  die  Amplitude  der  Schwankung,  etwas  grösser  als  bei  der  Neigung, 
2''3  betragen,  wahrend  die  grösslen  Elongalionen  etwa  den  Culminationen 
von  «  Ursae  min.  zu  entsprechen  scheinen.  Unter  diesen  Umstünden 
schien  es  am  gerathensten,  die  Ausgleichung  der  beobachteten  Azimulhe 
graphisch  vorzunehmen  und  für  jede  Gruppe  von  Beobachtungen  das 
auf  diese  Weise  für  die  Milte  der  Zeiten  bestimmte  A/imulh  anzuwen- 
den. Die  benutzten  Werthe  sind  folgende: 

Abhau.ll.  d.  K.  S.  r>*rlbt4.  .1.  WlHcMcb.  Xlll  47 
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L        Ai.  O  t  ä  .  1  AkQ 
*.      y?n  l)IS  1  U»2 

f.         .  n.  1  1 

April  17 

1  1  '.'G  bis  1 2,l0  k 

_  r-ll  Q  *j9 

1  A  T          1  1  fl 

1 U.  /  ,,  1 1  .u 

■  Ata 

12.1  12.7 

 £.>)•* 

Iii:        i  j 

■  All 

-+-U.M 

14.0  „  14.4 

 Z.OO 

1  2. 1        1  z.7 

•   A   t  A 

14.0  M  14.9 

 Z.OO 

14.8  ,,  lo.z 

-+■0.3  i 

1Ö.G  „  15.9 

9  RR 
 Z.OO 

1  O.O   ,.    1  O.V 

.  A  Oft, 
+-U.OU 

1 8.  a  Geminor. 

—  2. 1  0 

/.   y.o  ,,  iu.u 

,  n  )"7 

+U.O  i 

(IHK  hic  1  nh? 

y . a  1)1S  IW  Z 

—  Z.  1  O 

x.    9.8  ,,  10.2 

■  a  •>  r: 
-+-U.3o 

lütt  HU 
IV.O  „    1  1  .U 

—  2.2.) 

1 U.  /   „    II  .U 

-HU.  3  + 

i 

«18       10  8 

—  z.o  / 

II  i        i  ■>  n 
1  1 .0  .,   1  Z.U 

■  a  gq 
+-U.33 

IA  7           II  A 

—  2.ui 

ig  i           i  a  1 

11.1  lz.7 

•  A  Q  O 

-f-U.33 

1  1  .O    ,,    1  Z.U 

—  Z.U.) 

»;Urs.  maj. 

■    A  '1 .) 

12.-    ,,  12./ 

 Z.U» 

«  Cassiop. 

.   A  •Iii 

-+U.3« 

tj  LI  IS.  IU.IJ. 

—  2.  /o 

9.    9'.'8  l>l>  1  U'.'z 

•   A    1  A 

-+■11.  III 

1  INI  hia  1  Ahl 
1  *  .U  Dl»  1  ♦V* 

a  "~a 
—  2  i9 

1  U.  1    ,,    1 1.0 

.    A  '1(1 

-+-U.O  J 

1  1   tt           1  1  Q 

—  Z.8U 

«  Cassiop. 

■+-U.48 

1.I.U  ,.  lo.z 

.)  O  1 

—  2.81 

1  U.    VJ-8  In»  1  U.z 

•+-0.4Ü 

1  .».u  ,,  10.0 

1  •)  R 
 O.OO 

1  U.7   ,,   1  1 .() 

■  All 

IA 
ZU. 

/..>  1.0 

—  3.38 

1  1    />  (JA 

1  l.ü  ,.   1  z.U 

■   1\  •)  A 

-1-0.39 

u  si        in  j 

y.o  ..  iu.z 

O  II 

—  3.44 

19  1          1  •)  T 

1  Z.  1    ,,  Ii./ 

.  a  *}  ä 
— f—  II.  .*  rs 

i  a  "7       i  i  n 
1  U.7  ,,   1  1  .U 

•)  1  c 

—  3. 4b 

ij  Urs.  maj. 

-+•0.3.) 

IIA           |  .)  A 

1  1  .U    ,.     1  Z.U 

.1  CO 

— 3.48 

«  Lassiop. 

.   A    1  A 

-4-0  1  9 

19  1           1  '«>  1 

li.l    ,.   1  z.  / 

— 3.o0 

i  i      niiu  l.:  -  i  ith>) 
1 1 .   \tin  hl»  1  U'.'z 

•  All 

■+-U.  1  1 

FT  * 

ij  Urs.  maj. 

 tJ.Oü 

in  fl  IIA 

1  U.  i    ,,   1  1  .u 

■  Alt 

■+-U.1  1 

21 . 

T^i   1,:-  TThi> 

7-4  his  7  u 

—  3.42 

1  1 .0  ,,    1  Z.U 

■    A  M  A 

+-U.U9 

A  U           1  A  9 

9.8  ,,  10.2 

— 3.45 

Ida           1  .1  T 

1  z.t  ,,  1  2.7 

.    A  ATT 

+-U.U7 

10.7      1 1 .0 

— 3. 40 

Urs.  maj. 

A  A  A 
U.UU 

11.0  „  12.0 

—  3. ol 

i  •>   Ii  >><:  i..~  •  i  .)>' a 
•  •).  1  1  U  U\t>  1  2  -U 

A  AT  . 

—  U.U  i  . 

12.1  ,.  12.7 

— 3.00 

1  .)    1           1  .)  "7 

1  Z.  *   ii    1  Z.  1 

—  z.u  1 

tj  Urs.  maj. 

— ^.83 

1  *.    9.8  ,,  IU.U 

23. 

«  Cassiop. 

—  3./0 

IG.      i.*    ,,  i.O 

—  2.  1  o 

24 

9'j8  bis  1 0-2 

— 3.69 

9.8  ,.  10.2 

—  2.22 

10.7  „  1  1.0 

—3.08 

10.7  „  11.0 

—  2.20 

11.G  „  12.0 

—  3.07 

11.6  „  11.7 

—2.32 

12.1  „  12.7 

-3.GG 

*i  Urs.  maj. 

—  2.48 

rt  Virginis 

—  3.05 

17.  7*4  bis  7*6 

—  2.34 

u  Cassiop. 

-3.70 

9.8  ..  10.2 

—  2.4G 

25. 

I0'.'7  bis  1  PO 

-3.88 

10.7  .,  11.0 

—  2.50 

In  Leipzig  sind  die  Noi^imsten  mit  dorn  Aulsal/nivoan  iiiniiilldhar 
für  die  Minsiellungen  des  Instruments  auf  die  Zenitlidislanz  des  Pols  und 
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Bestimmung  des  Längenuntirschiedes  etc. 
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eine  entsprechende  südliche  bestimmt.  Die  Mitlei  aus  je  zwei  solchen 
Bestimmungen ,  zwischen  denen  kein  beständiger  Unterschied  merklich 
ist  (der  aus  den  68  Nivellements  für  die  Längenbeslimmung  folgende 
Werth  N. — S.  =  +0?09  =  +  0^040  ist  wenigstens  kaum  dem  Zeichen 
nach  zu  verbürgen),  sind  folgende: 


April. 

■*'  mml 

Stzt.  jNon.  Beob.  i. 

Für  N.  W. 

April. 

Stzt. 

Non. 

Beob.  i. 

- -----  . 

Für  N.  W. 

2. 

9*5 

W 

— 4P68 

—  1P68] 

IU.O 

 1  ML4 

—  i :  <*u 

17. 

11*9 

■ 

o 

+2P01 

— 3P67 

14.4 

0 

-1-4.25 

-1.43] 

12.6 

w 

-4.31 

—  4.34 

•42*9  -3P86 

4. 

9.5 

w 

—2.07 

-2.07 

14.2 

-4.00 

—  4.00 

14.1 

0 

-1-3.40 

-2.28 

44.8 

o 

+2.31 

-3.37 

II.« 

-»-3.55 

—2.13 

1  i.* 

—  i .  /  u 

46.0 

w 

—3.86 

— 3.86J 

12.3 

w 

—4.30 

—  1.30 

18. 

4.0 

—3.89 

 3.89 

4.4  -3.93 

14.0 

-4.45 

-4.45 

1.2 

0 

+  1.70 

 3  98 

15.9 

0 

-1-4.05 

-4.63 

19. 

9.7 

+  1.71 

—3.97 

6. 

9.7 

-1-2.87 

—2.84 

9.7 

-2.81 

11.1 

w 

—3.86 

—3.86 

8. 

9.7 

+2.47 

—3.21 

14.8 

—  4.04 

—  4  04 

11.4 
11.8 

w 

-3.46 
-2.90 

—3.16 
—2.90 

14.2 

— o.uz 

12.6 
13.8 

0 

w 

+  1.88 
-3.44 

-3.80 
-3.44 

•43.0  -3.67 

12.3 

0 

+2.85 

-2.83 

14.2 

0 

+2.30 

—3.38 

9. 

9.5 

w 

—3.22 

—3.22) 

40.3 

—  O .  u  f 

14.8 

w 

—3.35 

—3.35 

44.4 

0 

+2.22 

-3.46J 

16.0 

0 

+2.18 

—  3 . 50 

10. 

9.5 

w 

—3.67 

-3.67» 

1.2 

+1.98 

-3.701 

■  4.3  -3.66 

14.1 

0 

+2.05 

—3.63 

.11.2 

-3.44 

1.5 

w 

—3.62 

—3.621 

41.8 

+1.99 

-3.69 

20. 

9.6 

-3.45 

-3.45 

12.3 

w 

-2.78 

-2.781 

14.4 

0 

+  2.09 

—3.59 

14. 

9.5 

0 

+2.55 

—3.13 

11.8 

+2.26 

-3.42 

►4  4.8  -3.32 

11.1 

w 

—3.02 

—3.02 

4  4.2 

-3.65 

12.5 

w 

—3.27 

—  3.87 

11.8 

—2.05 

—2.05 

13.81  O 

+2.81 

-2.87 

12.3 

0 

+3.27 

-2.4lJ 

21. 

9.7 

+2.30 

-3.38 

13.144.« 

w 

—3.19 

—3.49 

44.4 

w 

-3.44 

-3.44 

12.6 

0 

+4.60 

-4.08M2.7 

-3.80 

14.8 

-3.11 

-3.44 

4  4.8  -3.20 

13.7 

+  4.54 

-4.14 

12.6 

0 

+2.69 

—2.99 

45. 

10.6 

w 

-4.44 

-4111 

42.4 

-4.20 

13.8 

w 

—3.12 

—3.42 

13.7 

o 

+  1.38 

-4.30 

24. 

7.7 

—3.78 

-3.78 

16. 

9.6 

+2.05 

—3.63 

10.2; 

—3.60 

—3.60 

11.1 

w 

—3.82 

—3.82 

•40.8 

-3.78 

10.6 

0 

+2.25 

—3.43 

10.9  -3.33 

11.8 

—3.89 

—3.89 

11.1 

+277 

-2.94 

1.7 

-3.87 

-3.87 

1.7 

-3.87 

12.3 

w 

-2.80 

-2.80 

17. 

9.7 

-3.90 

-3.90 

13.7, 

-3.44 

-3.44 

144.4 

0 

+4.78 

-3.90 

I 

Da  der  Aufsuchungskreis  des  Instruments  am  westlichen  Pfeiler 
fest  ist,  werden  die  beiden  Lagen  durch  diejenigen  eines  am  durch- 
bohrten Ende  befindlichen  Nonius  unterschieden.  Für  die  Differenz  der 
scheinbaren  Neigungen  in  beiden  Lagen  geben  die  vorstehenden  Nivelle- 
ments O.— W.  =  -4-  5?62  (=  ■+-  0?62),  während  aus  einer  grösseren 
Anzahl  früherer  Bestimmungen  H-  5?68  folgt,  mit  welchem  Werthe 

Alles  zunächst  auf  die  Lage  Non.  West  reducirt  ist.    Die  reducirten 

47* 
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Werthe,  deren  Mittel  für  jeden  Tag  in  der  letzten  Columne  augegeben 
sind,  zeigen  eine  langsam  fortschreitende  Veränderung  an,  und  zwar 
ist  das  Ost- Ende  mit  der  Temperatur  gestiegen.  Daneben  zeigen  sich, 
da  auch  in  Leipzig  die  äussere  Luft  Zutritt  zum  Fundamente  gehabt  hat, 
Spuren  einer  täglichen  Periode,  indem  fast  an  jedem  Abend  ein  zwar 
geringes,  aber  entschiedenes  Steigen  des  Ost-Endes  beobachtet  ist,  wel- 
cher Gang  dem  fortschreitenden  in  der  ganzen  Reihe  nicht  widerspricht, 
da  das  tägliche  Temperalurmaximum  des  Fundaments  wohl  erst  auf 
späte  Nachtstunden  gefallen  sein  wird.  Zur  nahen  Darstellung  der 
zwischen  7*7  und  1 6V0  vertheilten  abendlichen  Nivellements  ist  es  aus- 
reichend ,  das  Steigen  der  Zeit  proportional  und  für  alles  Abende  gleich 
stark  anzunehmen ,  unter  welcher  Voraussetzung  sich  die  stündliche 
Veränderung  der  Neigung  während  dieses  Zeitraums  =  ■+■  OyOOi 
=  ■+-  0-0103  ergibt.  Mit  diesem  Werthe  sind  aus  den  oben  angeführ- 
ten Mitteln  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Neigungen,  welche  eine 
vorzügliche  Sicherheit  besitzen ,  obwohl  die  Genauigkeit  der  einzelnen 
Nivellements  etwas  durch  eine  starke  Veränderlichkeit  der  Collimation 
des  Niveaus  beeinträchtigt  wurde,  die  zur  Reduction  der  einzelnen  Beob- 
achtungsgruppen anzuwendenden  Neigungen  berechnet,  zunächst  die 
scheinbaren  Neigungen  für  Non.  W.  und  aus  diesen  durch  Addition 
von  -l-  1f42  resp.  ■+■  4f26  die  wahren  Neigungen  für  Non.  W.  resp. 
Non.  0. ,  und  zwar  sind  bei  der  Kleinheit  der  stündlichen  Aenderung 
alle  Auge-  uud  Ohr-lieobachtungen  der  Sterne  1 — 9  und  des  Polsterus  I 
mit  dem  Tür  I0U  berechneten,  alle  Registrirbeobachtungen  der  Sterne 
10 — 19  mit  dem  Werthe  für  12*1  reducirt  u.  s.  w. ,  wie  aus  der  fol- 
genden Tafel  ersichtlich  ist,  welche  die  angewandten  Neigungen  in  Zeit- 
secunden  angibt : 


April. 

Stzt. 

Non.  W. 

Nod.  O. 

April. 

Stzt. 

Non.  W. 

Non.  O. 

2. 

ion 

—  o:ou 

-1-  0?298 

11. 

10U 

-  0!144 

-4-  Ii"  ICH 

4. 

10.4 

—  0.058 

0.254 

1 

12.1 

—  0.123 

+  0.187 

12.1 

—  0.041 

+  0.272 

13.1 

—  0.115 

+  0.197 

13.1 

-  0.030 

-♦-  0.283 

13. 

10.4 

-  0.286 

+  0.026 

15.4 

—  0.007 

■+•  0.306 

12.1 

—  0.268 

■+-  0.044 

8. 

10.4 

—  0.185 

+  0.128 

13.1 

-  0.257 

+  0.055 

12.1 

-  0.160 

-1-  0.146 

15. 

10.4 

-  0.323 

-  0.011 

13.1 

—  0.150 

-1-  0.136 

12.1 

—  0.306 

4-  0.007 

9. 

10.4 

—  0.210 

-1-  0.102 

13.1 

—  0.296 

+  0.016 

10. 

10.4 

-  0.231 

-»-  0.081 

16. 

10.4 

-  0.264 

-»-  0.04« 

12.1 

-  0.212 

■+-  0.100 

12.1 

—  0.246 

-h  0.066 

13.1 

-  0.202 

+  0.110 

! 

13.1 

-  0.236 

•+■  .076 
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A  nr.l 

April. 

SlZl. 

Xon.  W. 

Non.  0. 

April. 

1  Stzt. 

Nun.  W. 

Non.  O. 

1  Vi 

0!269 

-4-  O.Ul.i 

— 
1  9. 

1  f)?4 

j  = 

0?222 

-4-  0!090 

17. 

10.4 

0.296 

-f-  o  oin 

1  1 

0.246 

i     A  MIß 

12.1 

0.277 

-4-  0.035 

20. 

10.' 4 

0.223 

-1-  0.089 

13.1 

0.266 

-+-  0.046 

12.1 

0.206 

-t-  0.107 

14.6 

0.251 

-4-  0.062 

13.1 

0.196 

-1-  0.117 

18. 

15.4 

0.242 

-4-  0.070 

21. 

10.4 

0.210 

-4-  0.102 

1.4 

0.275 

-1-  0.037 

12.1 

0.192 

+  0.120 

19. 

10.4 

0.274 

-4-  0.038 

13.1 

0.183 

0.130 

12.1 

0.256 

-4-  0.056 

24. 

10.4 

0.216 

-1-  0.097 

13.1 

0.246 

-4-  0.066 

12.1 

0.198 

-4-  0.114 

14.6 

0.231 

-4-  0.081 

13.1 

0.187 

-4-  0.125 

Das  Material  zur  Üesliiuraung  des  Collinialionsfehlers  wird  dann 
folgendes : 


April 


Slern. 


See.  der  Durchganpszeit 
durch  den  Mittelfadcn. 


2. 

4. 

8. 

9. 
10. 
11. 
15. 

16. 

17. 

48. 
19. 


1.  U.  C. 

I.  U.  C. 

II.  U.  C. 
1.  ü.  C. 

a  Urs.  min.  ü.  C. 
I.  U.  C. 

a  Urs.  min.  U.  C. 
I.  U.  C. 
I.  U.  C. 

o  Urs.  min.  U.  C. 
I.  U.  C. 
er  Urs.  min. 

I.  U.  C. 

II.  U.  C. 

o  Urs.  u/in. 
I.  U.  C} 

o  Urs  n. in.  U.  C. 


Non.  W. 
0. 


W. 

O. 

W. 

O. 

O. 

W. 

O. 

W. 

W. 

O. 

W. 

0. 

O. 

W. 

O. 

W. 

W. 

O. 

0. 

w. 

0. 

w. 
w. 

0. 
0. 

w. 

w. 

o. 

o. 

w. 

o. 

w. 


38-J33 

39.37 

37.73 

38.09 

42.39 

44.12 

33.74 

31.19 

31.32 

21.24 

31.56 

32.73 

34.71 

41.04 

46.00 

43.16 

35.35 

33.00 

23.87 

30.71 

34.10 

31.29 

58.88 

66.20 

30.86 

33.41 

35.27 

32.31 

69.62 

56.25 

30.75 

29.07 

26.62 

19.93 


11  F. 
10 
13 

9 
13 
10 
13 
10 

9 

9 
13 
10 

8 

5 
12 

4o ;; 

10  „ 
H  „ 
12 
12 
10 
12 
12 

9 
11 
10 
10 
41 
12 
43 
II 
12 

8 


Correct. 
für  i 


-4-  0H  31 

-  2.72J 
-4-  0.53| 

-  2.34/ 
-4-  0.08\ 

-  3.42/ 

-  1.471 
-4-  4.68/ 

-  4.85} 
-I-  4.85/ 
■4-  1.92^ 

-  092| 
-4-  6.28| 

-  4-42/ 

-  3-53 
-4-  4  32 

-  4.05\ 
-4-  0.79/ 
-4-  2.24\ 

-  9.50/ 

-  0.401 
0.37/ 

-4-  2.391 

-  8.70/ 
2.69} 
0.46/ 
0.78| 
2  70/ 
8.901 
4.49/  I 
0.35\  , 
2.30/  i 
2.051  ; 
7.65/  ] 


!  W.  —  O. 

I 

|  Gew.  : 

-4-  «81 

20.95 

+  2.53 

21.27 

-4-  4.77 

24.82 

-4-  0.30 

22  61 

-  0.38 

18.00 

+  4.67 

22.61 

-4-  3.37 

12.31 

-4-  0.01 

21.82 

-4-  0.49 

20.95 

-4-  2.87 

24.00 

-  0.04 

24.82 

-  2.77 

20.57 

+  0.30 

20.95 

-4-  0.52 

20  95 

-1-  3.28 

24.96 

-4-  1.17 

22.96 

+  3.04 

19.20 
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April. 


19. 


20. 


21 


24. 


Stern. 


D.  U.  C. 
o  Urs.  min. 
I.  U.  C. 

a  Ur«.  min.  ü.  C. 
I.  U.  C. 

et  Urs.  min.  U.  C. 
1.  ü.  C. 


See.  der  Durchgangszeit 
durch  den  Mittclfaden. 


Non 


W. 

0. 
0. 

w. 
w. 

0. 

w. 

0. 

o. 
w. 

0. 

w. 
w. 

0. 


29!23 
31.69 
0.01 
2.93 
28.23 
29.82 
18.72 
22.26 
29.64 
27.22 
25.00 
14.78 
24.18 
26.18 


Die  mit  cos  d  nmltiplicirten  mittlem  Antrittsfehler  für  die  Beobach- 
tungen der  Polsterne  am  Leipziger  Instrument  sind: 
ftliP.I.  B.±0!0641     p  =  0.61    A.  ±0-0481  p  s  1 .41 

P.  II.  0.0716  0.49  0.0501  1.00 

«  Urs.  min.  0.  C.  —  —  0.0479  1.09 

a  Urs.  min.  U.C.        0.0570  0.77  0.0431  1.35 

Lasst  man  also  einem  milderen  Fehler  ±  0-05  das  Gewicht  G  =  1  ent- 
sprechen, so  wird 


2. 

aus  I. 

c= +0^072 

G  =  12.8 

c'=  +0^051  G 

=  3.6 

4. 

I. 

+0.101 

13.0 

+0.080 

3.6 

IL 

+0.058 

10.7 

+0.037 

3.5 

8. 

I. 

+0.012 

1 3.8 

+0.033 

3.7 

«  U.  m. 

—0.005 

1 3.9 

+0.016 

3.7 

9. 

I. 

+0.067 

13.8 

+0.046 

3.7 

10. 

a  U.  m. 

+0.042 

9.5 

+0.021 

3.4 

11. 

I. 

0.000 

13.3 

+0.021 

3.7 

15. 

I. 

+0.020 

29.5 

+0.041 

4.4 

«  U.m. 

+0.035 

32.4 

+0.014 

4.4 

16. 

I. 

—0.00« 

30.8 

+0.019 

4.4 

u  U.m. 

+0.034 

22.4 

+0.013 

4.2 

17. 

I. 

+0.012 

29.5 

-0.009 

4.4 

II. 

+0.017 

20.9 

+0.038 

4.1 

18. 

«  U.  m. 

—0.040 

27.2 

-0.019 

4.3 

19. 

I. 

+0.047 

32.4 

+0.068 

4.4 

«  U.m. 

+0.037 

25.9 

+0.058 

4.3 
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•  ■■'■Kl     V    ■  '  ■ 

aus  11. 

e  =  -t-O-034 

G  =  'Ii  0 

c  =  -I-0-0I3 

G'  =  4  3 

a  U.  iu. 

+0.088 

16.3 

+  0.007 

3.9 

20. 

I. 

4-0.050 

30.5 

+  0.029 

4.4 

«  U.m. 

-1-0.070 

31.0 

+  0.035 

1.4 

21. 

I. 

-1-0.017 

33.8 

+  0.038 

4.5 

a  U.m. 

—0.000 

29.7 

+0.015 

4.4 

24. 

I. 

+  0.034 

13.0 

+0.013 

3.6 

Dys  Zeichen  von  c  gilt  für  Non.  W.  Zwischen  den  Werthen  von  c 
zeigt  sich  eine  beträchtliche  Differenz,  je  nachdem  die  Beobachtung  hei 
Non.  W.  oder  Non.  0.  begonnen  ist;  im  Mittel  findet  sich  mit  Berück- 
sichtigung der  Gewichte  G  aus  13  Bestimmungen  mit  dem  Anfang  bei 
Non.W.U.C.  oder  Non.O.O.C.  c  =  +  0  052  (G.  258.9)  und  aus  H 
Bestimmungen  mit  dem  Anfang  bei  Non.  O.  U.  C.  oder  Non.  W.  O.  C. 
g  =  +0-010  (G.  271.2).  Die  jedenfalls  reelle  Differenz  von  0^042  fin- 
det ihre  Erklärung  in  einer  auch  bei  der  Reduction  der  Hegislrii  beobach- 
lungen  merklich  gewordenen  —  für  diese  Lttngenbestimmung  aber  völ- 
lig gleichgültigen  —  Ungenauigkeil  der  für  die  Fadendistanzen  nach  viel 
«ilteren  Bestimmungen  angewandten  Werthe.  Werden  die  cum  +  0*021 
gelindert,  so  finden  sieh  die  Werthe  c  für  den  Collimationsfehler,  deren 
Abweichungen  von  ihrem  Mittel  +  0*031  der 

mittlere  Fehler  eines  c  =  j/o:022*  +  W-°0SO- 

entspricht.  Hieraus  ergeben  sich  die  Gewichte  C'(=  I  für  m.  F.  ±  0-05) 
und  damit  die  Mittel  aus  den  beiden  Gruppen  der  c  +  0"032  'G'  =  51.4) 
und  +  0*030  (G'  =  45.9),  oder  der  Collimationsfehler  im  Mittel 
=  +  0:031  mit  dem  m.  F.  ±  0'005.  Bei  der  Heduetion  der  Beobach- 
tungen ist  statt  dessen  der  anfangs  gefundene  Werth  +  0-036  ange- 
wandt. 

Die  Abweichungen  der  Uhrcorrectionen  aus  den  regislrirlen  Durch- 
gängen von  (i  Leonis  und  y  Virginis  von  den  Uhrcorreclionen  aus  den 
Auge-  und  Ohr- Beobachtungen  fanden  sich  in  Leipzig: 


4. 

—0:45 

für  A.  April  1 0. 

— 0?69 

8. 

—0.41 

17. 

—0.70 

10. 

—0.40 

19. 

—0.80 

41. 

—0.41 

20. 

—0.78 

24. 

— 0.41 

21. 

-0.76 
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im  Mittel  für  B.  —  0*43  und  für  A.  —  0*75.  Hiermit  werden  die 
Uhrcorreetionen  für  die  Beobachtungen  nach  dem  Gehör  (und  zwar 
für  Nachtbeobachtungen,  von  denen  die  Correctionen  aus  den  Tag- 
beobachtungen von  «  und  ß  Geminorum  und  «  Canis  min.  beständig 
etwa  —  0*1  abweichen)  und  die  täglichen  Gange: 


April 

Uhrzeit. 

Corr. 

Gang.  April. 

Uurzeit. 

Corr. 

Gang. 

4. 

8. 

9. 
10. 
II. 
13. 

10*3 
11.8 
11.1 
10.2 
10.5 
11.1 
12.1 

-+-  53!03 
+  55. 02 
+  59.12 
■+-  00.01 

-  10.09 

-  13.32 

-  8.08 

+  0*97  !;!• 

+  1.03 

+  0.92 

-t-  2.81  f.' 

+ *-26  il: 

10*8 
10.8 
11.8 
12  1 

14.8 

11.8 
11.8 

-  0?81 
-+-  0.07 
-+-  1.84 
-1-  3.90 
-1-  4.71 
+  5.58 
-+-  7.48 

-h  l?48 
■+•  1.12 
-4-  1.02 
-+-  0.82 
-1-  0.87 
■4-  0.03 

Nach  den  Beobachtungen  des  9.  und  des  13.  April  blieb  die  Uhr  stehen; 
das  erste  Mal  hatte  sich  das  Glimmerblattchen  an  den  Elfenbeinspit/en 
gerieben  und  nachher  die  Gevvichtschnur  sich  verwickelt.  Der  letztere 
Umstand  wird  auch  wohl  den  starken  Gang  zwischen  April  10  und  13 
veranlasst  habeu.  Vor  den  täglichen  Schwankungen  der  Temperatur  ist 
die  Uhr  durch  ihre  Aufstellung  geschützt. 

Für  das  Azimuth  geben  die  Beobachtungen  der  Polarsterne ,  und 
zwar,  wo  Umlegungen  vorgenommen  sind,  die  einfachen  Mittel  aus  bei- 
den Lagen,  mit  Benutzung  der  aufgeführten  Werthe  der  Uhrcorreetio- 
nen, der  Neigung  und  des  Collimalionsfehlers : 


April. 

Slcrn. 

stielt. 

April. 

Stern. 

Stzeit. 

k. 

gt 

I 

10*4 

-  0840l 

17. 

I. 

10*4 

—  0"001 

l. 

1. 

10.4 

—  0.559 

o  Urs.  min. 

13.2 

-  0.545 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0.557 

11. 

15.4 

-  0.595 

II. 

15.4 

—  0.392 

18. 

a  Urs.  min. 

1.2 

—  0.019 

8. 

1. 

10.4 

—  0.440 

19. 

1. 

10.4 

—  0.508 

o  Urs.  min. 

13.2 

—  0.417 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0.504 

9. 

I. 

10.1 

—  0.597 

II. 

45.4 

—  0.458 

10. 

er  Urs.  min. 

13.2 

—  0.340 

«  Urs.  min. 

1.2 

—  0.007 

II. 

1. 

10.4 

-  0.310 

1. 

10.4 

—  0.188 

er  Urs.  min. 

13.2 

-  0.393 

o  Urs.  min. 

13.2 

-  0.308 

13. 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0.570 1 

21. 

I. 

10.4 

-  0.482 

15. 

1. 

10.4 

-  0.073 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0.358 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0.500 

24. 

1. 

10.4 

-  0.2H 

10. 

1. 

ID. 4 

-  0.580 

a  Urs.  min. 

13.2 

_  0.279 

a  Urs.  min. 

1.2 

-  0.098 

Neben  einem  nicht  bedeutenden  fortschreitenden  Gang  spricht 
sich  in  diesen  Zahlen  sehr  deutlich  eine  tiigliehe  Periode  aus,  indem  der 
negative  Werth  von  k  fast  an  jedem  eiuzelncn  Abend  abnimmt,  im 
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Mittel  stundlich  0:021,  und  die  Azimuthe  aus  den  beiden  Culminationen 
von  a  Ursne  mio.  0-17  von  einander  abweichen.  Die  beobachteten 
Differenzen  werden  im  Mittel  sehr  nahe  dargestellt,  wenn  man 

k  =  Ar+ 0M197  sin(Stzt.^|- 13h50ra) 
setzt,  woraus  sich  für 

1014  k  =  K  +  (K0075 
13.1  K  ■+-  0.0832 

15.4  tf-h  0.1173 

1.1  £  —  0.0832 

ergibt,  während  beobachtet  ist: 

£(13*1)  — ft(10H)  =  +  0?053(9);  fe(15H)  —  &(13M)  =  +  0:054(3); 
At(1 514)  —  A (1 0^4)  =  +  0H  44(3);  k{  1*4)  —  fc(43M)  ==  —  0M69(3). 

Mit  Hülfe  der  gegebenen  Formel  erhält  man  für  K  folgende  Mittel 
allein  aus  den  Nachlbcobachtungen : 


April  4.  K  =  -  0-Ö71  (3)        April  16.  A'  =  —  0?593(1) 

8.  —  0.477(2)  17.  —  0.669(3) 

9.  —  0.604(1)  19.  —  0.580(3) 
10.  —  0.423(1)  20.  —  0.473(2) 

14.  —  0.410(2)  21.  —  0.465(2) 
13.  —0.669(4)  24.  —  0.307(2) 

15.  —  0.665(2) 


und  hiermit  folgende  Werthe  für  k: 


April. 

7*5 

10*0 

4  **0 

13*0 

u*o 

15*0 

46*0 

TT 

-0:648 

—  0:576 

—  0:545 

—0^516 

— 0?490 

-0:470 

-0:456 

-0H51 

8. 

-0.554 

—  0.482 

—0.451 

-0.122 

-0.396 

9. 

—  0.609 

-0.578 

10. 

—  0.428 

-0.397 

-0.368 

-0.342 

II. 

-0.492 

—0.420 

—0.389 

—0.360 

—0.334 

(3. 

—  0.664 

-0.633 

-0.604 

—  0.578 

15. 

-0.670 

-0.639 

-0.610 

-0.584 

16. 

—  0.598 

-0.567 

—  0.538 

-0.512 

17. 

—  0.674 

-0.643 

-0.61  4 

-0.588 

-0.568 

-0.554 

-0.549 

19. 

-0.657 

—0.585 

-0.554 

-0.525 

-0.499 

-0.479 

-0.465 

-0.460 

20. 

-0.550 

-0.478 

-0.447 

-0.418 

—0.392 

21. 

—0.542 

—0.470 

—0.439 

—  0.410 

—  0.384 

24. 

-0.384 

—0.312 

—0.281 

—  0.252 

—0.226 

Aus  dieser  Tafel  sind  die  zur  Reduction  angewandten  Azimuthe 
inlcrpolirt,  wobei  indess  die  Beobachtungen  ebenso,  wie  die  Gothaer 
Beobachtungen  zu  dem  gleichen  Zwecke,  in  Gruppen  getheilt  wurden 
und  für  alle  Beobachtungen  einer  Gruppe  derselbe,  zur  Miltelzeit  ge- 
hörige, Werth  von  k  zur  Anwendung  kam. 
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EL.  Beobach- 

A.  Beobachtungen  nach  den  gehörten 

Beohachlungen  in  Leipzig. 


Non.  West 
er  Urs.  min. 
Nr.  26 
27 

28  pr. 

28  seq. 

2» 

30 
Pol.  II 
Non.  Ost 
Pol.  II 
Nr.  31 

33 
33 
34 


Stern. 

Durch*;. -Zeil  durch 
den  Mittelteilen. 

Kaden. 

des  lnstr. 

Im  Mer. 

Ubrcorr. 

. 

Differenz 
der  UhrootT. 

fieobac 

hter:  Bri 

/\prii  *. 

ihns. 

Non.  West 

o2  Gemin. 

7h  25" 

6?22 

9 

-  0?30 

5:92 

+  54160 

a  Can.  min. 

7 

31 

21 .30 

9 

-  0.49 

20.81 

■+■  54.76 

^  Gemin. 

i 

36 

10.28 

9 

-  0.34 

9.94 

-1-  54.85 

Nr.  1 

9 

46 

0.75 

9 

—  0.05 

0.70 

+  r 

8!49 

2 

9 

52 

12.22 

9 

—  0.40 

1 1 .82 

+  54.98 

-1-  1 

2.56 

3 

9 

59 

5.71 

9 

—  0.35 

5.36 

■+-  1 

2.41 

4 

40 

3 

29.92 

9 

—  0.37 

29.55 

-4-  1 

S.6I 

5«) 

10 

7 

59.52 

9 

-  0.13 

4.39 

■+-  1 

2.1!» 

Pol.  I 

10 

22 

37.75 

13 

-  4.73 

33.02 

Non.  Ost 

Pol.  1 

10 

22 

38.09 

9 

-  6.72 

31.37 

Nr.  6 

10 

41 

17.02 

9 

-  0.20 

16.82 

-»-  55.04 

+  1 

2.57 

7 

10 

45 

19.37 

9 

-+■  0.20 

19.57 

-4-  1 

2.15 

8 

10 

51 

1.07 

8 

+  0.15 

4.22 

+  1 

2.51 

y 

10 

57 

10.70 

9 

-  0.23 

10.47 

-•>  54.99 

-4-  1 

2.50 

GehOrle  Coimidcnzen 


mit  L. 


11' 
II 
11 
II 


11« 
1  4 
17 

20 


40« 
40 

35 
35 


Au  =  5»  40?622    mit  G. 
40.633 
40.604 


11 h  23" 
II  25 
II  28 
11  30 
II  32 


13h 
14 
1  \ 
14 
I  I 
15 
15 
15 

15 

15 
15 
15 
15 


8-  35?02 
49  45.60 
33.32 
26.54 
27.39 
50.00 
36.32 
42.39 


53 
58 
58 
1 
S 
21 


21 
36 
41 
47 
50 


44.12 
44.19 
41.81 
7.02 
4.61 


13 

9 
9 
9 
6 
8 
9 
13 

10 

6 
9 
■J 
9 


-13!  40 

-  0.32 

—  OOS 
-4-  0.01 
+  0.01 

—  0.19 

-  0.31 

—  5.11 

-  7.51 

—  0.14 

-  0.22 
-4-  0.2S 
-4-  0.28 


21  »62 
45.2S 
33.24 
26.55 
27.40 
49.81 
36.01 
37.28 

36.61 
44.35 
41.59 
7.30 
4.89 


55:12 


32* 
46 
1 

H 

30 


I-  2:77 
I  2.71) 
I  3.15 
I  2.7S 
1  2.10 
1  2.71 


I  2.71 

I  2.99 

1  2.70 

1  2.42 


*)  Zur  beobachteten  Durchgangszeit  sind  5*  addirt. 


Digitized  by  Google 


Ml  Bestimmung  des  Läncbnunterschikdes  etc. 


267 


tungen. 

Pendelschlagen  (Auge  und  Ohr). 

Beobachtungen  in  Gotha. 


Stern. 

Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfadcn. 

Fäden. 

Correct. 
dos  Instr. 



In  Mer. 

l'hrcorr. 

Längen- 
Differenz. 

Kr.  Ost 


Beobachten  Auwers. 

April  4. 


er  Urs.  min. 

1h 

9- 

54741 

40 

Nr.  1 

9 

47 

4.09 

7 

-  0790 

3719 

6-  43713 

2 

9 

53 

44.60 

7 

-  0.22 

14.38 

-  7759 

43.20 

3 

40 

0 

8.40 

7 

—  0.30 

7.80 

43.07 

4 

10 

4 

32.46 

7 

-  0.27 

32.19 

43.27 

5 

10 

9 

7.29 

8 

-  0.71 

6.58 

42.82 

Pol.  I 

10 

23 

24.85 

5 

Kr.  West 

Pol.  I 

40 

23 

34.00 

10 

Nr.  6 

40 

42 

48.86 

7 

-»-  0.53 

19.39 

-  7.55 

43.17 

7 

10 

46 

24 .33 

7 

-»-  0.39 

21.72 

42.75 

8 

40 

02 

3.33 

7 

-1-  0.40 

3.73 

43.11 

9 

10 

58 

4  2.50 

7 

-1-  0.53 

13.03 

-  7.58 

43.15 

Gehörte  Goincidenzen 


mit  L 


4lh 

11  10 
11  13 


7»  6» 
4 


mit  G 


1ib  16' 
11  18 
11  21 

11  23 
11  25 


37" 

49 

10 

25 
39 


Au  =  5" 


407544 
40.559 
40.515 
40.478 
40.515 


Kr.  Ost 


a  Urs.  min. 

13h 

8" 

50783 

20 

Nr.  26 

14 

50 

48.25 

7 

—  0720 

48705 

27 

14 

54 

36.68 

7 

-  0.65 

36.03 

28  pr. 

14 

59 

30.54 

l 

—  0.84 

29.701 

28  seq. 

14 

59 

31.01 

-  0.83 

30.18/ 

29 

15 

2 

52.85 

-  0.44 

52.41 

30 

15 

8 

39.00 

! 

-  0.25 

38.75 

Pol.  t 

15 

22 

29.64 

6 

Kr.  West 

Pol.  I 

15 

22 

39.53 

6 

Nr.  31 

15 

37 

46.55 

7 

■+•  0.51 

47.06 

-  7761 

32 

15 

42 

44.02 

7 

0.56 

44.58 

33 

15 

48 

9.62 

7 

-1-  0.38 

10.00 

34 

15 

51 

6.93 

7 

-1-  0.38 

7.34 

6»  43748 

43.20 

43.37 

43.00 
43.43 


43.08 
43.36 
43.06 
42.78 
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AtVVERS  IND  BbOUKS, 


[M 


Beobachtungen  in  Leipzig. 


Stern. 


Non.  Osl 


a2  Geinin. 
a  C»n.  min 
ß  Geinin. 
Nr.  * 

2 

3 


Pol.  1 
Non.  West 
Pol.  I 
Nr.  6 

7 

B 

9 


Durchg.-Zeit  durch 
«Ion  Mittelfadcn. 


Faden. 


I 


Corrett. 
des  luslr. 


Trübe. 


April  7. 


/ 
7 
9 
9 
9 
10 
10 


31 


36 


2:26 
17.17 
6.23 


45  56.35 


52 
59 
3 
8 


7.97 
1.36 
25.66 
0.05 


10   22  33.74 


April  8. 


4 

9 
9 
9 
9 

9 
9 
8 
13 


10  22  31.19  10 
10  41  13.13  9 
10  45  15.18  9 
10  50  57.57  9 
10  57  6.72  9 
Gehörte  Coincidenzen 
mit  L.  H*   9"   0*  A« 

1112  0 

H  IS  0 

11   17  54 

1 I   20  47 


Im  Mer. 


0M4 
0.37 
0.19 
0.13 
0.27 
0.21 
0.23 
0.04 
4.75 

2.78 
0.40 
0.28 
0.30 
0.41 


Uhrcorr. 


Differenz 
der  Lhrcorr 


2!  12 
16.80 

6.04 
56.68 

7.70 

1.15 
25.43 

0.09 
28.99 

28.41 
12.75 
15.20 
57.27 
6.31 


-»-  58:31 
+  58.70 
-|-  58.68 

-|-  59.06 


59.07 


-I-  59.12    ■+-  1 


8.01 
8.10 
8.11 

7.74 


S.02 
7.91 
7.8« 
8.07 


5m  34:900 
34.910 
34.900 
31.887 


mit  G 


11h  24" 
11  27 
14  29 
11  31 
11  33 


38» 
2 
22 
37 
52 


Non.  Ost 

a  Urs.  min.,  13h  8"  31  "32 
Non.  West  j 

a  Urs.  min.]  13     8  21.24 


9    |  -13:76  I  17!56 

9    I  -  7.02  |  14.22 
April  9. 


Nr.  1 

2 
3 
i 

5 

Pol.  I 
Non.  Osl 
Pul.  I 
Nr.  6 
7 
8 
9 


9 
9 
9 
10 
10 
10 


43 

52 
59 
3 
7 
22 


55.69 
7.24 
0.55 
24.92 
59.:t0 
31.56 


10  22  32.73 

10  40  1188 

10  45  14.13 

10  50  56.16 

10  57  5.08 


9 
9 
9 
9 
9 
13 

10 

9 
9 
6 
9 


-  0 


0.29 
0.53 
0.49 
0.51 

0.35 
3.54 

5.59 
0.35 
0.02 
0.06 
31 


55.40 
6.71 
0.06 
24.41 
58.95 
28.02 

27.14 
11.53 
14.11 

56.10 

5.37 


60:03 


+  60.29 


60.06 


I"  9149 
4  9.47 
I  9.59 
1  9.52 
I  9.30 


I  9.65 

1  9.54 

1  9.42 

1  9.54 


Es  war  keine  Verbindung  zwischen  Leipzig  und  Gotha  hcrgostell», 
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Bestimm  ing  des  Längenuntebschiedes  etc. 


2G9 


Beobachtungen  in  Gotha. 


Durclig.-Zeit  durch  i  _ 
den  Mittelfaden.    j  l"ft< 


Fftden. 


Correet. 

des  Instr. 


Im  Mcr. 


Uhrcorr. 


LiinK«n- 
DüTerenz. 


April 


Kr.  West 


Kr  W«»st 

/v   1  Ire     in  in 
u  l.IS.  min. 

1 

OB) 

Ol  "*0 

24 

Kr  J 

n 
.1 

1  1 

—  0?18 

3?88 

o 
z 

A 

u 

"••1 
OO 

1  (  Ol 
1  V.Ol 

9 

-h  0.25 

15.06 

-  8!29 

** 

i  o 
i  u 

A 

u 

o.Ol 

7 

-+-  0.17 

8.51 

Pol  I 

IUI.  I 

so 

•JZ.OO 

25 

«    fIS     11)111 . 

April  8. 

1 

Q 

II  ■»(! 

Ol  .ZU 

25 

Nr.  1 

0 

47 

4.56 

7 

—  0.13 

4.43 

6m  42T76 

2 

9 

53 

15.45 

7 

+  0.26 

15.71 

—  8.95 

43.01 

3 

10 

0 

9.07 

7 

-+-  0.18 

9.25 

43.09 

4 

40 

4 

33.33 

7 

-+-  0.21 

33.54 

43.19 

5 

10 

9 

7.88 

—  0.05 

7.83 

42.72 

Pul.  I 

10 

23 

33.70 

! 

Kr.  Ost 

Pol.  1 

10 

23 

23.83 

9 

Nr.  6 

10 

42 

21.34 

7 

-  0.57 

20.77 

-  8.94 

42.97 

7 

10 

40 

24.31 

7 

—  1.20 

23.11 

42.85 

8 

10 

52 

6.27 

7 

-  1.12 

5.15 

42.82 

« 

10 

58 

14.91 

7 

-  0.53 

14.38 

-  8.94 

43.00 

Gehörte  Coincidcnzen 
mit  I..  I  I 
11 


II 
II 


3" 
6 
9 
12 


43" 
41 

13 
39 


mit  G. 


11 
11 
II 
11 


19" 
21 

23 
26 
28 


23» 

36 

55 

11 

30 


Aw  =  5" 


3  4?  853 
34.934 
34.941 
34.934 
3i.902 


a  Urs.  min. 

13h 

15:10 

24 

t]  Urs.  maj. 

13 

42 

24.83 

7 

—  0:28 

34*55 

-  8!95 

o  Cassiop. 

0 

33 

1.18 

23 

-  0.29 

0.89 

-  9.02 

April  9. 

a  l'rs.  min. 

1 

9 

35.93 

10 

Kr.  Ost 

o  l'rs.  min. 

1 

10 

8.89 

II 

Nr.  1 

9 

47 

6.44 

1 

-  1.55 

4.89 

2 

9 

53 

16.74 

7 

—  0.56 

16.18 

-  9.44 

l 

(0 

0 

10.34 

H 
i 

-  0.69 

9.65 

10 

i 

34.57 

8 

—  0.64 

33.93 

10 

9 

9.54 

7 

—  1.29 

8.25 

Pol.  1 

10 

23 

23.92 

7 

Kr.  West 

Pol.  1 

10 

23 

32.84 

9 

Nr.  6 

10 

42 

21.00 

7 

+  0.18 

21.18 

-  9.36 

7 

10 

46 

23.84 

7 

-  0.19 

23.65 

8 

10 

52 

5.68 

7 

-  0.16 

5.52 

9 

10 

58 

14.70 

7 

-h  0.21 

14.91 

-  9.i8 

weshalb  die  Beobachtungen  nicht  fortgesetzt  wurden. 
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AlTWBRS  ukd  Brunns, 
Beobachtungen  in  Leipzig. 


[46 


Stern. 

Durcbg.-Zeit  durch 
den  Mitlelfaden. 

Füdeo. 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

...  Differenz 
UUroorr  (derUhrcorr. 

Non.  West 
Nr.  1 
2 
3 


Non.  Ost 


Nr.  6 

10 

42 

7 

40 

46 

8 

10 

52 

9 

10 

58 

9>- 
9 
10 


47,n  12!03 

53  23.40 
0  16.89 


I  _ 


April  10. 
0:32 
0.43 
0.41 


28.14 

30.49 
12.34 
21.97 


9 
9 
9 
9 


Gehörte  Coincidenzen 


0.24 
0.01 
0.04 


H!71 

22.97 
16.48 


.27.90 
30.48 
12  30 


-  0.25  21.72 


—  16*24 


—  16.09 


16.30 


—  6:25 

—  6.24 

—  6.26 


6.11 

6.28 
6.12 
6.26 


mit  L. 


ff 
11 
11 
11 


13"  35»  A«  =  6™  48?989 


16 
19 
22 


35 
30 
25 


48.955 
48.989 
48.944 


mit  G.  11h  25" 
11  28 


11 
11 
11 


30 
32 
34 


51« 
7 
21 

39 
53 


Non.  West 


o  Urs.  min. 

13" 

9« 

34T71 

8 

-  4:12 

30*59 

Non.  Ost 

a  Urs.  min. 

43 

9 

41.04 

5 

-10.86 

30.18 

ij  Urs.  maj. 

13 

42 

31.18 

43 

+  0.12 

31.30 

-  15:69 

A 

pril  11. 

Nr.  1 

9 

47 

8.89 

9 

-1-  0.20 

9.09 

—  2:66 

2 

9 

53 

20.24 

9 

—  0.20 

20.01 

-  13.29 

—  2.51 

3 

40 

0 

13.68 

9 

—  0.13 

13.55 

—  2.48 

4 

10 

4 

38.18 

9 

—  0.16 

38.02 

-  2.64 

5 

10 

9 

12.21 

9 

-+-  0.10 

12.31 

-  2.65 

Pol.  I 

10 

23 

46.00 

12 

-  4.57 

41.43 

Non.  West 

Pol.  1 

10 

23 

43.16 

10 

-  2.60 

40.56 

Nr.  6 

10 

42 

25.52 

9 

—  0.34 

25.18 

-  13.38 

-  2.61 

7 

10 

46 

27.84 

-  0.22 

27.62 

_  2.74 

8 

10 

52 

9.72 

! 

-  0.83 

9.49 

_  2.70 

9 

10 

58 

19.14 

9 

-  0.3  4 

18.80 

-  1.1.39 

_  2.43 

Gehörte  Coincidenzen 
mit  L  HMl-  24»  Am 
11    14  26 
11   17  2H 
11   20  17 


fi-  45!554 

mit  G.  44b  23™ 

4« 

15.599 

4  4  25 

23 

45.593 

41  27 

37 

45.574 

II  29 

54 

II  32 

10 
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Bestimmi  ng  des  Längekünterschikdes  elc. 
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Beobachtungen  in  Gotha. 


Slern. 


Durchp. -Zeit  durch 
den  Willehaden. 


Ultreon- 


Liingen- 
DifTereui. 


April  9.  Forts. 


er  C.tssiop. 

0h 

33" 

l!9S 

20 

-  0!38 

1!54 

-  9!66 

o  Urs.  min. 

1 

9 

40.63 

24 

April  10. 

Nr.  4 

• 

47 

5.82 

7 

-  0.37 

5.45 

2 

9 

5.1 

16.54 

7 

-+•  0.19 

16.73 

-  10.00 

3 

10 

0 

10.13 

7 

+  0.09 

10.22 

1 

10 

4 

34.42 

7 

-+•  0.13 

34.55 

5 

10 

9 

9.03 

7 

-  0.25 

8.78 

Pol.  1 

10 

83 

33.27 

5 

Kr.  Ost 

Pol.  1 

10 

23 

23.01 

5 

Nr.  f. 

10 

4? 

22.42 

—  0.63 

21.79 

-  9.98 

7 

10 

40 

25.57 

7 

-  1.37 

24.20 

8 

10 

52 

7.46 

7 

-  1.28 

6.18 

9 

10 

58 

16.04 

7 

-  0.58 

15.46  |  -10.04 

6"  42"97 
42.97 
42.93 


42.97 
42.79 
42.93 
42.77 


Gehörte  Coincidenzen 
mit  L.  Mh  6m  48«     mit  G.  1 1h  I9ra  5* 
II     9    54  11   21  25 

II    12    43  11   23  35 

11   45    46  14   25  55 

4  4   28  9 


Au 


48Ü978 
48.949 
48.978 
48  963 
48.963 


Kr.  West 

«  I  is.  min. 

13" 

2H1 

24 

Urs.  maj. 

13 

42 

26.42 

11 

-  0»84 

25^58 

-  9!97 

a  Gassiop. 

0 

33 

3.26 

23 

-  1.11 

2.15 

-10.25 

a  Urs.  min. 

1 

9 

46.98 

10 

Kr.  Ost 

er  Urs.  min. 

■ 

40 

13.87 

10 

A 

aril  11. 

Nr.  1 

o 

46 

6.55 

9 

-  0.12 

6.43 

43?  17 

\ 

o 

53 

17.57 

9 

-  0.07 

17.50 

-10.78 

43.31 

10 

0 

11.13 

9 

—  0.06 

11.07 

43.32 

10 

i 

35.44 

9 

—  0.06 

35.38 

43.15 

\ 

10 

9 

9.75 

9 

-  0.09 

9.66 

43.12 

Pol.  1 

10 

23 

36.00 

5 

Kr.  West 

Pol.  1 

10 

23 

45.67 

8 

Nr.  6 

10 

12 

•21  86 

9 

-+-  0.72 

22.58 

-10.78 

6  13.08 

— 

i 

10 

16 

M.WS 

9 

■+-  102 

24. 88 

42  95 

s 

I, 

52 

5.81 

9 

-4-  0.98 

6.79 

42  97 

!> 

10 

58 

15.67 

9 

■+■  0.70 

16.37 

-10.96 

43.23 

Gehörte  Goiru-ulemen 
mit  L.  4  4h   3*  0" 


Hill  G 


11 
11 
1  I 


5 
8 
M 


51 
52 
50 


llh 
I  I 
11 
II 
11 


17« 

19 
21 

23 
26 


109 

27 

44 

59 

18 


Au  =  6' 


15*6111 
45.632 
45.610 
45.625 
45.603 
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Al  WBRS  CKD  B H  l  UNS, 

Beobachtungen  in  Leipzig. 


[48 


Slern. 

Üurchg.-Zcit  durch 
den  Mittelfaden. 

Fäden. 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

Non.  Ost 
et  Urs.  min. 

18*  9™42?89 

Apr 
40 

Uli.  Fort 
-13!  42 

s. 
29547 

Ohrcorr. 


Differenz 
der  Lhrcorr. 


Beobachter:  Auwers. 


er  Urs.  min.l  13  9  39.43 
a  Virginis    I  13   18  17.02 


Trübe. 


14 
II 


April  13. 
-15.31 
-  0.52 

April  14. 


24.12 
16.50 


-  8560 


April  1 


•>. 


Nr  n 
1^  r.  o 

1    1  n 

o 
o 

t)».9o 

1  5 

-  0.16 

59.79 

Pnl  1 

i  n 
1  u 

Z.1 

90, oa 

1 U 

-  5.22 

30.13 

Pol.  I 

10 

23 

33.00 

11 

-  3.26 

29.74 

Nr.  6 

10 

42 

13  "6 

7 

-  0.64 

12.62 

—  0  86 

7 

1  10 

45 

15.55 

15 

-  0.51 

15.04 

8 

10 

51 

57.34 

9 

-  0.53 

56.81 

9 

10 

58 

6.89 

9 

-  0.65 

6.24 

-  0.87 

a  Urs.  min. 

13 

9 

23.87 

12 

-  7.56 

46.31 

Non.  Ost 

er  Urs.  min. 

13 

9 

30.71 

42 

-14.31  16.40 

k 

pril  16. 

Nr.  1 

9 

46 

54.80 

15 

0.00 

54.80 

-I-  45505 

2 

9 

53 

6.49 

9 

-  0.41 

6.08 

-  0.58 

+  15.15 

3 

9 

59 

59.97 

9 

—  0.35 

59.62 

-I-  15.28 

4 

10 

4. 

24.20 

10 

-  0.37 

23.83 

15.19 

5 

10 

8 

58.31 

15 

-  0.10 

58.21 

-f-  15.17 

Pol.  I 

10 

23 

34.10 

40 

-  4.99 

29.11 

Non.  West 

Pol.  1 

40 

23 

31.29 

12 

—  3.10 

28.19 

■4-  15.H 

Nr.  6 
7 

10 

42 

11.63 

40 

-  0.55 

11.08 

-+-  0.65 

-t-  15.40 

8 

40 

51 

55.86 

10 

-  0.43 

55.43 

9 

10 

58 

5.31 

10 

-  0.56 

4.75 

-f-  0.61 

-I-  15.39 

Non.  Ost 

a  Urs.  min. 

1 

8 

58.88 

12 

Non.  Wesl 

a  Urs.  min. 

1 

9 

6.20 

9 
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Stern. 

Durch>s..Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 

Faden. 

Corrcet. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

tlhrcorr. 

I.ttnjjen- 
DilTereiiz. 

Kr.  Ost 
er  Urs.  min. 
»/  Urs.  ninj. 
et  Urs.  min. 

|3li    9»  22;28 
13   42  26.73 
1     9  33.54 

April  1 

13 

18 
5 

1.  Forts. 

• 

-  0?12 

26!61 

-  10!99 

a  Urs.  min. 

10 

fi.89 

0  Urs.  min. 

« 

8 

58.69 

Nr.  1 

9 

47 

10.12 

2 

9 

53 

22.31 

3 

10 

0 

15.96 

TrUhe. 


Beobachter:  B ruh na. 

April  13. 
9 


10 

April  14. 

12    I  —  1.42  I  8.70 

10  |  —  2.33  !  19.98 

11  i  -  2.19  |  13.77 
April  15. 


—  13.30 


1 


a  Urs.  min. 


8  30.25 


19 


April  16. 


0*  Gemin. 

7 

26 

15.52 

9 

-  0.58 

14.94 

-  14.67 

0  Can.  min. 

7 

32 

31.29 

9 

-  1.45 

29.84 

-  14.49 

ß  Gemin. 

7 

M 

19.82 

9 

-  0.73 

19.09 

-  14.54 

Nr.  1 

9 

47 

9.70 

-»-  0  .16 

9.86 

6"  43!65 

2 

9 

53 

22.69 

l 

-  1.46 

21.23 

-  44.57 

43.74 

3 

10 

0 

16.10 

9 

—  1 .20 

14.90 

43.86 

4 

10 

4 

40.44 

40 

—  1.40 

39.04 

43.77 

5 

10 

9 

13.62 

9 

-  0.23 

13.39 

43.74 

Pol.  1 

10 

24 

3.87 

9 

Kr.  West 

* 

Nr.  6 

10 

42 

27.75 

7 

-  1.25 

26.50 

-  14.75 

43.93 

l 

10 

46 

28.77 

10 

—  0.04 

28.73 

8 

10 

52 

10.77 

9 

—  0.23 

10.54 

43.62 

9 

10 

58 

21.48 

9 

-  4.33 

20.45 

-  14.78 

43.90 

a  Urs.  min. 

13 

10 

44.91 

13 

tj  Urs.  maj. 

13 

42 

30.07 

9 

+  0.15 

30.22 

-  14.58 

«  Urs.  min. 

1 

8 

26.94 

19 

AIWII  .1  K 

S.  Ordi-Ilnrh. 

n4.  XIII 

18 
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AüWBRS  UND  Hm  UNS, 

Beobachtungen  in  Leipzig. 


[50 


Stern. 

Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 

Fäden. 

Correct. 
des  Iustr. 

Im  Mer. 

Uhrcorr. 

Differenz 
der  Lnrcorr. 

Api 

ll  17. 

Nr  4 

All  .  » 

9h  46m 

54!03 

i  n 

1  u 

—  U  .*» 

<>.j.oy 

a 

St 

9 

53 

5.50 

4  O 

—  U.OD 

*.o«) 

T   1  .ÖS 

■» 
o 

9 

59 

59.01 

10 

A  R  1 

—  ü.ol 

"  v   1 1\ 

Oö.4U 

.    ic  an 
-+-  10.9» 

i 

:: 

4 

23.31 

10 

-  0.62 

22.69 

+  17.02 

8 

57.51 

10 

—  0.48 

57.03 

■4-  16.65 

Pol.  I 

N 

23 

30.86 

11 

—  3.42 

27.44 

Non.  Ost 

Pol.  I 

10 

23 

33.41 

40 

-  5.39 

28.02 

Nr.  6 

40 

42 

10.39 

40 

-  0.45 

9.94 

+  1.81 

-4-  17.05 

7 

40 

46 

12.39 

10 

-  0.40 

11.99 

17.13 

8 

10 

51 

54.40 

10 

—  0.18 

54.22 

-+-  17.11 

9 

10 

58 

4.02 

10 

-  0  47 

3.55 

-f-  4.84 

•4-  47.13 

Gehörte  Coincidenzen 

Non.  West 
«  Urs.  min.  I 


mitL.  4  4h29»38'  Au  =  6"n26!638  mit  G.  11b35»30*  (tu  sp8t?) 
Unsicher  wegen  mehrfacher  Störungen  in  der  Verbindung,  deshalb 
spater  wiederholt. 


13h    9»  22?21    !   21    |  —  8!62  |  13!59  j 
Gehörte  Coincidenzen 
mit  L.  13h  47m  45»     Au  =  6»  26H63 
13    50    49  26.458 


I 


Non.  Ost 
Nr.  28  pr. 
28  seq. 
29 
30 
Pol.  II 
Non.  West 
Pol.  II 
Nr.  31 
32 
33 
34 


mit  G.  13»  53»  35' 
13  55  50 
13  58  4 


44*  59™*  20?42 


14 

15 
15 
45 


59 
2 
8 

22 


20.87 
43.22 
29.84 
35.27 


a  Urs.  min. 


45   22  32.31 

15    37  38.21 

15    42  35.82 

15    48  1.15 

15   50  58.55 

Trübe. 


6 
6 
9 
10 
10 

44 

40 
40 
10 
10 


0!04 
0.01 
0.24 
0.39 
5.87 


1      9  9.62 


-  3.49 

-  0.54 

-  0.55 

-  0.38 

-  0.39 
April  18. 


20?43 
20.88 
42.98 
29.45 
29.40 

28.82 
37.67 
35.27 
0.77 
58.16 


2!03 


17!49 

47.55 
17.29 
47.39 


42 
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Stern. 


Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfnden. 


Fäden. 


Corrcct. 
des  Instr. 


Im  Mer. 


Uhrcorr. 


l.angen- 
Diffcrenz. 


April  17 


er*  Gemin. 

7h  26™ 

16704 

7 

—  0769 

15735 

—  15711 

er  Gan.  min. 

7 

32 

31.92 

9 

-  1.51 

30.44 

—  15.00 

ß  Gnmin. 

7 

30 

20.31 

9 

-  0.83 

19.48 

-  »4.94 

Nr.  1 

9 

47 

10.32 

9 

+  0.17 

10.49 

6m43770 

2 

9 

53 

23.33 

9 

-  1.54 

21.79 

-  15.45 

43.73 

3 

10 

0 

16.68 

9 

-  1.29 

15.39 

43.77 

4 

10 

4 

41.10 

9 

—  1.39 

39.71 

43.80 

5 

10 

9 

13.94 

-  0.26 

13.68 

43.42 

Pol.  I 

10 

24 

8.13 

s 

Kr.  Ost 

Pol.  I 

10 

24 

3.88 

5 

Nr.  6 

10 

42 

28.87 

9 

-  1.88 

26.99 

—  15.26 

43.78 

7 

10 

46 

30.18 

9 

—  0.80 

29.38 

43.85 

8 

10 

52 

12.26 

9 

-  0.93 

11.33 

43.82 

y 

10 

58 

22.64 

8 

-  1.96 

20.68 

-  15.32 

43.83 

mit  L 


11h 
11 


21' 
24 


Kr.  West 
er  L'rs.  min.  | 


13»  mit  G.  11 h  25m  30* 
15  11  27  43  Au 

11   29  55 


6m  26s589 


I 


13»  10»  4  4743  |  9 
Gehörte  Coincidenien 
mitL.  13h  39»  56*  mit  G.  13h  48- 
1 

58 


13 
13 


43 
45 


13  50 
13  52 


9" 
31 
48 


I 

A  u 


6™  267551 
26.500 
26.478 


Kr.  Ost 

Pol.  Ii 

I5h 

23m 

8703 

8 

Nr.  31 

15 

37 

57.26 

9 

—  2710 

55716 

-  15745 

32 

15 

42 

55.16 

9 

-  2.34 

52.82 

33 

15 

48 

19.06 

1 

—  1.00 

18.06 

34 

15 

51 

16.54 

—  0.99 

15.55 

er*  Gemin. 

April  18. 

7 

26 

47.49 

9 

-  1.08 

16.41 

-  16.18 

Nr.  1 

9 

47 

12.04 

9 

—  0.53 

11.51 

2 

9 

53 

24.70 

9 

—  1.76 

22.94 

-  16.31 

5 

10 

9 

15.77 

10 

-  0.82 

14.95 

Pol.  I 

10 

24 

1.98 

8 

Kr.  West 

Pol.  1 

40 

24 

6.26 

4 

Nr.  7 

10 

46 

30.49 

9 

-  0.26 

30.23 

8 

10 

52 

12.53 

41 

-  0.39 

12.14 

9 

10 

58 

23.25 

9 

-  1.43 

21.82' 

-  16.47 

a  Urs.  min. 

1 

8 

31.98 

13 

6»43781 
43.87 
43.60 
43.70 


18' 
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Al  V.  HKS  UND  B«IHNS, 

Beobachtungen  in  Leipzig. 


[52 


.Stern. 


Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 


Fäden. 


Correct. 
des  Instr. 


Im  Mer. 


Uhrcorr. 


Differenz 
der  Uhrcorr. 


April  «8.  Ports. 


Non .  Ost 

1 

er  Urs  min. 

m  •  '  .      Iii  i  Ii  ■ 

1h 

8" 

56!25  13 

B  Gcmin. 

1^           V*        III  1  II  f 

er1  Geniin. 

April  19. 

7 
7 

25 
25 

56.46 
56.97 

7 
6 

—  0?28 

-  0.28 

56?  18t 

56.691 

3558 

er  Can.  min. 

7 

32 

12.18 

40 

-  0.50 

11.68 

-1-  3.63 

ßGemm. 

7 

37 

4.46 

40 

—  0.33 

0.83 

-4-  3.67 

Nr.  1 

9 

46 

54.55 

40 

—  0.04 

51.54 

2 

9 

53 

3.24 

40 

—  0.44 

2.83 

-+-  3.79 

3 

9 

59 

56.73 

40 

—  0.35 

56.38 

4 

10 

4 

24.08 

40 

—  0.47 

20.61 

5 

40 

8 

55.00 

40 

-  0.40 

54.90 

Pol.  I 

10 

23 

30.75 

» 

-4.82 

25.93 

Non.  West 

Pol.  I 

10 

23 

29.07 

42 

-  2.85 

26.22 

Nr.  6 

10 

42 

8.37 

40 

-  0.54 

7.83 

+  3.88 

7 

10 

46 

10.55 

40 

—  0.43 

10.12 

8 

10 

54 

52.55 

40 

-  0.44 

52.11 

9 

10 

58 

4.98 

40 

-  0.56 

1.42 

-f.  3.92 

20»70 

20.78 
20.80 
20.75 
20.93 


21.38 
21.26 
21.23 
21.28 


Gehörte  Coinciüenzen 


44h 

40» 

26» 

Au  =  6"°  22*548 

mit  G.  11» 

22" 

5« 

44 

43 

24 

22.534 

44 

24 

20 

44 

46 

23 

22.537 

44 

26 

34 

I  I 

49 

21 

44 

28 

48 

4t 

34 

'i 

Non.  Ost 
a  Urs.  min. 
Non.  West 
a  Urs.  min. 
rj  Urs.  maj. 
Nr.  28  pr. 
28  seq. 
29 
30 
Pol.  II 
Non.  Ost 
Pol.  II 
Nr.  31 
32 
33 
34 

o  Urs.  min. 
Non.  West 
er  Urs.  min. 

a  Can.  min. 
ß  Gemin. 
Nr.  1 
2 


1 3h    9»  26!62 


43 
13 
14 
14 
15 
15 
15 


9 
42 
59 
59 
2 
8 
22 


19.93 
11.94 
18.80 
19.25 
41.43 
27.88 
29.23 


15  22  31.69 

15  37  30.05 

15  42  33.6.) 

15  47  58.77 

15  50  56.25 

1  9  0.01 

1  9  2.93 


7 

7 


32  11.32 

37  0.94 


9  46  50.86 
9   53  2.42 


8 

-4  3"66 

4  2!96 

12 

-  6.92 

43.01 

10 

-  0.35 

11.59 

6 

-  0.32 

18.48 

6 

-  0.32 

18.93 

10 

-  0.44 

41.02 

10 

—  0.46 

27.42 

12 

—  2.80 

26.43 

42 

—  5.4  8 

26.51 

40 

—  0.30 

35.75 

40 

—  0.36 

33.27 

14 

—  0.02 

58.75 

9 

-  0.02 

56.23 

8 

7 

April  20. 

'  10 

—  0.55 

10.77 

40 

—  0.49 

59.85 

40 

-  0.30 

50.56 

40 

-  0.45 

1.97 

■4-  4*06 


3.99 


24*75 
21.49 


21.42 
21.64 
21.39 
21.42 


4  51 

4.62 

4.63 


22.95 
22.88 
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Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 


Bmjum  I  Gorrect. 
rMen-  I  des  Instr. 


Im  Mer. 


Lftngen- 

Differeni. 


Kr.  Ost 

o  Urs.  min.       1fc    8»  48»53 


Nr.  4 
i 
3 
4 
5 

Pol.  I 
Kr.  West 
Pol.  I 
Nr.  6 

7 
8 
9 


April  18.  Forts. 
40 

April  19. 


9 
9 
40 
10 
40 
10 


47 

53 
0 
4 
9 

24 


43.04 
25.76 
49.42 
43.50 
46.95 
4.52 


9 
7 
9 
7 
40 
8 


40  24  8.39  3 
4  0  42  30.95  7 
4  0  46  31.95  9 
40  52  44.04  9 
40  58  24.52  9 
Gehörte  Coincidenien 
mit  L.  44fc   5-  23*  mit  G 

11     8  24 

14   11  22 


0!80 

2.15 

1.94 

2.02i 

1.42 


4.74 

0.56 
0.70 
4.82 


42!24 
23.61 
17.18 
41.48 

15.83 


29.21 
31.39 
13.34 
|  22.70 


-  17!00 


Kr.  Ost 


44k  4  6*  33*  Au 
44   48  54 
4  4  24  9 
41  23  26 
41   25  44 


-  4  7.49 


-  17.36 


6»  22»625 
22.603 
22.574 
22.551 
22.566 


43!38 
43.45 
43.46 
43.41 
43.58 


43.99 
43.86 
43.83 
43.87 


a  Urs.  min. 

13* 

10« 

42!44 

19 

ly  Urs.  maj. 

13 

42 

33.29 

7 

-  0H2 

32:87 

-  47!22 

Kr.  West 

Nr.  29 

15 

3 

4.12 

9 

-  1.35 

2.77 

6™ 

44!03 

30 

45 

8 

51.02 

9 

—  2.11 

48.94 

43.76 

Pol.  II 

45 

23 

14.31 

5 

Kr.  Ost 

Pol.  II 

15 

23 

13.23 

40 

Nr.  31 

15 

38 

0.13 

8 

-  2.9fi 

57.47 

-  47.43 

43.65 

32 

15 

42 

58.14 

9 

-  3.23 

54.91 

43.87 

33 

15 

48 

21.85 

9 

-  1.71 

20.14 

43.64 

34 

15 

51 

19.36 

9 

-  4.74 

17.65 

43.63 

a  Urs.  min. 

1 

8 

42.62 

43 

Kr.  West 

a  Urs.  min. 

1 

8 

27.72 

40 

April  20. 

a  Can.  min. 

7 

32 

35.85 

8 

-  2.45 

33.40 

-  48.04 

ß  Gemin. 

7 

37 

24.25 

8 

—  1.88 

22.37 

-  47.89 

Nr.  1 

9 

47 

14.29 

9 

—  0.78 

13.51 

6 

43.63 

2 

9 

53 

27.50 

8 

-  2.65 

24.85 

-  48.25 

43.55 

Digitized  by  Google 


278 


AcWFRS  t'ffD  BrIHNS, 

Beobachtungen  in  Leipzig. 


[51 


Stern. 


Durchg.-Zeit  durch 


Fttden. 


Correcl. 
des  Instr. 


Im  Mcr. 


Uhrcorr. 


DifTerenz 

der  Uhrcorr. 


Nr.  3 
4 

5 

Pol.  t 
Non.  Ost 
Pol.  I 
Nr.  6 
7 
8 
9 


9h  59M  55190 
40  4  20.20 
40  8  54.32 
40   23  28.23 


10 
10 
10 
10 
10 


23 
42 
46 
51 

58 


29.82 
7.29 
9.34 

51.35 
0.94 


April  20. 
10 
10 
10 
11 

13 
10 
10 
10 
10 


Forts 
0144 
0.44 
0.34 
2.38 

4.35 
0.26 
0.01 
0.04 
0.29 


55146 
19.76 
53.98 
25.85 

25.47 
7.03 
9.33 

51.31 
0.65 


4167 


4.68 


22191 
22.95 
23.00 


22.91 
22.99 
23.07 
23.08 


Gehörte  Coincidenzen 

mit  L.  1ih    9«  56*  Au  =  6n  201537  mit  G.  11h  19m  42» 


41 

12 

53 

20.508 

11 

21 

58 

11 

15 

52 

20.531 

11 

24 

16 

11 

18 

47 

20.525 

11 

26 

31 

11 

28 

47 

11 

31 

4 

Non.  West 
a  Urs.  min. 
Non.  Ost 
a  Urs.  min. 
tj  Urs.  maj. 


13h    9»  18172 

43  9  22.26 
13   42  10.59 


44 

42 
40 


—  5167 

—  42.45 
-I-  0.40 


April  21. 


4  3105 

9.84 
40.69 


4196 


er  Can.  min. 

7 

32 

10.21 

10 

-  0.38 

9.83 

-1-  5.43 

ß  Gemin. 

7 

36 

59.16 

10 

-  0.21 

58.95 

+  5.51 

25108 

Nr.  4 

9 

46 

49.64 

10 

-4-  0.09 

49.73 

2 

9 

53 

1.34 

10 

-  0.28 

1.06 

+  5.53 

+ 

24.95 

3 

9 

59 

54.82 

10 

—  0.22 

54.60 

+ 

24.97 

4 

40 

4 

19.10 

10 

-  0.25 

18.85 

-*- 

24.93 

5 

40 

8 

53.17 

10 

0.00 

53.17 

■+■ 

25.43 

Pol.  I 

40 

23 

29.64 

12 

-  4.41 

25.23 

Non.  West 

Fol.  1 

40 

23 

27.22 

12 

-  2.44 

24.78 

25.15 

Nr.  6 

40 

12 

6.67 

10 

-  0.42 

6.25 

+  5.44 

7 

10 

46 

8.79 

10 

-  0.32 

8.47 

25.13 

8 

10 

51 

50.70 

10 

—  0.33 

50.37 

: 

25.1* 

9 

10 

58 

0.12 

10 

-  0.43  |  59.69 

-f-  5.63 

+ 

25.34 

Gehörte  Coincidcnien 
mit  L 


11h 

10m 

0" 

Au  =  6™  181401 

mit  G.  11h  24m 

35" 

44 

13 

1 

18.435 

11  26 

48 

44 

15 

53 

18.424 

11  29 

9 

44 

18 

49 

18.429 

11  31 

20 

44 

21 

44 

18.401 

11  33 

35 
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Beobachtungen  in  Gotha. 


Stern. 

L'  U  1  t.  [J  ^  .  -  /.I  1  V  UUILU 

den  Mittelfaden. 

Fäden. 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

Uhrcorr. 

T  üntrAn 

DifTerenz. 

April  20  Forts. 

Nr.  3 

1  0fc    0™  20*69 

9 

-  2538 

1873 1 

6-  43757 

4 

10     4  45.20 

9 

-  2.49 

42.71 

43.60 

5 

10     9  48.23 

9 

-  1.25 

16.98 

43.65 

Pol.  I 

10   24  15.07 

5 

Kr.  Ost 

• 

Pol.I 

10   24  9.43 

8 

Nr.  6 

40   42  32.91 

9 

—  2.97 

29.94 

-  I8'24 

43.51 

7 

10   46  34.11 

9 

-  1.79 

32.32 

43.58 

8 

10   52  16.31 

9 

-  1.93 

14.38 

43.66 

9 

10    58  26.79 

9 

-  3.06 

23.73 

-  18.41 

43.66 

Kr.  West 
er  Urs.  min. 


tj  Urs.  maj. 
er  Urs.  min. 
Kr.  Ost 
a  Urs.  min. 

or*  Gemin. 
a  Gan.  min. 
ß  Gemin. 
Nr.  1 

2 

3 

4 

5 

Pol.  I 
Kr.  West 
Pol.  1 
Nr.  6 
7 
B 
9 


Gehörte  Coincidenzen 
mitL.  1ik    2"   0*  mit  G.  11*  1  4™  20*  Am  =  6™  207566 


n  s 

2 

11  16 

36 

20.566 

11  7 

57 

11  18 

53 

20.574 

11  10 

53 

11  21 

12 

20.544 

11  23 

22 

20.588 

11  25 

41 

20.574 

13»  10- 

55!  16 

15 

13 

42 

34.86 

9 

-  0782 

34?04 

-  48739 

1 

8 

31.98 

42 

1 

8 

48.66 

9 

April  21. 

7 

26 

21.89 

9 

-  2.28 

49.64 

—  49.44 

7 

32 

57.52 

9 

-  3.10 

54.42 

—  49.08 

7 

37 

26.17 

9 

—  2.42 

23.75 

-  49.29 

9 

47 

46.44 

9 

-  1.63 

14.81 

6" 

43765 

9 

53 

29.15 

9 

-  3.14 

26.01 

-  49.42 

43.54 

10 

0 

22.47 

6 

—  2.90 

19.57 

43.52 

10 

4 

46.78 

9 

—  3.00 

43.78 

43.48 

10 

9 

20.24 

9 

-  4.64 

18.60 

43.99 

10 

24 

10.03 

5 

10 

24 

13.92 

7 

10 

42 

34.14 

9 

-  2.74 

31.40 

-  49.74 

43.65 

10 

46 

35.09 

9 

—  4.49 

33.60 

43.62 

10 

53 

17.15 

9 

-  1.64 

45.54 

43.62 

10 

58 

27.86 

9 

—  2.83 

25.03 

-  49.74 

43.81 

Gehörte  Coincidenzen 
mitL.  4  4k    2- 30»  mit  G. 
5 


44 
44 


25 
8  19 


44  41  14 
11    14  14 


11* 

41 

11 

11 

11 

II 


47-  40»  Au 
19  22 
44 

59 
18 
32 


21 

23 
26 
28 


6-  187515 
18.459 
18.493 
18.434 
18.441 
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AlWERS  USD  BrIHKS, 

Beobachtungen  in  Leipzig. 


[56 


Stern. 


den  Miltelfaden. 


Kaden. 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

| 

Uhrcorr. 

Differenz 
der  Uhrcorr. 


Non.  Ost 
a  Urs.  min. 
Non.  West 
a  Urs.  min. 
i]  Urs.  maj. 

er  Can.  min. 
(t  Gemin. 


o2  Gemin. 
a  Can.  min 
ß  Gemin. 
Nr.  1 

2 

3 

4 

5 

Pol.  I 
Non.  Ost 
Toi.  1 
Nr.  6 

7 

8 

9 


Non.  West 


April  21 .  Forts. 


13h    9-25!:00  I  11 

13  9  14.78  11 
13   42   10.18  j  10 


7 
7 


32  9.31 
35  58.56 


1 

25 


-12!67 

—  5.89 

-  0.27 
April  22. 

-  0.44 

—  0.39 


12*33 

6.89 
9.91 

8.87 
58.17 


-I-  5?74 

+  6.39 
+  6.27 


Beobachter:  Brunn«. 


7 
7 
7 
9 
9 
9 
10 
10 
10 


25 
32 
36 
46 
52 
59 
4 
8 
23 


53.32 
8.32 
57.46 
48.14 
59.57 
52.78 
17.43 
51.59 
24.18 


10 
10 
10 
10 
10 


46 
51 

57 


23    26.18  9 
42     4.33  9 
6.48  9 
48.51  9 
57.77  6 
Gebörte  Coincidenzen 
mitL.  11b  11"  31«  Au 
11   14  30 
11   17  25 
11  .20  26 


Ii 
9 
9 

10 
9 
9 
9 
9 

13 


April  24. 

-  0.38 

-  0.42 

-  0.39 

-  0.29 

-  0.34 

-  0.33 

-  0.33 

-  0.30 

-  1.03 


—  3.01 

—  0.15 
-I-  0.03 
-f-  0.01 

—  0.16 


52.94 
7.90 
57.07 
47.85 
59.23 
52.45 
17.10 
51.29 
23.15 

23.17 
4.18 
6.51 
48.52 
57.61 


7.18 
7.33 
7.34 

7.31 


7.48 


+  7.68 


22?3I 
-+-  22.40 
-t-  22.75 
-+-  22.33 
-I-  22.33 


22.60 
22.59 
22.51 
22.87 


6»20U69  mitG.  11 b  21™  42» 

20.475  11   23  55 

20.463  11  26  18 

20.492  11  28  38 


a  Urs.  min. 

I3b    9"  13739 

19 

-  1?56 

t]  Urs.  maj. 

13   42  8.49 

9 

-  0.25 

11?76 
8.24 


7-41 
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Beobachtunsen  in  Gotha. 


Stern. 

Durchg.-Zoit  durch  .... 
den  Mittelraden,    j  raaeu 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

Uhrcorr. 

Lttngen- 
Difforeoz. 

• 

April  21.  Forts. 

Kr.  Ost 

a  Urs.  min. 

13b  10m  38:79 

14 

t]  Urs.  maj. 

13    42  37.17 

15 

-  2!00 

35M7 

-  19:51 

Beobachter:  Auwers. 


a  Cassiop. 
a  Urs.  min. 
Kr.  West 
a  Urs.  min. 


0 

33 

4.26 

9 

4 

7 

20.35 

8 

4 

7 

6.64 

10 

April  23. 


2.85 


April  24. 


7.11 


-  14.94 


Nr.  1 

9 

47 

7.59 

10 

+  2.57 

10.16 

6m  42:86 

2 

9 

53 

22.86 

10 

-  1.23 

21.63 

-  15.08 

42.95 

3 

10 

0 

15.86 

10 

-  0.66 

15.20 

43.29 

4 

10 

4 

10.31 

10 

—  0.88 

39.43 

42.77 

5 

10 

9 

11.99 

10 

•+-  1.63 

13.62 

42.86 

Pol.  I 

10 

24 

34.11 

5 

Kr.  Ost 

Pol.  1 

10 

24 

28.89 

10 

Nr.  6 

10 

42 

28.22 

10 

-  1.44 

26.78 

-  15.12 

43.41 

7 

10 

46 

28.00 

10 

+  1.10 

29.10 

43.09 

8 

10 

52 

10.21 

10 

+  0.82 

11.03 

43.01 

9 

10 

58 

22.11 

10 

—  1.63 

20.48 

—  15.19 

43.36 

mitL.  Hh 
11 

11  9 
11  12 


3»  47" 
6  45 
42 
38 


mit  G. 


11h  16"  32» 
11   48  53 
11   21  4 
41  23  29 
11  25  42 


Au  =  6"  20:478 
20.441 
20.508 
20.471 


Kr.  West 
a  Urs.  min. 
a  Virginis 
er  Cassiop. 
a  Urs.  min. 
Kr.  Ost 
a  Urs.  min. 


13h  12ra  0:90 
13    18  25.60 

0  33  4.18 
4     7  6.19 

1  7  23.67 


1  23 

10 

-  2:40 

23:20 

-  15:31 

5 

-f-  3.53 

7.71 

-  15.51 

9 

,  13 
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B.  Registrir- 


Ablesungen  vom  Leipziger  Papierstreifen. 
Beobachter:  Bruhns  in  Leipzig,  Auwers  in  Gotha. 


D.-Z.d.M.-F. 

s 

u 

Correct 

D.-Z.d.M.-F. 

• 

e 

4. 

Correct. 

Im  Meridian. 

Löngen- 

Morn. 

Leipzig. 

■3 
_ 

deslnstr. 

Gotha. 

« 
u. 

dosJnstr. 

Leipzig. 

Gotha. 

DifTerenz. 

 -  - 

April  4. 

L.  Non.  Ost 

Nr.  10 

11h38"  3!22  25 

-0!21 

14,'44m45!94 

17 

-r-0»54 

3?04 

46H5 

6"  43!44 

44 

11  41   48.38  |21 

-0.13 

H  48  0.96 

17 

+  0.50 

18.25 

1.46 

43.21 

12 

11  54  22.81 

25 

+0.23 

12    1  5.76 

3 

+  0.39 

23.04 

6.15 

43.1 1 

13 

11  57  27.99 

25 

—0.18 

12    4  10.66 

16 

+0.53 

27.81 

11.19 

43.38 

L.  Non. West 

Nr.  1 4 

12    8  29.33 

25 

-0.12 

12  15  13.44 

21 

-0.67 

29.21 

12.47 

43.26 

15 

12  12  8.24 

25 

-0.38 

12  18  51.54 

25 

-0.17 

7.86 

51 .37 

43.51 

16 

12  22  30.34 

25 

-0.33 

12  29  33.76 

i2  -0.26 

50.01 

33.50 

43.49 

17 

12  26  27.44 

25 

-0.14 

12  33  11.46 

25 

-0.69 

27.33 

10.77 

43.44 

18 

12  37  55.91 

25 

-0.34 

12  44  39.36 

25 

-0.24 

55.57 

39.12 

43.55 

19 

12  41  36.44  |25 

-0.04  |  12  48  20.78 

24 

-0.86 

36.40 

19.92 

43.52 

Uhrcorrection :  Nr.  1 1  +  54!50  ;  Nr.  1 5  +  54!67. 

April  8. 


Nr.  10 

41  37 

14 

41  44 

42 

4  4  54 

43 

41  57 

Non.  Ost 

Nr.  4  4 

42  8 

45 

42  12 

46 

12  22 

47 

12  26 

48 

12  37 

49 

12  41 

59.22  [251 
14.28j25i 
19.22  25 
24.05  25 


■0.39 
•0.37 
-0.26 
•0.38 


11  44 

11  47 

12  1 
12  4 


42.70 

57.96 
3.39 
7.52124 


23 
23 


25.04  20|  +0.05 
4.14  25  —0.26 
16.30  15  -0.19 
23.28  25  +0.06 
51.71  .251  -0.21 
32.35  25!  +0.15 


Uhrcorrection : 


-0.54 
-0.65 
-1.23 
-0.57 


L.  Non.  Ost 
Nr.  10 
11 
12 
13 

L.  Non.  West 
Nr.  14 
15 
16 
17 
18 
19 


Nr.  10 
11 
12 
13 


12  15  8.35  21  —0.12 
12  18  46.83*2!)  +0.28 
12  29  29.09  251  +0.18 
12  33  6.70  21  -0.13 
12  44  34.68  25  +0.20 
12  48  15.79  123  -0.21 
Nr.  1 1  +  o8?82  ;  Nr.  1 5  +  58!65. 
April  10. 


58.83 

42.16  | 

6  43.33 

13.91 

57.31  ! 

43.40 

18.96 

2.16 

43.20 

23.67 

6.95 

43.28 

25.09 

8.23 

43.4  4 

3.88 

47.4  4 

43.23 

46.11 

29.27 

43.46 

23.34 

6.57 

43.23 

51.50 

34.88 

43.38 

32.50 

45.58 

43.08 

41  29  14.26  25 

II  42  29.35  25 

4  4  55  33.80  7 

4  4  58  38.95  24 


-0.23  II 
-0.18  |44 
+  0.02  i)42 
-0.24  19 


45 
49 
2 

5 


57.83  25]  —0.58 
12.99  25,  —0.71 
18.46  ;25  —1.36 
22.52  20'  -0.61 


40.54  13 
19.371  8 


12  9 
12  13 


12  27  38.67  23 
12  39  6.90  1  3 
12  42  47.71  13 
Uhrcorrection  :  Nr 


11  39  11.57,25 

11  42  26.60  |25 

11  55  31.52  25 

11  58  36.33  25 


-0.31 
-0.38 

-0.31 
-0.37 
-0.29 
11  - 


—0.19 
-0.31  J 


31 
29 
19 
34 


4  2  46 
12  20 
12  30 
12  34 
12  45 
Ii  12  49 
16?44; 
April 

11  45 
|j14  49 

42  2 

12  5 


23.89 
1.95 
44.30 
22.11 
49.83 
31.32 
Nr.  15 
11. 
54.01 
9.01 
3.53 
18.65 


16 

25 
24, 
24 
24 
24 


—0.63 
+  0.08 
—0.10 
-0.65 
-0.06 
-0.82 


14.03  57.25 
29.17  12.28 
33.82  17.10 
38.74  ;  21.91 


40.23 
18.99 

38.36 
6.53 
47.42 


-  16:46. 


23.26 
2.03  I 
4  4.20 
21.46 
49.77 
30.50 


125 
|25 
20 
l*>, 


+  0.68  11.26 
+  0.73  26.31 
+  1.01  31.33 
+0.69  .,  36.02 


54.69 
9.74  I 
4.54  . 

19.34  II 


43.22 
43.11 
43.28 
43.17 

43.03 
43.04 

43.10 
43.24 
43.08 


43.43 
43.4  I 
43.21 
43.32 
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Bestimmung  des  Längbninterschiedes  etc. 


Beobachtungen. 

Ablesungen  vom  Gothaer  Papiersireifen. 


Beobachter :  Auwers  in  Gotha ,  Bruhns  in  Leipzig. 


Stern. 

D. 

"l 

-Z.  d.  M.-r. 

• 

z 

D.-Z.  d.  M.-F. 

e 

S> 

Im  Meridian. 

LUngcn- 

1  Ktr 

tu.  oir. 

Leipzig. 

2 
2 

Golha. 

"3 

l 

l.eiozis. 
lepz. 

(Jotha. 

DilTerenz. 

0.  Str. 

f  •     W  p  Waat 

April  4. 

\'r  in 
iir.  Hl 

11» 

32" 

22?38 

25 

11h39« 

'  5?05 

171 

22M7 

5!59 

1  6- 

43!42 

0:01 .) 

4  i 

11 

35 

37.53 

21 

11 

42 

20.10 

17 

'37  40 

20.60 

43.20 

O.ÜOo 

1  z 

11 

48 

41.97 

25 

11 

55 

24.91 

3! 

42.20 

25.30 

43.10 

0.01  Q 

4  *4 
1  j 

11 

51 

47.16 

25 

11 

58 

29.81 

16 

46.98 

30.34 

43.36 

A  AOK 

O.Ozo 

1'     Kr  Hcf 

Nr    <  i 

12 

2 

48.51 

25 

12 

9 

32.32 

24 

48.39 

31.65 

43.26 

A  AAS 
0.0ÜO 

1  I> 

12 

6 

27.44 

25 1 

12 

13 

10.68 

25 

27.06 

10.51 

43.45 

A   AC  1 

O.Obt 

4  A 
1  0 

12 

17 

9.56 

**; 

<2 

23 

52.94 

22 

9.23 

52.68 

43.45 

a  n'i't 

47 
1  l 

12  20 

46.64 

25 1 

12 

27 

30.67 

25 

46.53 

29.98 

f    '  1  fr* 

43.45 

A  A flf 

—  0.007 

4  » 

12 

32 

15.13 

25 

12 

38 

58.53 

25 

14.79 

58.29 

43.50 

A  A  K  i 

4  (1 

12 

35 

55.66 

25 

12 

42 

39.97 

24 

55.62 

39.11 

43.49 

A  Aid 

Uhrcorrection : 

Nr.  11. 

7!87;  Nr.1 

5  _  8!0€ 

April  8. 

Vr    4  fl 

11 

32 

24.06 

25 

11 

39 

7.48 

25 

23.67 

6.94  1 

!  6 

43.27 

0.0b  1 

1 1 
1 1 

11 

35 

39.14 

25 

11 

42 

22.75 

23 

38.77 

22.10 

43.33 

A  A  A  i 

4  9 
1  Z 

11 

48 

44.08 

25 

11 

59 

28.20 

23 

43.82 

26.97 

43.15 

A 

O.OOZ 

4  '4 

11 

51 

48.91 

25 

11 

58 

32.35 

24 

48.53 

31.78 

43.25 

A  A'l  1 

0.031 

41    Kr  Wuet 

12 

2 

49.91 

20 

12 

9 

33.18 

« 

49.96 

33.06 

43.10 

A  AQ  1 

4  *i 
1  o 

12 

6 

29.01 

25 

12 

13 

11.65 

25 

28.75 

11.93 

43.18 

A  n(o 

4  R 

12 

17 

11.19 

15 

12 

23 

53.94 

25 

11.00 

54.12 

43.12 

A  A  (  '1 

4  7 

12  20 

48.18 

25« 

12 

27 

31.54 

24 , 

48.24 

31.41 

43.17 

A  A£U 

1  8 

12 

32 

16.66 

24 

.  12 

38 

59.57 

25 1 

16.45 

59.77 

43.3z 

n  AR  i 

10 

12 

35 

57.26 

25 

12 

42 

40.66 

23 

57.41 

40.45 

1 

43.04 

A  A  I  A 

Lhrcorrection : 

Nr.  11 

-9?38:  Nr.  15 

—  9!40 

April  10. 

t».  Ar.  usi 

Vr     4  A 

11 

32 

25.16 

25 

1  11 

39 

8.63 

25 

1  24.93 

8.05  i 

43.12 

(\  (10,7 

1  i 
1  1 

11 

35 

40.22 

8? 

41 

42 

23.84 

25 

40.04 

23.13 

r 

43.09 

n  AaA 
U.U  ZU 

12 

11 

48 

44.75 

11 

55 

29.33 

25 

44.77 

27.97 

43.20 

0.086 

13 

H 

51 

49.86 

24 

11 

58 

33.40 

19 

49.65 

32.79 

43.14 

0.033 

G.  Kr.  West 

Nr.  1 4 

12 

2 

51.49 

12 

12 

9 

34.79 

17 

51.18 

34.16 

42.98 

0.042 

15 

12 

r. 

30.30 

8 

12 

13 

12.90 

25 

29.92 

12.98 

43.06 

-  0.021 

Ii, 

12 

23 

55.23 

24 

55.13 

17 

12 

20 

49.66 

23 

12 

27 

33.07 

24 

49.35 

32.42 

43.07 

0.034 

18 

12 

32 

17.86 

12 

39 

0.80 

24 

17.49 

0.74 

43.25 

—  0.005 

19 

12 

35 

58.73 

13 

12 

42 

42.29 

24 

58.44 

41.47  ! 

43.03 

0.054 

Uhrcorrection : 

Nr.  1 1 

-  10^42;  Nr.  15  -10745. 

April  11. 

Nr.  10 

11 

32 

25.84 

25 

39 

8.20 

25 

25.53 

8.88 

43.35 

0.087 

II 

11 

35 

40.89 

25 

in 

42 

23.24 

25 

40.60 

23.97 

r. 

43.37 

0.051 

12 

II 

48 

45.83 

25 

27.78 

21 

45.64 

28.79 

43.15 

0.018 

13 

11 

51 

50.66 

25 

58 

32.91 

25,;  50.35 

33.60 

43.25 

0.062 
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Al  W  Ens  UND  BrLHNS, 


[60 


Ablesungen  vom  Leipziger  Papierstreifen. 


Stern. 


U.-Z.  d.  M. 
Leipzig. 


F. 


Correct. 

D.-Z.  d.  M.-F.  |  § 

Correct.  1 

des  lnstr. 1 

Gotha.  ;* 

des  lnstr. 

Im  Meridian. 
!  Leipzig.  Gotha. 


Längen- 
Differenz. 


L.  Non.  Ost 
Nr.  14 
15 
16 
17 
48 
19 


April  11.  Forts. 


16.34 
58 


)0 


|25 

+0!12 

37?33 

25 

-0.19 

12h19m59?87 

15 

-0?12  I 

16.15 

59!75 

6"43!60 

25 

—0.13 

12  30 

44.92 

25 

—0.09 

58.42 

41.83 

43.41 

25 

-HO. 13 

12  34 

48.99 

25 

-0.09 

35.82 

18.90 

43.08 

25 

—0.14 

12  45 

47.54 

25 

-0.10 

4.00 

47.41 

43.44 

S*|  -4-0.21 

42  49 

28.07 

24 

-0.42  45.42 

27.95  42.83 

:  Nr.  44  - 

13*58; 

Nr.  15 

3?62. 

12  13 
12  23 
12  27 
12  39 
42  42 

Uhrcorrection 
Registrirte  Coincidcnzen 
mit  L.  13h  3"  34*  Au' =  6"  451638    mit  G.  43h  42"  44' 


43  6 

25 

45.616 

13  14 

29 

• 

13  16 

43 

Beobachter:  Auw« 

rs  in  Leipzig, 

Bn 

ihna  in  G 

otha. 

April  13. 

L.  Non.  West 

(Bis  11h  trübe.) 

Nr.  10 

4  4b45"50ü25 

25 

+0*30 

50!55 

11 

44h42m22!72 

15 

— 0!56 

41  49  5.30 

25 

-HO. 34 

'22Ü6 

5.64 

5-43*48 

12 

4  4  55  27.30 

25 

—0.43 

12    2  10.05: 

23 

+0.57 

i  26.87 

10.62 

43.75: 

13 

4  4  58  32.34 

20 

—0.58 

12    5  15  01 

20 

-1-0.31 

31.76 

15.32 

43.56 

L.  Non.  Ost 

Nr.  Ii 

12    9  33.12 

22 

—0.12 

33.00 

15 

12  13  12.37 

24 

—0.47 

11.90 

16 

12  23  54.54 

18 

-0.40 

12  30  39.95 

16 

-2.54 

54.14 

37.44 

43.30 

47 

12  27  31.38 

24 

-0.12 

12  34  16.48 

25 

-1.81 

31.26 

14.67 

43.41 

48 

12  39  0.09 

25 

-0.41 

12  45  45.52 

25 

-2.54 

59.68 

42.98 

43.30 

4  9 

12  42  40.48 

23 

-0.01 

12  49  25.45 

25 

-1.57 

40.47 

23.88 

43.41 

Uhrcorrection 

N 

r.11  -9?45;  Nr.  15  - 

9-37. 

Registrirte  Coincidenzen 

mit  L.  II*  3™  16"  Au'=  6"  40?079 
11  6  16  40.085 
(I   9    15  40.090 


mit  G. 


Registrirte  Coincidenzen 
mit  L.  II*  13-  27"  Ah's  6 

11    16  24 

41   49  24 


April  46. 


4  1M2-  6* 
41   44  22 
16 
18 
21 
23 


11 
I  1 
11 
II 


35 
54 
5 
22 


28?769 
28.740 
28.702 


mit  6.  H*  23m  44* 
11   26  2 
14   28  45 
4  4   30  30 


L.  Non.  West  I 
Nr.  10 
44 
12 
13 


14u38»58!4  3  25 
1  4  42  13.20  25 


11  55  17.86 
11  59  22.87 
Uhrcorrection : 


-0!52  j 


-0.50 
20  —0.39 
n  —0.52  , 
Nr.  11  —  0!04 


-1*40 
-1.17 


57561 
12.70 
17.47 
22.35 


Unmittelbar  nach  dem  Durchgang  von  Nr.  1 1  wurde  die  Verbind,  unterbrochen, 
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Ablesungen  vom  Gothaer  Papiersireifen. 


Slerti. 

D.-Z.  d.  M.-F. 

i 

D.-Z.  d.  M.-K. 

Im  Meridian. 

Löngen- 

L.  Str. 

Leipzig. 

■c 

2 

Golba. 

Leipzig.  |  Gotha. 

DifTerenz. 

G.  Str. 

G.  Kr.  Ost 
Nr 


Ii 

I  I2h 

2™ 

51552 

25 

15 

;  12 

6 

30.70 

25 

1 2»'  1 3" 

'14*10 

Iß 

j  12 

17 

12.92 

» 

12  23 

56.27 

IT 

12 

20 

50.06 

25 

12  27 

33.33 

18 

j« 

32 

18.51 

25; 

12  39 

1.88 

19 

i  12 

35 

59.30 

2i[ 

12  42 

42.43 

April  1 1 .  Forts. 


15 
24 

25 

25' 
24 


51564 

1 

30.51 

13598 

6"  43717 

05128 

12.79 

56.18 

43.39 

0.023 

50.19 

33.24 

43.05 

0.030 

18.37 

1.78 

43.41 

0.001 

59.51 

42.31  | 

42.80 

0.033 

G.  Kr.  West 
Nr.  10 
II 
12 
13 

G.  Kr.  Ost 
Nr.  14 
IS 
16 
17 
18 
19 


G.  Kr.  West 
Nr.  10 
11 


Uhrcorreclion  :  Nr.  11  -  11526;  Nr.  15  -  11545. 
Registrirle  Coincidenzen 

mit  L.  12b  57™  52"    mit  G.  13h  4m   4S  Au'=  6™  455617 


13     0  47 


13 
13 


6 
8 


21 

39 


45.603 
4.5.574 


Bruhns  in  Gotha,  Auwers  ia  Leipzig. 

April  13. 


1 1 h  35™  42568 


11 

i  11 


48 
51 


47.25 
52.31 


12  6 
12  17 
12  20 
12  32 
12  36 
Uhr« 


32.35 
1  4.53 
51.41 
20.1 1 
0.50 
»rreclion 


15 

251 
20 


I  lh39n 

II  42 
11  55 
11  58 


24 
19 

23 


12  24 
12  27 

25  II  12  39 
23    12  42 


10»!  5 
25.19 
29  95: 
34.91 


59.92 
36.43 
5.51 
45.46 


Nr.  11  -  12582. 


25 

10!  4  5 

25 

42512 

25.53 

6-43541 

05065 

23 

i  46.82 

30.52 

43.70 

0.050 

20 

51.73 

35.22 

43.49 

0.062 

1  , 
|  31.88 

16 

14.13 

57.41 

43.28 

0.027 

25 

51.29 

34.62 

43.33 

0.080 

25 

1  19.70 

2.97 

43.27 

0.032 

25 

0.49 

43.89 

|  43.40 

0.011 

Registrirle  Coincidenzen 
mit  L.  I0h  56™  22"    mit  G. 

10  59  21 

11  2  19 


Registrirle  Coincidenzen 
mit  L.  11 h   7"  49*    mit  6. 
%      11   10  51 
11   13  48 


I1h  5™   3»  A»'=  6™  40?  162 

41    7   21  40.154 

11    9   37  40.132 

11  11    53  40.132 

11  14    14  40.103 

11  16  27  40.110 
April  16. 


II1' 
11 
II 
11 


17™  15"  At«'  =  6™  285780 
20  0  28.802 
22  17  28.773 
24   36  28.743 


II1' 32™  29542  23 
II  35  44.54  23 


I 


11'' 39" 
H  42 


13588 
28.78 


2")  28:90 
25    44.0  4 


I  ä 


12548 
27.61 


6™ 43558 
43.57 


Lhicorroction  :  Nr.  1  1  —  1  4593. 
weshalb  diesen  Abend  gar  keine  Golhaer  Heobachtungssignale  nach  Leipzig  kamen. 
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AltWBBS  END  BltUHNS, 

Ablesungen  vom  Leipziger  Papierstreifen. 


[62 


Stern. 


U.-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig 


C.orrect.     D.-Z.  d.M. -F. 


deslnstr. 


(Jotha. 


Correct. 
deslnslr. 


Im  Meridian. 


Längen- 
Leipzig.!  <iolha.  Differenz. 


L.  Non.  Osl 
Nr.  11 
12 
13 


L.  Non.  West 
Nr.  Ii 
15 
IG 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

L.  Non.  Ost 
Nr.  24 
25 
26 
27 


1 1*  42mll:9n  25 
11  55  16.37  12 
11  5«  21.59  21 


u  - 


12  9 
12  13 
12  23 
12  27 
12  38 
12  42 
14  2 
1 4  5 
14  21 
14  24 


24! 
25 
23 


23.00  23 
1.96  25 
44.14 
21.27 

49.77, 
30.36 | 23 
33.46  25 
44.06  [10 
16.94  |24 
19.08  23 


0:39 
0.12 
0.43 


April  17. 


II h  48m  56:72(25 
12  2  0.68  17 
12    5     6.68  5 


'! 


»51  !  5419 


! 


-1:78    1 1:51  !  54:94    6-  43! 43 


0.45  12  16 
0.61  12  19 
12  30 
12  34 
12  45 
12  49 
Ii  9 
0.59  14  12 
0.57  |  1  4  28 
0.42    Ii  31 


•0.58 
-0.45 
•0.58 
•0.40 
•0.41 


6.i8 

16.86 
28.73 
4.71 
34.40 
13.42 
16.85  25 


19 

25 
25 
21 

25 
25 


-0.92  16.25 
-1.93  21.16 


29.16 
1.93 
2.62 


14  37  13.10  25 

14  39  27.19  18 

14  50  39.91  25 

14  54  27.56  25 


-0.18 
-0.44 
-0.43 
-0.11 


14  44  57.78 

14  46  12.61 

14  57 

15  1 


20 
24 

25.11  25 
12.09  25 


22 
25 
16 


—0.38 

—  1.75 

—  1.49 

—  0.27 

—  1.56 
-1-0.17 
-0.26 
-2.14 
-1.91 
-0.38 


22.55 
1.35 
43.56 
20.82 
49.19 
29.96 
33.05 
43.47 
16.37 
18.66 


59.76 
4.75 


I: 


6.10 
45.11 
27.24 

4.4  4 

32.84 
13.59 
16.59 
27.02 
0.02 
2.24 


l 


0.02 
2.24 


Lhrcorrection :  Nr.  M  -l-  1:18;  Nr.  15  -M!I7. 
Hegistrirte  Coincidenzcn 
mit  L.  1öh   5m  48»  A«  m  6m  26:638 


-1.17  '!  12.92 

—  2.18  i!  26.85 

—  2.23  39.48 
1.07  2745 


56.61 
10.43 
22.88 
11.02 


43.51 
43.59 


43.55 
43.76 
43.68 
43.62 
43.65 
43.63 
43.54 
43.55 
43.65 
43.58 

43.69 
43.58 
13.40 
13.57 


mit  G.  1 5b  1 5m  55« 


15  8 

41 

26.627 

15 

18  10 

15  Ii 

38 

26.640 

15 

20  25 

15  44 

32 

15 

22  41 

April  19. 

L.  Non.  West 

I 

1 

38:07  6»i3:63 

Nr.  10 

11* 

38n,54»96 

»1 

—  0:52 

Hh43m39!94 

-l:87 

54!44 

II 

11 

42 

10.03 

25| 

—0.50 

11  48  54.72 

25 

-1.65 

9.53 

53.07 

43. 5  i 

12 

11 

55 

14.62 

251 

-0.10 

12    1  38.33 

25 

-0.57 

14.22 

57.76 

43. 5i 

13 

11 

58 

49.71 

25 

-0.52 

4SI    5  4.55 

25 

-1.81 

19.19 

2.7i 

43.55 

L.  Non.  Ost 

Nr.  4  4 

12 

9 

20.55 

25 

-0.09 

20.46 

15 

12 

12 

59.81 

25 

— 0.10 

(2  19  45.08 

25 

-2.26 

59.41 

i2.82 

43.41 

16 

12 

23 

41.94 

24 

—0.34 

12  30  27.30 

20 

—  1.97 

41.60 

25.33 

43.73 

17 

12 

27 

18.94 

2i 

—0.09 

12  34  3.14 

25 

-0.85 

18.85 

.  2.  29 

43.44 

18 

12 

38 

47.56 

25 

-0.35 

12  45  32.82 

25  -2.03 

47.21 

30.79 

43.58 

19 

12 

42 

27.95 

Ii 

—0.00 

27.95 

lhrcorrection  :  Nr.  1 1 
Registrirte  Coincidenzcn 
mit  I..  12»  57"'   8»      mit  G. 

13     0  1 

43     2  56 

13     5  53 


3:15:  Nr.  15  -t-  3!I0. 


13» 
13 


9' 
11 


13  13 


18» 

35 
51 


13 
13 


16  7 

18  23 

13  20  39 

13  22  55 
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Ablesungen  vom  Gothaer  Papiersireifen. 


Im  Meridian. 



Langen 



L.  Str. 

Leipzig.  |  Gotha. 

Differenz. 

0,  Sir. 

April  17. 

.  Kr.  Ost 

Nr.  10  gieng  auf  beiden  Stationen  wegen  einer  vorübergehenden  Unterbrechung  der 
Leitung  verloren.  Die  zu  den  Beobachtungen  der  Sterne  Nr.  11  — IG  gehörigen  Moniente 
sind  auf  dein  Golhaer  Streifen  nicht  verzeichnet,  weil  beim  Aufstecken  einer  neuen  Bolle 
der  Signalstifl  zurückgeschlagen  war,  welcher  Umstand  erst  nach  dem  Durchgang  von 


G.  Kr.  West 

i 

, 

Nr.  17 

12*20" 

54!41 

25 

1?h 27n 

37?81 

25 

53!96 

37!54 

6»»  43Ü58 

0!038 

18 

12  32 

22.93 

23 

12  39 

7.51 

25 

22.35 

5.95 

43.60 

0.061 

19 

12  36 

3.50 

23 

12  42 

46.52 

25 

3.10 

46.69 

43.59 

0.043 

20 

13  56 

6.73 

25 

14  2 

50.07 

25 

6.32 

49.81 

43.49 

0.058 

21 

13  59 

47.33 

9 

14  6 

2  41 

23 

16.74 

0.27 

43.53 

0.023 

22 

14  14 

50.23 

25 

II  21 

35.12 

25 

49.66 

33.21 

43.55 

0.095 

23 

14  17 

52.34 

23 

14  24 

35.90 

" 

51 .92 

35.52 

43.60 

—  0.020 

G.  Kr.  Ost 

Nr.  24 

14  30 

46.42 

25 

II  37 

31.07 

20 

46.24 

29.90 

43.66 

0.035 

25 

14  34 

0.58 

19 

14  39 

45.87 

25 

0.14 

43.69 

43.55 

0.028 

26 

14  44 

13.23 

1  i  50 

58.43 

25 

12.80 

56.20 

43.40 

-  0.004 

27 

14  48 

0.90 

25 

14  54 

45.46 

25 

0.79 

44.39 

43.60 

-  0.028 

Registrirte  Coincidenzen 

mit  I..  15h  0-  25s     mit  G.  15'  <0m  16" 


15 
15 


20 
20 


15  12  31 
15  14  49 
15  17  3 
April  19. 


Au'  =  6"  26?647 
26.647 
26.625 
26.640 


G.  Kr.  West 

Nr.  K) 

11 "32- 

32?  17 

25 

1 th39m 

I7H0 

25 

31?65 

45?23 

|  6ra43?58 

0!050 

11 

14 

35 

47.25 

25 

1  11 

42 

31.87 

25 

46.75 

30.22 

43.47 

0.070 

'* 

11 

48 

51.84 

25 

1 1 

55 

35.52 

25 

51.44 

34.95 

43.51 

0.034 

13 

H 

54 

56.96 

25    1 1 

58 

11.6« 

25 

56.44 

39.88 

43.44 

0.110 

G.  Kr.  Ost 

Nr.  1 4 

12 

2 

57.77 

25 

57.68 

15 

12 

6 

37.02 

25 

;  12 

13 

22.31 

25  36.62 

20.05 

43.43 

-  0.010 

16 

12 

17 

19.20 

24 

12 

24 

4.49 

20 

18.86 

2.52 

43.66 

0.070 

17 

12 

20 

56.18 

24 

;  12 

27 

40.38 

25 

56.09 

39.53 

43.44 

0.010 

1b 

12 

M 

24.85 

12 

39 

10.05 

25 

24.50 

8.02 

43.52 

0.056 

19 

I 

Uhrcorrection  :  Nr.  1 1  —  17-I63  ;  Nr.  15  —  17r>3 
Begistrirle  Coincidenzen 
mit  L.  nicht  verzeichnet, 

weil  die  Schlüsse  zu 

kurz  waren. 


mit  G.  I3h  3"'  37"  Au'  =  6"  22?691 

13  5  51  22.713 

13  8  8  22.706 

13  10  24  22.706 

13  12  43  22.684 

13  15  0  22.676 

13  17  17  22.669 
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AüWKRS  VHB  BrIHNS, 
Ablösungen  vom  Leipziger  P.tpierstreifen. 


[64 


Stern. 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig. 


Correct 
»les  Instr. 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Gotha. 


Correct.  Meridian.  Langen- 

des Instr  j  Leipzig.jr.otha  Differenz 


Nr.  20 
21 

22 
23 

L.Non.West 
Nr.  24 
25 
26 
27 

L.  Non.  Ost 
Nr.  10 
11 
12 
13 

L.  Non.  West 
Nr.  14 
18 
16 
17 
18 
19 


14*"  2m3l:08  24 
14  41.92' 25 
1  4  21  14.82  24 
14  24  16.81  21 

j 

14  37  11.38122 
14  39  25.37  20 
24 


14  50  37.89 
14  54  25.82 


22 


11  38  53.81  25 

11  42  8.88  25} 

11  55  13.31  25 

11  58  18.56:25 


April  19 
— 0?02  14h  9' 
—0.42  !  14  12 
—0.37  14  28 
—0.04   14  31 

—0.38  i  14  43 
—0.47  14  46 
-0.48  14  57 
-0.37  15  1 
April 

I! 

—0.26  11  45 
—0.21  11  48 
+  0.02.12  1 
-0.24    12  5 


Forts. 
15!26|25 
27.61  86 
0.41  25 


1.21  25l  - 


55.74 
10.52 
23.06 
9.74 
20. 


17 
20 

25 


12  9  19.88  24  -0.32 
12  12  58.95  23  -0.41 
12  23  41.10  !25  —0.39 
12  27  18.20  22  —0.31 
12  38  46.77  24  -0.40 
12  42  27.26  24  —0.28 
Uhrcorreetion:  Nr.  I  I  ■+• 
Kegistrirte  Coincidenzen 
mit  L.  42h  59™  10*  Au'  = 

13    2  4 

13    4  59 

13    7  55 

13  10  47 


40.07  i 

54.94  So 

58.72  25 

4.83  25 


12  16     4.40  25 

12  19  44.90  25 

12  30  26.75  13 
12  34     2.71  25 

12  45  32.56  25 

12  49  11.35  21 
4!00;  Nr.  45  -f-  3-97. 


1                Aft«  f 

1  — 0!/4  1 

31?06  1 

!  —2.64 

41.50  [ 

1  —2.40 

14.45 

I  -0.85 

I 

16.77  1 

-1.06 

K.oo  ; 

-2.18 

24.90 

-2.24 

37.41 

-0.95 

,25.45 

—3.09 

|  l 
53.55  i 

■  —2.86 

8.67  | 

—  1.80 

13.33 

—3.03 

18.32 

—  1.38 

19.56  1 

—2.96 

58.54 

-2.64 

40.74  1 

-4.34 

17.89 

-2.70 

46.37 

-0.87 

26.98 

c 


L.  Non.  West 

Nr.  10 

M> 

38™ 

53H1 

24 

—  0:40 

41 

11 

42 

8.49 

25 

—  0.38 

12 

14 

55 

12.77 

24 

-0.29 

13 

44 

58 

47.84 

25 

-0.39 

L.  Non.  Ost 

Nr.  1 4 

42 

9 

48.71 

24 

+0.02 

15 

42 

12 

57.92  25 

-0.27 

16 

12 

23 

39.98  23 

—  0.21 

17 

12  27 

17.02  23 

-1-0.02 

48 

11 

38 

45.61 

25 

—  0.22 

4  9 

42 

42 

26.05 

25 

+  0.1  1 

20^678 
20.678 
20.667 
20.672 
April  21. 


mit  G.  13h  13"  55* 
43  4  6  9 
43  4  8  25 
43  20  14 
13  22  58 


Uhrcorreetion  :  Nr.  1 1  -i 
Resistrirte  Coincidenzen 
milL.  12"57m33*  Au  = 

43    0  29 

43    3  22 

13    6  19 


4 1b 45" 39*04  25 

11  48  53.89  25 

12  1  57.42  25 
12    5     3.67  25 


12  16  4.52  25 

12  19  44.90  25 

12  30  26.81  |25 

12  34  2.97  25 

12  45  32.46  25 

12  49  1  f  .71  25 
H85;  Nr.  15  -+- 


■2!93 
■2.69 
1.58  I  42.48 


52*71 
7.81 


-2.86 

-2.30 
—  3.57 
-3.30 
-2.28 
-3.35 
-1.92 

:86. 


17.45 

18.73 

57.65 

39.77 

17.04 

45.39  ! 

26.16 


6"  18?58l 
18.581 
18.571 
18.571 


1  4?52 
24.97 
58.01 

0.36 

54.68 
8.34 

20.82 
8.79  « 


36.98 
52.08 
56.92 
1.80 


36*41 
51.20 
55.84 
0.81 

2.22 
41.33  | 
23.51  l| 

0.69 
29.11 

9.79 


mit  G.  13h   9-  37" 
13  II  53 
13  14  8 
13  16  22 


43« 

43 

43 


4f. 
47 

56 


43.59 

43. 6S 
43.44 
43.41 
43.34 


43.4:'. 
43.41 
43.59 
43.48 

43.46 
43.40 
43.40 
4:1.48 
43.49 
43.50 


6"  4  3:40 
(3.39 
43.30 
43.36 

43.49 
43.68 
43.74 
43.65 
43.72 
43.63 
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Ablesungen  vom  Gotbaer  Papierstreifen. 


Stern. 

t\     1    A     ftj  C 

Leipzig. 

Kaden.  1 

M.-L.  u.  M.-r. 
Gotha. 

Faden. 

Im  Me 

Leipzig. 

ridian. 
Gotha. 

j  Langen- 
Difierenz. 

L.  str. 
G.  Str. 

April  19.  1 

Forts. 

• 

Nr.  20 

4  3k56"  8:48 

24 

I4h  2m  52103 

25 

8?<G 

54!89 

6m  43?43 

0?039 

21 

13  59  19.30 

25 

Ii    0  5.00 

25 

18.88 

■  2.30 

43.48 

-  0.004 

22 

14  14  52.23 

24 

14  21  37.81 

25 

51.80 

35.41 

43.55 

0.008 

23 

14  17  54.24 

» 

14  24  38.03 

25 

54.20 

37.78 

43.58 

0.005 

G.  Kr.  West 

Kr.  2i 

14  30  48.80 

22 

1  4  37  33.10 

18 

48.48 

32.04 

43.50 

0.121 

25 

14  33  2.82 

20 

14  39  47.97 

20 

2.35 

45.79 

43.44 

-  0.003 

20 

14  44  15.39 

24 

44  51  0.43 

25 

14.91 

58.19 

43.28 

0.118 

27 

14  48  3.27 

22 

14  54  47.14 

25 

2.90 

40.19 

43.29 

0.049 

G.  Kr.  Osl 
Nr.  10 
41 
42 
13 

G.  Kr.  West 
Nr.  14 
45 
40 
17 
48 
19 


II 
II 
I  I 


32 
35 
48 


11  51 


12 

12 
12 


2 

0 
17 


12  20 
12  32 
42  30 


33.00 
48.08 
52.53 
57.79 

59.14 
38.19 
20.33 
57.48 
20.05 
0.57 


'■: 

25 
25" 
25 
25 


April  20. 


11 
11 
II 
11 


39 
42 

55 


19.22 
34.42 
37.91 


58  44.03 


Ubrcorrection 


24 
23 
25 
23 
24 
24 
Nr.  1 1 


42  9 
12  43 


12  24 

42  27 

12  39 

12  42 


Registrirte  Coincidenzen 
mit  L. 


43.02 
24.07 
0.00 
41.94 
11.80 
50.01 
-  18:61  ; 


25 
25 
25 
25 

25 
25 
12 
25 
25 
21 


i 


32.74 
47.87 

52.55 
57.55 

58.82 
37.78 
19.94 
57.17 
25.05 
0.29 


Nr.  15  -  18:62. 


16.13 

0  43.39 

0.042 

31.20 

43.39 

0.019 

36.11 

43.50 

0.030 

41.00 

43.45 

0.038 

42.24 

43.42 

0.030 

21.11 

43.33 

0.067 

3.30 

43.42 

—  0.023 

40.60 

43.43 

0.050 

9.10 

43.45 

0.045 

49.74 

43.45 

0.042 

1 2h  56" 
42  59 


13 
43 


2 
5 


40* 

35 
33 
24 


mit  G.  43k 
4  3 
4  3 
43 
43 


8»  10'  A  m' 
40  30 
12  49 
15  4 
17  23 
21. 


=  0" 


20 
20 
20 
20 
20 


?691 
.091 
.069 
.676 
.602 


Nr.  10 

41 

32 

34.43 

1 

24 

11 

39 

20.29 

25 

34.03 

17.36 

6  43.33 

0.070 

11 

11 

35 

49.48 

25 

11 

42 

35.14 

25 

49.10 

32.45 

43.35 

0.030 

12 

11 

48 

54.08 

21 

11 

55 

38  70 

25 

53.79 

37.12 

43.33 

0.022 

13 

11 

51 

59.14 

25 

11 

58 

44.90 

25 

58.75 

42.40 

43.35 

0.010 

G.  Kr.  Ost 

Nr.  14 

12 

3 

0.05 

Iii 

12 

9 

45.85 

24 

0.07 

43.55 

43.48 

0.007 

15 

12 

0 

39.25 

25 

42 

13 

26.47 

25 

38.98 

22.00 

43.02 

0.060 

10 

12 

17 

21.34 

23 

12 

24 

8.15 

25 

24.13 

4.85 

43.72 

0.015 

17 

42 

20 

58.37 

23 

12 

27 

44.33 

25 

58.39 

42.05 

43.66 

—  0.018 

18 

12  32 

20.98 

25 

12 

39 

43.84 

25 

20.76 

40.49 

43.73 

—  0.012 

19 

12 

36 

7.44 

25 

12 

42 

53.09 

25 

7.55 

51.47 

43.62 

0.020 

-    WWW«   | 

Registrirte  Coincidenzen 

mitL.  4  2h49m3r      mit  G.  13h 
42  52  27  13 
12  55  22  43 
12  58  19  13 


Nr.  15  -  20:24. 


4" 
6 
8 
10 


10 
24 
43 

59 


Au'  =  6- 


18!618 
18.632 
18.003 
18.588 


Abhandl.  d.  K.  S  fcwlUrb.  «1.  WWturb.  XIII 
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Ablesungen  vom  Leipaiger  Papierstreifen. 


Stern. 

D.-Z.  d.  M  -F. 

e 

CoiTOCt.  1 

D.-Z.  d.  M.-F. 

e 

Correct. 

Im  Meridian. 

Langen- 

Leipzig. 

deslnstr.' 

1. 

Gotha. 

— 

E 

deslnstr. 

Leipzig.  |  Gotha. 

DilTerenz. 

Nr.  4  0 
11 

12 
13 

L.  Non.West 
Nr.  14 
15 
16 
17 
18 
19 


11h38»30!68 


11 
11 
11 


42 

55 
58 


Beobachten  Brunn«  in  Leipzig,  Anweri  in  Gotha 

April  24. 

21  -OH  4  I;  1 1b45m  35?63  25  - 1 t67  50!54 


5.59 
10.41 
15.36 


25 
25 
25 


0.10 
+  0.06 
-0.13 

—  0.27 


12  9  16.80  25 
12  12  55.77  25 
12  23  38.08  25 
12  27  15.27  25 
12  38  43.50  25 
12  42  24.40  |25 
L'hrcorrecliori  :  Nr.  1 1 
Regislrirle  Coincidenzon 
mit  L.  12h  52™  52«  Au' 

12   55  52 

12   58  48 


11 
12 
12 

12 


48 
1 

5 

15 
19 


50.17  25 
52.71  25 
0.26  25 


—  1 
+  1 
-1 


18 
11 

54 


5.49 
10.47 
15.23 


58.59  13 
40.78  25 
25 


-0.28  112 

-0.28   12  30  22.30 
-0.27   12  33  56.97  25 
—0.28   12  45  28.03  24 
-0.26   12  49     5.09  25 
7!15;*Nr.  15 


+  1.39  II  16.53 

-1.74  I  55.49 

—  1.09  37.80 
+  1.46  15.00 

—  1.22  '  43.22 
+2.38  24.14 

7-01. 


33T96 

6"  43!42 

48.99 

43.50 

53.82 

43.35 

58.72 

43. 4y 

59.98 

43.45 

39.04 

43.55 

21.21 

43.41 

58.43 

43.4.1 

26.81 

43.59 

7.47 

43.33 

6™  20!610  mit  G 
6  20.633 
6  20.633 


13> 

13 
13 
13 


3»  20' 
5  37 
7  56 
10  12 


13    12  28 
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Ablesungen  vom  Gothaer  Papierstreifen. 


Stern. 

D.-Z.  d.  M.-F. 

■ 
« 

D.-Z.  d.  M.-F. 

• 

Im  Meridian. 

Ungen- 

L._Str. 

Leipzig. 

t5 

3 

iL. 

Gotha. 

« 

Um 

Leipzig.  |  Gotha. 

Differenz. 

G.  Str. 

Beobachter :  Auwen  in  Gotha,  Bruhni  in  Leipzig*. 


Nr.  4  0 
41 
12 
13 

G.  Kr.  West 
Nr.  44 
45 
46 
47 
.  48 
49 


|  44h32 
4  4  35 
44 
11 


48 
51 


'29189 
44.81 
49.68 
54.66 


12 
12 
12 
12 
12 
12 


2 
6 
17 
20 
32 
36 


56.09 
35.07 
17.38 
54.56 
22.86 
3.72 


21! 
25 

25| 
251 


April  24. 
441"39-44?84  125 
4  4  42  29.34  25 
4  4  55  34.94  25 
4  4  58  39.45  25 


42 
12 


9 
13 


37.81 
20.00 
1.53 
36.16 
7.28 
44.35 


29175 
44.71 
49.74 
54.53 


25 
12 
25 
25  f 
24 
2 


55.82 
34.79 
17.10 
54.29 
22.58 


5j  3.46 
.  '15  -45176 


25 

25  ! 12  24 
25   12  27 
25   12  39 
25   12  42 
Ubrcorrection :  Nr.  11  —  4  5153;  Nr 
Regislrirte  Coincidenzen 
mit  L.  43h  47-  40*  mit  G.  431'  57-  45'  A  u' 
43  50   36  44    0  1 

43  53   32  14    2  20 

14  4  38 
14    6  55 


43144 
28.4  6 

33.02 
37.94 

39.20 
48.26 
0.44 

37.62 
6.06 
46.73 


6-  201662 
20.669 
20.662 
20.654 
20.647 


43-39 
43.45 
43.28 
43.38 

43.38 
43.47 
43.34 
43.33 
43.48 
43.27 


01029 
0.051 
0.073 
0.408 

0.058 
0  074 
0.068 
0.407 
0.422 
0.052 


49* 
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m.  Ableitung  des  Resultats  für  den  Längenunterschied. 

In  der  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  sind  bereits  die  aus 
den  einzelnen  an  beiden  Orten  beobachteten  Durchgängen  folgenden 
Werthe  der  Längendifferenz  aufgeführt.  Für  die  Auge  -  und  Ohr- Beob- 
achtungen sind  die  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  Langendifferenzen 
die  Summen  der  beobachteten  Differenzen  der  Uhrcorrectionen  {oder  der 
Werthe  Cuhninationszeit  in  Gotha  nach  der  Gothaer  Uhr — Culminations- 
zeit  in  Leipzig  nach  der  Leipziger  Uhr)  mit  den  durch  die  gehörten 
Coincidenzen  gefundenen  absoluten  Differenzen  der  Uhrzeiten.  Die 
Uhrg&ngc,  welche  hierbei  und  später  angewandt  worden  sind,  ergeben 
sich  aus  den  im  ersten  Abschnitt  mitgeteilten  Uhrcorrectionen  für  die- 
jenigen Abende ,  an  welchen  correspnndirende  Beobachtungen  verbun- 
den werden  konnten,  wie  folgt: 


April 

Golhaer  Uhr|  l.cipz.  Uhr 
in  24h.     j  jnS4h. 

Rcl.  Gong 
stündlich. 

Mittel  deröinge 
stündlich. 

_ 

—  o:l2 

4-  1500 

4-  0?047 

4-  0?0I8 

8. 

—  0.56 

4-  0.93 

4-  0.063 

4-  0.008 

10. 

-  0.7V 

4-  3.00 

-f-  0.150 

4-  0.047 

11. 

-  0.86 

■+■  2.0? 

+0.1  15 

4-  0.037 

13. 

-  0.80 

4-  1.90 

-f-  0.112 

4-  0.0  23 

16. 

-  0.60 

4-  1.30 

4-  0.079 

4-  0.015 

17. 

—  0.86 

-»-  1.09 

-+-  0.081 

4-  0.005 

19. 

—  0.95 

4-  0.89 

-+-  0.077 

—  0.001 

20. 

-  1.14 

4-  0.85 

4-  0.083 

-  0.006 

21. 

-  1.08 

4-  0.81 

4-  0.079 

—  0.005 

2i. 

—  0.60 

4-  0.60 

-+-  0.050 

0.000 

Die  Uhrvergleichungen  durch  die  einzelnen  Coincidenzenpaare  sind 
ebenfalls  bereits  in  der  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  aufge- 
führt, auf  den  linken  Seiten  die  durch  die  Leipziger  (L)  und  auf  den 
rechten  Seilen  die  durch  die  Golhaer  Hülfsuhr  (G)  erhaltenen.  Von 
dieser  waren  136.4  Schlüge  =  I3Ö.4  Slernzeit-Secunden.  wahrend  das 
Intervall,  in  welchem  die  erstere  einen  Schlag  gewann,  etwas  veränder- 
lich zwischen  17V  und  1 80"  schwankte.  Die  Vergleichungen  sind  mil 
den  Werlhen: 

178  Schlage  der  Leipziger  Hülfsuhr  =  177"  Sternzeit 

137    „        „   Gothaer        „       =  I3G» 
berechnet  und  die  Mittel  aus  den  Zahlen  des  vorigen  Abschnitts  mit  den 
eben  aufgeführten  relativen  Gangen  auf  ein  Moment  reducirt.    Es  fand 
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sich  wenn  A«  die  Differenz  Leipziger  Uhrzeit  —  Gothaer  Uhrzeit  nach 
den  gehörten,  und  A«'  dieselbe  Differenz  nach  den  registrirlen  Coin- 
cidenzen  bezeichnet: 


April 

Au  für  ' 
St«.  L.  | 

durch  L. 

durch  G. 

G.-L. 

4. 

im 

5" 

405613  (3) 

5- 

105324  [5) 

—  05089 

8. 

11.4 

34.887  (4) 

5 

34.919  (5) 

+  0.032 

10. 

11.1 

6 

48  953  (4) 

6 

48.982  (5) 

+  0.029 

11. 

11.4 

6 

45.560  (4) 

6 

45.626  (5) 

-4-  0.066 

17. 

(4.5 

6 

26.638  (|) 

6 

26.596  (1) 

—  0.042 

13.9 

6 

26.452  (2) 
22.533  (3 

6 

26.520  (3 

-+■  0.068 

19. 

11.3 

6 

6 

22.595  (5) 

+  0.062 

20. 

11.3 

6 

20.520  (4) 

6 

20.579  (6) 

-1-  0.059 

21. 

11.4 

6 

18.407  (5) 
20.474  (4) 

6 

18.473  (3) 

■+■  0.066 

24. 

11.3 

G 

6 

20.480  (4) 

+  0.006 

April 

A  u'  für 
Stzt.  L. 

durch  L. 

durch  G. 

G.  — L. 

Au'-A« 

11. 

13*2 

6" 

455610  (i) 

6" 

455604  (3) 

—  05006 

+  05275 

13. 

41.2 

6 

40.074  (3) 

6 

40.121  6 

+  0.047 

16. 

11.4 

6 

28.727  (3) 

6 

28.780  (4) 

•+-  0.053 

17. 

45.2 

6 

26.624  (3) 

6 

26.650  (4) 

-1-  0.029 

-1-  0.282 

19. 

13.3 

6 

22.690  (7) 

■+-  0.261 

20. 

13.2 

6 

20.667  (4) 

6 

20.687  (5) 

-1-  0.020 

+  0.285 

21. 

13.1 

6 

18.569  (4) 

6 

18.620  (4) 

-1-  0.051 

■4-  0.289 

24. 

14.0 

20.622  (3) 

6 

20.665  (5) 

-+•  0.043 

+  0.302 

Die  Differenz  G. — L.  ist  die  doppelle  Stromzeil,  oder  das  Doppelte 
derjenigen  Zeit,  um  welche  das  von  der  Stromquelle  (1 9  Meilen)  ent- 
ferntere Relais  spater  zum  Anschlag  gekommen  ist,  als  das  nähere.  Der 
Gangunterschied  der  beiden  Relais  ist  nach  früheren  Untersuchungen 
von  Bruhns  verschwindend ;  werden  demnach  ohuo  Weiteres  aus  allen 
Zahlen  G.  —  L.  die  Mittel  mit  Berücksichtigung  der  aus  der  Anzahl  der 
Coincidenzen  folgenden  Gewichte  gebildet,  so  erhall  man  : 
doppelle  Stromzeit  nach  d.  gehörten  Coincidenzen  =  050  3  86  (Gew.  1 7. 1  4) 

.,  „registrirlen  „  =  Ü.03GO  (Gew.  1 2.72) 
Die  Einheit  der  Gewichte  ist  dasjenige  einer  Uhrvergleichung  durch 
einCoincidenzenpaar,  welchem  derUebereinstimmung  der  einzelnen  Ver- 
gleichung  eines  jeden  Abends  zufolge  ein  mittlerer  Fehler  von  etwa 

±  0:021  für  die  gehörten  Coincidenzen,  und 

±  0.014  ,,       registrirlen  ,, 
entspricht.   In  der  Auffassung  resp.  Verzeichnung  der  Coincidenzen 
selbst  sind  hiernach  miniere  Fehler  von  etwa  ±  2-2  resp.  ±  1-4  be- 
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gangen  worden,  welche  gewiss  erheblich  kleiner  gewesen  sein  würden, 
wenn  nicht  die  Gothaer  Hulfsuhr  etwas  ungleiche  Secunden  geschlagen 
und  in  Leipzig  das  nahe  Zusammenfallen  von  vier  verschiedenen  Schla- 
gen —  des  Relais ,  der  im  Beobachlungsraume  selbst  stehenden  Hulfs- 
uhr und  der  doppelt  schlagenden  elektrischen  Uhr  —  die  Beobachtungen 
gestört  hatte.  Aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  G.  —  L.  von  ihren 
Mitteln  erhalt  man  aber  bedeutend  grössere  midiere  Fehler  und  damit 
die  mittleren  Fehler  der  doppellen  Stromzeiten  gewiss  richtiger 

=  ±  0-009  resp.  ±  0*008. 
Hierbei  ist  die  April  4  resultirende  negative  Stromzeit  unberücksichtigt 
geblieben.  Anscheinend  wohl  verbürgt,  muss  diese  auffallende  Differenz 
durch  einen  besondern  nicht  weiter  zu  ermittelnden  Umstand  veran- 
lasst sein.  Vielleicht  könnte  in  Leipzig  in  einer  der  beiden  Reihen  eine 
durchgehende  Yerzahlung  um  20*  vorgefallen  sein  (in  Gotha  sind  die 
Coincidenzen  an  diesem  Abende  auch  von  Herrn  Geb.- Rath  Hansen, 
und  zwar  nicht  wesentlich  von  Auwers  verschieden,  notirt).  —  Die 
erste  negative  Stromzeit  vom  17.  April  wird  durch  die  Unsicherheit  der 
betreffenden,  durch  Unterbrechung  der  Verbindung  beider  Stationen 
vielfach  gestörten,  Vergleich ungen  erklärt,  und  ebenso  ist  das  negative 
Zeichen  der  Stromzeit  nach  den  regislrirten  Coincidenzen  vom  1 1 .  April 
nicht  zu  verbürgen. 

Zur  Berechnung  der  Lange ndifferenzen  sind  die  Mittel  aus  den  Uhr- 
vergleichungen durch  die  Leipziger  und  durch  die  Gothaer  Hulfsuhr 
angewandt;  April  17  sind  die  beiden  Paare  mit  den  Gewichten  0.50 
und  1 .20  vereinigt.  April  19  ist  von  dem  A«'  nach  den  Vergleichungen 
mit  G.  die  mittlere  Stromzeit,  0*018,  abgezogen.  Darauf  fanden  sich  die 
Unterschiede  A«  —  A«.  welche  oben  aufgeführt  sind;  dieselben  kön- 
nen als  völlig  constant  angesehen  werden  und  zeigen,  dass  die  gehörten 
Coincidenzen  von  beiden  Beobachtern  gleich  aufgefasst  sind.  Das  Mittel 
■+■  0*282  ist  benutzt  worden ,  um  April  1 6  die  Längendifferenzen  aus 
den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  mit  Hülfe  der  Uhrvergleichung  durch 
die  registrirten  Coincidenzen  zu  berechnen ,  da  an  diesem  Tage  wegen 
Unterbrechung  der  Verbindung  keine  Coincidenzen  nach  dem  Gehör 
beobachtet  werden  konnten. 

Aus  den  Mitteln  der  Uhrvergleichungen  sind  mit  den  vorhin  ange- 
gebenen relativen  Gangen  die  folgenden  Tafeln  berechnet. 
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Aus  der  Tafel  a  sind  die  Zahlen  interpolirt,  deren  Summen  mit 
den  »Differenzen  der  Uhrcorrectionen«  der  Abtheiluog  A.  des  Abschnitts  II. 
die  ebendaselbst  aufgeführten  Lüngendifferenzen  gegeben  haben.  Die- 
selben sind  in  Gothaer  Uhrzeit  ausgedrückt  und  also  noch  wegen  des 
Uhrgangs  um  einige  Tausendstelsecunden  zu  verbessern,  welche  an  die 
Mittel  angebracht  werden  sollen.  — 

Die  Registrirbeobachtungen  geben  durch  die  Verzeichnung  auf  bei- 
den Papiersireifen  je  zwei  Werthe  für  die  Lttngendifl'erenz,  welche  sich 
wieder  um  die  doppelte  Stromzeit  unterscheiden.  In  der  Abtheilung  B. 
des  Abschnitts  II.  sind  diese  Doppel  werthe,  sowie  unter  der  Ueberschrift 
»Leipz.  Streifen  —  Gothaer  Streifeno  die  einzelnen  Werthe  für  die  dop- 
pelte Stromzeil  aufgeführt;  die  ersteren  sind  indess  noch  von  dem  Gange 
der  beiden  einzelnen  Uhren  und  die  letzteren  von  dem  relativen  Uhr- 
gange zu  befreien.  Mit  Rucksicht  hierauf  finden  sich  für  die  doppelte 
Stromzeit  folgende  Tagesmiltel : 

April  4.  0?029    10  St.  m.  F.  Hir  einen  Stern  =  ±  0?023 


8.  0.057 

10 

»> 

0.015 

10.  0.055 

9 

»i 

0.033 

11.  0.007 

9 

M 

0.033 

13.  0.056 

7 

»» 

0.027 

17.  0.039 

11 

»» 

0.036 

19.  0.054 

16 

t» 

0.046 

20.  0.044 

10 

>» 

0.020 

21.  0.030 

10 

M 

0.027 

24.  0.079 

10 

• » 

0.030 

Der  mittlere  Werth  der  doppellen  Stromzeit  ist  hiernach  =  0^0508, 
und  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Werthe  von  den  Tagesnütleln 
findet  sich  der  m.  F.  der  doppelten  Stromzeit  aus  einem  Stern  =  ±  0'030.  . 
Dieser  Werth  ist  viel  zu  gross ,  um  aus  den  Fehlern  der  Verzeichnung 
und  Ablesung  erklärt  werden  zu  können,  es  scheinen  vielmehr  merk- 
liche Schwankungen  in  der  Stromzeit  selbst  im  Laufe  eines  Abends  vor- 
gekommen zu  sein ,  und  ebenso  von  einem  Tage  zum  andern  (wie  auch 
die  Coincidenzen  andeuteten),  indem  aus  den  Unterschieden  zwischen 
den  einzelnen  Tagesmiltelu  der  m.  F.  eines  solchen  =  ±  0*0 1 6,  der- 
jenige des  Gesammlniillels  also  wm  ±  0?005  folgt. 
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Alle  Werlhe  der  einfachen  Stromzeit  sind  demnach  : 

aus  den  Registrirsternen  =  0?0254  m.  F.  =  ±  0W025 
„     „  registr.  Coincid  =  0.0180   „  .,  =±  0.0040 
,,     „  gehörten    .,      =0.0193    „       =±  0.0045 
Mittel  =  0^0226  m.  F.  =  ±  0^0020 
Mit  dem  Werlhe  Ö'02ö  sind  diejenigen  Lüngenditferen/.en  ver- 
bessert, welche  nur  auf  einem  Slreifen  verzeichnet  waren,  wahrend  im 
Uebrigen  aus  den  Angaben  beider  Streifen  die  Mittel  genommen  sind. 

Um  nun  einen  Anhalt  für  die  weitere  Behandlung  der  Beobachtun- 
gen zu  gewinnen,  musslen  wir  Nahei  ungswerlhe  für  die  Langendifferenz 
und  die  einzelnen  Tagesresultale  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  sind  ohne 
Berücksichtigung  irgend  welcher  Gewichtsunterschiede,  ausser  für 
Stern  12  und  »Stern  18,  von  denen  der  erste  April  4  in  Gotha  und  der 
andere  April  10  in  Leipzig  nur  an  3  Faden  beobachtet  war,  weshalb 
die  beiden  entsprechenden  Längendiflercnzen  vorläufig  das  Gewicht  V3 
erhielten,  aus  den  einzelnen  Beobachtungsgruppen  die  Mittel  genommen, 
nämlich 

A.   Aus  den  Auge-  und  Ohr- Beobachtungen 
Reihe  I  {Bruhns  in  Leipzig,  Auwers  in  Gotha). 
April  4.  Gr.  1.  6m  43?074   9  St.;  corr.  für  Uhrg.  6"  43W73 
Gr.  2.      43.129   9  43.128 
8.  42.924   9  42.921 

10.  42.904   7  42.901 

11.  43.144  9  43.140 
24.  43.033   9  43.030 

Reihe  II  (Auwers  in  Leipzig,  Bruhns  in  Gotha). 
April  16.  6"  43:776   8  St.;  corr.  für  Uhrg.  6m  43:773 

17.  Gr.  1.      43.744    9  43.740 
11  2.     43.745    4  43.741 

19.  Gr.  1.     43.648   9  43.644 

„  2.     43.752    6  43.748 

20.  43.601    9  43.596 

21.  43.650    9  43.645 
B.  Aus  den  Regis tr ir-Beobachtungen 

Reihe  I. 

April  4.  6™  43:399    10  St.;  corr.  für  Uhrg.  6™  43H01 
8.      43.218    10  43.219 
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April  10.  6m  43M14  9  St.;  corr.  for  Uhrg.  6ra  43M19 
II.  43.276  9  43.280 
24.      43.4U     10  43.4U 


Reihe  II. 


April  13.  6" 

43?385 

6  St.;  corr.  für  Uhrg.  6" 

(43N388) 

16. 

43.600 

2 

43.597 

17.  Gr.  1. 

43.579 

9 

43.583 

„  2. 

43.561 

8 

43.562 

19.  Gr.  1. 

43.523 

8 

43.523 

ii  2. 

43.472 

8 

43.472 

20. 

43.446 

10 

43.445 

21. 

43.531 

10 

43.530 

Die  Beobachtungen  vom  1 3.  April  sind  von  der  weiteren  Berech- 
nung ausgeschlossen ,  weil  das  Gothaer  Azimulh  für  diesen  Tag  zu  un- 
sicher ist  (und  wahrscheinlich  einer  beträchtlichen  positiven  Correctiön 
bedarf).  Das  Resultat  A,  April  17.  Gr.  2  erhielt  vorläufig  das  Gewicht  Vj, 
und  B,  April  16  das  Gewicht  '/<;  damit  wurden  die  Mittel: 

A.  I       =  6m  43"032  +  B,  —  A, 

11       =  6   43.695  H-  A,  — Bg  

Mittel  (A)       =  6ra  43?36i  -+-  *(B»— BJ  -+■  i(A,  — A,) 

B.  I  AA  =  6m  43*287  +  B'-A' 
 II  6   43.521  -h  A— B' 

Mittel  (B)  A^  =  6m  43U04 

Durch  den  Ortswechsel  der  Beobachter  sind  die  persönlichen 
Beobachtungsfehler  (B,  für  Bruhns  in  Leipzig  u.  s.  w.)  aus  der  Reihe  A 
nicht  eliminirl,  wie  spater  nachgewiesen  werden  soll,  indem  wenig- 
stens einer  der  Beobachter  die  Antritte  in  Leipzig  betrachtlich  anders  auf- 
gefasst  hat,  als  in  Gotha.  Für  die  Reihe  B  wird  man  dagegen  annehmen 
können,  dass  die  persönlichen  Fehler  eines  jeden  Beobachters  auf  beiden 
Stationen  um  denselben  Mittelwerth  geschwankt  haben. 

Vergleicht  man  für  jeden  Abend  die  Beobachtungen  in  verschie- 
denen Lagen  der  Instrumente  miteinander,  so  finden  sich  einige  be- 
trachtliche Unterschiede.  Bezeichnet  man  mit  O.  W.  eineLängendiflerenz, 
welche  aus  einer  Beobachtung  bei  Non.  Ost  in  Leipzig  und  Kr.  West 
in  Golha  gefolgert  ist  ,  mit  W.  O.  bei  Non.  W.  in  Leipzig  und  Kr.  Ost  in 
Gotha  u.  s.  vv.  und  unterscheidet  durch  gestrichene  Buchstaben  die 
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Lagen  des  Gothaer  Instruments  nach  der  Vertauschung  von  Objectiv 
und  Ocular,  so  findet  sich 


w.  0.  —  0.  w. 

A.  April  4.  -fr-  0?053  Gew. 

2.2 

4.  -fr-  0.106 

2.2 

8.  —  0.026 

2.2 

B.  April  4.  -fr-  0.137 

2.1 

8.  ■+-  0.100 

2.4 

o.  o.  —  w.  vv. 

A.  April  10.  -  0!097  Gew.  1.7 

11.  H-  0.157 

2.2 

B.  April  10.  -fr-  0.102 

2.1 

II.  —  0.071 

2.2 

O.  0/  —  w.  w.' 

A.  April  16.  —  0:065  Gew.  1.9  B.  April  17.  —  0?138  Gew.  2.0 


17.  -fr-  0.136 

2.2 

17.  -  0.002 

2.0 

19.  —  0.431 

2.2 

19.  —  0.004 

2.0 

19.  —  0.205 

1.3 

19.  -fr-  0.085 

2.0 

20.  -fr-  0.002 

2.2 

20.  -fr-  0.027 

2.4 

21.  —  0.045 

2.2 

21.  -fr-  0.285 

2.4 

24.  -fr-  0.196 

2.2 

24.  —  0.01 1 

2.4 

Nimmt  man  die  Mittel  einmal  mit  Rücksicht  auf  die  beigesetzten  Ge- 
wichte, und  ein  anderes  Mal,  indem  man  den  Regislrirbeobachtungen 
ausserdem  doppeltes  Gewicht  gibt,  so  wird 

W.  O.  -  0.  W.  =  -fr-  0?074  (1 1.1)  oder  =  -fr-  0:086  (15.6) 
0.  0.  -  W.W.  =  +  0.029  (  8.2)  oder  -  -fr-  0.028  (12.5) 
0.  0.'  -  W.W-'  =  —  0.003  (29.4)  oder  =  -fr-  0.011  (44.6) 

Die  erste  Differenz  kann  man  vielleicht  fttr  die  Andeutung  eines 
reellen  Unterschiedes  halten ,  im  Allgemeinen  aber  zeigt  die  Unregel- 
mässigkeit der  zusammengestellten  Werlhe ,  dass  die  Unterschiede  zwi- 
schen den  verschiedenen  Combinalionen  trotz  ihrer  manchmal  höchst  auf- 
fallenden Grösse  nur  die  Erzeugnisse  zufalliger  Beobachtungsfehler  sind. 
Bei  der  definitiven  Berechnung  der  Litngendiflerenz  ist  nur  die  erste 
derselben  berücksichtigt  worden;  dagegen  sind  behufs  einer  vorläufigen 
Zusammenstellung  zur  Yergleichung  der  durch  die  einzelnen  Sterne  ge- 
gebenen Resultate  unter  einander  die  Correctionen  angebracht:  ftlr 
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W.  0.  -  0-04,  0.  W.  +  0?04,  0.  0.  -  OHM,  W.  W.  +  0?01;  für  0.  0/ 
urul  W.  keine  Corrcclion  und  für  die  einmal  vorkommende  Combi- 
nation  W.  —  0-03.  Zu  demselben  Zweck  musslcn  ausserdem,  da 
nicht  alle  Sterne  an  allen  Tagen  beobachtet  sind,  die  Abweichungen  der 
beiden  Gesammtmiltel  von  den  einzelnen  Tagesresultalen,  wie  dieselben 
vorhin  vorlaufig  bestimmt  sind ,  zu  allen  einzelnen  der  betreffen- 
den Tage  addirt  werden.  Darauf  ergaben  sich  für  die  einzelnen  Sterne 
folgende,  nach  den  Declinationcn  der  Sterne  geordnete  Mittel  (wieder 
ohne  Unterscheidung  von  Gewichten,  ausser  für  Nr.  12  und  Nr.  18) 
nebst  den  Quadratsummen  der  Abweichungen  von  denselben  2  ff  (resp. 
Zp.ff  für  Nr.  12  und  Nr.  18): 


A.  Nach  den  Auge  -  und  Ohr -Beobachtungen. 


Nr.  Deel. 

A* 

Bcob. 

32 
26 
30 

Q  i 
•*  i 

9 

2 

6 

4 

3 

89 

—  3?0 
+  0.4 
5.4 
fi  Q 

8.1 
8.7 
11.3 
14.0 
17.4 
25.6 

|  6ra  43:53 
43.38 
43.35 
43.35 
43.47 
43.35 
43.42 
43.33 
43.39 
43.42 

0:0302 

0.0008 
0.0122 

(  0.1388 
0.1260 

!  0.1308 
0.2238 
0.1714 
0.0968 

s 

10 
10 
10 

9 
10 

V 

(<r)  6»  43:396  (für  6  m 

+  10?9) 

27 
8 

33 

3i 
5 
7 

28 
1 

39.8 
41.2 

42.8 
43.0 
43.6 
43.9 
48.2 
50.5 

43.40 
43.35 
43.26 
43.27 
43.28 
43.32 
43.57 
43.30 

« 

0.1142  10 

0.0224  3 
0.0186  3 
0.3308    i  9 
0.1881  9 
—  1 
0.1084    1  10 

(Ö  6"  435312  (für  d  = 

+  44?6) 

B.  Nach  den  Registrir-Beobachtungen. 

Nr. 

Deel. 

A  l 

Zp.ff. 

Beoh. 

21 
22 
15 
86 
83 
10 
18 
13 
16 
11 

-  9?6 

-  1.6 
0.1 
0.4 
2.5 
7.3 
8.4 
9.5 

10.5 
15.3 

6m  43!39 
43.47 
43.45 
43.26 
43.39 
43.42 
43.50 
43.40 
43.46 
43.38  1 

0:0004 

0.0006 
0.1131 

0.0002 
0.0004 
0.0554 
0.0336 
0  0312 
0.0575 
0.1068 

£ 

2 
9 
8 
2 
9 

8% 
9 
8 
1 0 

>  {«)  6m  I3!426  (fttr  «J  = 

+  7?5) 

- 
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Nr. 

Deel. 

AI 

Zp.ff. 

Beob. 

24 
27 
14 
17 
23 
12 
20 
19 

+  37?3 
39.8 
41.4 
42.1 
42.4 
43.8 
44.5 
49.2 

C>  43!54 
43.35 
43. iO 
43.39 
43.47 
43.36 
43.37 
43.34 

0!0002 
0.0162 
0.0212 
0.0724 
0.0040 
0.1047 
0.0000 
0.2495 

2 
2 
/ 

J    .(0  6"  43!373  (für  d  =  +  43?5) 

8% 

2 

8 

Die  Aequatorealsterne  gehen  also  Werthe  («)  für  die  LJingendifferenz, 
welche  erheblich  grösser  sind,  als  die  Werlhe  (£)  aus  den  Zenilhslernen; 
es  ist 

(«)  —  (£)  für  die  A.-  und  O.-B.  =  -f-  0'08i  m.  F.  =  ±  0!0ü7 
„    „  Regislr.-B.      m*  -+-  0.053  m.  F.  =  ±  0.025 

Die  angegebenen  m.  F.  dieser  Differenzen  folgen  aus  den  Wertheil  des 
in.  F.  einer  Langeudifferenz  aus  einem  Paar  correspondirender  Beobach- 
tungen 

A  («)  ±  0-149;  A  (£)  ±  0M26;  B  (o)  ±  0M39;  B  (£)  ±  0M  12, 

welche  sich  aus  den  Abweichungen  der  Resultate  aus  den  einzelnen 
Sternen  von  den  vier  Mitteln  ergeben.  Die  m.  F.  finden  sich  auf  diese 
Weise  für  die  Gruppen  («)  grösser  als  für  die  Gruppen  (f) ;  wenn  man 
diesen  Unterschied  aber  wegen  der  Uebereinstimmung  der  beiden  Be- 
obachtungsmethoden in  Bezug  auf  denselben  für  reell  halten  will,  wird 
man  seine  Erklärung  wohl  nur  in  der  grössern  Ausdehnung  der  Gruppen 
(a)  im  Sinne  der  Declinalion  suchen  und  darin  eine  weitere  Bestätigung 
der  Aenderung  der       mit  den  Zenithdislanzon  sehen  dürfen. 

Vergleicht  man  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Tage  untereinan- 
der, so  erhalt  man  folgende  Differenzen  (a)  —  (£) : 


Apri 

1  A 

B 

Mittel 

4. 

1  +  0-22  G. 

2  +  0.05 

2.4 
2.4 

-+-  0?03  G.  3.4) 

8. 

4-  0.24 

2.4 

+  0.09 

4.0 

+  0.15  6.4 

10. 

-1-  0.01 

1.9 

-+-  0.07 

3.6 

-1-  0.05  5.5 

M. 

+  0.17 

2.4 

+  0.33 

3.2 

+  0.26  5.6 

16. 

-+•  0.17* 

2.0 

+  0.17  2.0 

17. 

I  +  0.08* 

2.4 

0.00 

3.8 

+  0.02  10.8 

2  -1-  0.19* 

1.1 

-  0.07 

3.5 
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April  A  B  Mittel 

19.  1-0?02*G.2.4    +  0?08  G.  2.3) 

2  +  0.21*  1.3  -  0.04  3.5)  +  0  02  G"  9'° 

20.  +  0.03*  2.4  -  0.02  4.0  +  0.01  6.4 

21.  —  0.10*  2.4  0.00  4.0  -  0.04  6.4 
24.      +  0.14  2.4  +  0.06  4.0  +  0.09  6.4 

Mittel    +  0.102  +  0.045  +  0.068 

Aus  den  Abweichungen  der  Tagesmittel  (aus  A  und  B)  von  dem  Ge- 
sammtmittel  +  0?068  würde  der  m.  F.  für  Gew.  1  =  ±  0?222 ,  also 
der  m.  F.  des  letztern  Mittels  =  ±  0?027  folgen.  Die  Gewichte  selbst 
beruhen  auf  den  Annahmen  des  Gewichts  eines  A  A  aus  einem  Stern 
Af  =  1.00,  Aa  =  1.20,  Bf  =  1.33,  B«  =  2.59. 

Die  Uebereinstimmung  der  einzelnen  Tagesresullate  bestätigt  also 
die  Realität  des  Unterschiedes  (a)  —  (f).  Bei  der  Löngenbestimmung 
zwischen  Berlin  und  Leipzig  fand  sich  fast  ganz  derselbe  Unterschied, 
nämlich  +  0*084  mit  dem  m.  F.  ±  0-040.  Man  könnte  durch  diese 
Uebereinstimmung  dazu  veranlasst  werden,  die  Ursache  des  Unterschie- 
des ,  von  dessen  Interpretation  die  weitere  Behandlung  der  bis  hierher 
erlangten  Zahlen  wesentlich  abhängt,  in  dem  Leipziger  Instrumente  zu 
suchen.  Andererseils  ist  es  jetloch  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  wenig- 
stens ein  Theil  des  Unterschiedes  nicht  den  Instrumenten,  sondern  in 
Folge  einer  Abhängigkeit  der  persönlichen  Gleichung  von  der  Zenith- 
distanz  der  beobachteten  Objecte  den  Beobachtern  zur  Last  fallt. 

Wenn  man  die  persönliche  Gleichung  conslanl  und  den  Gangunter- 
schied der  Relais  nach  den  Untersuchungen  von  Bruhns  =  0  annimmt,  so 
gibt  die  Vergleichung  der  vorhin  abgeleiteten  vorläufigen  Mittel  I  und  II 
(in  naher  Uebereinstimmung  mit  der  weiter  unten  mitzulheilenden  defi- 
nitiven Rechnung)  die  persönliche  Gleichung  B.  —  A.  für  Auge-  und 
Ohr-  Beobachtungen  =  +  0*332  und  für  Registrirbeobachlungen 
=  +  0H  17,  wo  das  Pluszeichen  angibt,  dass  Bruhns  für  dasselbe 
Moment  grössere  Zeiten  notirt  als  Auwers.  Für  die  erste  Art  von  Be- 
obachtungen haben  wir  bei  Gelegenheit  des  ersten  Ortswechsels  April  1 2 
die  persönliche  Gleichung  am  Leipziger  Instrument  direel  bestimmt  und, 
indem  jeder  3  —  6  Antritte  desselben  Durchgangs  beobachtete,  folgende 
Werlhe  gefunden : 
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aus  X  Ursae  maj.  B.  —  A. 

=  -h  0?35  Deel 

.  -h  50?5 

/  Leonis 

■+■  0.41 

n.3 

w  Ursae  maj. 

■+■  0.32 

43.9 

47  Ursae  maj. 

-1-  0.08 

41.2 

%  Leonis 

-h  0.30 

8.1 

v  Virginis 

4-  0.22 

7.3 

ß  Leonis 

+•  0.25 

15.3 

y  Ursae  maj. 

+  0.31 

54.5 

67  Ursae  maj. 

+  0.57 

43.8 

o  Virginis 

+  0.37 

9.5 

im  Mittel  B. —  A.  =  -|-  0^318  mit  dem  m.  F.  ±  0?036,  indem  der 
m.  F.  eines  einzelneu  B.  —  A.  sich  aus  den  Abweichungen  derselben 
von  jenem  Mittel  =  ±  0-113  ergibt.  Zwischen  Zenith-  und  südlichen 
Sternen  zeigt  sich  kein  Unterschied,  indem  die  Mittel  für  die  beiden 
Gruppen  -t-  0-326  und  +  0-310  für  identisch  zu  erachten  sind. 

Eine  weitere  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  schien  uns  damals 
zwecklos.  Bei  der  Reduclion  der  Beobachtungen  aber  wurden  wir  zu 
der  Annahme  gefuhrt,  dass  wir  einen  ganz  anderen  Werth  für  die  per- 
sönliche Gleichung  erhalten  haben  würden,  wenn  wir  dieselbe,  anstatt 
am  Leipziger,  am  Gothaer  Instrument  bestimmt  hatten.  Der  Unterschied 
zwischen  den  gehörten  und  legistiiilcn  Zeilscaleu  ist  nämlich  nach  dem 
Zeuguiss  der  Coincidenzbeobachlungen  in  Leipzig  0-282  grösser  als  in 
Gotha,  um  dieselbe  Quantität  hatten  also  die  Differenzen  zwischen  den 
Uhrcorrectionen  nach  Ohr-  und  Registrirbeobachtungen  in  Leipzig  grösser 
ausfallen  müssen.  Dieselben  sind  aber,  wie  in  Abschnitt  I.  angegeben 
ist,  gewesen: 

in  Gotha  für  A.  Corr.  (O)  —  Corr.  (R)  =  —  0?42,  für  B  =  —  0?33 

in  Leipzig       *  —  0.75  —  0.43 

Differenz  =  _  o?33  -  0?10 

Die  Abweichung  —  0-05  von  —  0^28  für  A.  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu 
verbürgen,  die  Abweichung  +  0M8  für  B.  aber  so  gross,  dass  sie  eine 
nähere  Untersuchung  um  so  mehr  nothwendig  machte,  als  sich  in  der 
Thal  fUr  eine  Verschiedenheit  in  der  Uebertragung  der  Antrittsmomente 
auf  die  gehörte  Zeitscale  an  den  beiden  Orten  eine  nahe  liegende  Er- 
klärung bot,  indem  in  Gotha  an  einer  Uhr  mit  scharfem  einfachen  Schlag 
beobachtet  wurde ,  während  in  Leipzig  eine  elektrische  Uhr  mit  wenig 
pracisem  Doppelschlag  zur  Anwendung  kam ,  welcher  um  so  unange- 
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nehiner  war,  weil  bei  der  damaligen  Einrichtung  der  Schlag,  welcher 
den  Anfang  der  Secunde  bezeichnen  sollte ,  der  folgende  war  und  ein 
nicht  viel  schwächerer  etwa  eine  Drittelsecunde  vorangieng.  Hier  scheint 
nun  Brünns  den  Hauptschlag  bei  der  Vergleichung  mit  den  Heiaisschlägen, 
so  lange  nämlich  nux  der  Gehörsinn  allein  in  Thätigkeit  war,  richtig  auf- 
gefasst  zu  haben,  beim  Beobachten  der  Sterndurchgänge  dagegen,  wo 
die  Aufmerksamkeit  auf  die  Controle  zweier  verschiedenen  Sinneslhälig- 
keiten  zu  vertheilen  war  und  sich  vielleicht  derjenigen  des  Sehens  vor- 
zugsweise zuwandte ,  den  Secundenanfang  ungefähr  auf  die  Mitte  zwi- 
schen beiden  Schlägen  verlegt  zu  haben,  während  in  Gotha  zu  einer 
Verschiedenheit  der  Zahlung  der  Uhrschläge  bei  den  Coincidenz-  und 
Antrittsbeobachtungen  keine  Veranlassung  war.  In  dieser  Interpretation 
der  gefundenen  Abweichung  ist  die  Voraussetzung  enthalten  ,  dass  der 
Ortswechsel  nicht  zugleich  auch  eine  wesentliche  Veränderung  in  der 
Art  zu  registriren  zur  Folge  gehabt  hat ,  deren  hinlänglich  genähertes 
Zutreffen  man  wohl  annehmen  kann ,  da  dio  beiden  Instrumente  und 
ihre  Vergrößerungen  nicht  viel  verschieden  gewesen  sind  und  jeder 
Beobachter  an  beiden  Orten  denselben  Signalgriff  benutzt  hat. 

Wenn  Brünns  in  seiner  Zählung  in  Gotha  0M8  gegen  Leipzig 
zurück  war,  Auwers  dagegen  an  beiden  Orlen  gleich  beobachtete,  so 
musste  die  Differenz  B.  —  A.,  die  sich  in  Leipzig  =  -|-  0^32  gefunden 
hatte,  in  Gotha  =  -|-  0-14  sein.  Zwei  zur  Entscheidung  der  Frage, 
freilich  erst  beinahe  ein  halbes  Jahr  nach  der  Längenbeslimmung,  am 
Gothaer  Instrument  angestellte  Beobachtungsreihen  gaben  (1865  Octo- 
ber  2  und  3)  in  der  Thal  B.  —  A.  =  +  0-1 5,  zugleich  aber  noch 
andere  Resultate ,  welche  es  nothwendig  machen ,  diese  Beobachlungs- 
reihen  hier  ausführlicher  zu  besprechen. 

Am  2.  Oclober  wurden  31  Sterne,  von  jedem  Beobachter  fast 
immer  an  6  7  Fäden ,  gemeinschaftlich  beobachtet.  Die  Differenzen 
B.  —  A.  fanden  sich  durch 


62  Serpentis 

-ho-io 

ß  Cygni 

+0?14 

B.A.C  6928 

— 0?23 

10  Aquilac 

+0.31 

9  Vulpeculae  +0.05 

66  Aquilae 

+0.18 

1 4  Aquilac 

+0.08 

o  Aquilae 

+0.49 

B.A.C.  696G 

-0.08 

C  Aquilae 

+0.16 

X  Aquilae 

+0.21 

36  Cygni 

+0.04 

t  Lyrae 

+0.16 

/  Aquilae 

+0.44 

B.A.C.7014  +0.22 

B.  A.C.  6566 

+0.27 

a  Aquilac 

-0.22 

68  Aquilae 

+0.10 

B.A.C.  6379 

+0.02 

ß  Aquilae 

+0.39 

w2  Cygni 

+0.05 
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w  Aquilae        +0?22     9  Cygni        — OT02    70  Aquilae  +0M9 
B.A.C.6626    -0.U    15Vulpecu)ae  -1-0.13    B.A.C.7153  +0.13 
d  Aquilae       +0.06     tj  Sagittae      +0.11    «Cygni  —0.14 
35  Aquilae  —0.07 

Das  Mittel  aus  diesen  31  Werthen  ist  =  +  0M08.  Ordnet  man  die- 
selben aber  nach  den  Deelinationen  der  Sterne,  so  hat  man  B.  — A. 


für  — 3?9 

=  +0*08 

Air  +1 0Ü3  = 

+0U4 

für  +  34?6  = 

+0?04 

—3.8 

+0.10 

11.4 

+0.22 

35.9 

+0.16 

—3.0 

+0.19 

11.5 

+0.21 

44.8 

—0.14 

-1.4 

+0.18 

13.7 

+0.16 

48.5 

+0.05 

+1.7 

-0.07 

13.7 

+0.31 

49.3 

-0.14 

2.8 

+0.00 

19.5 

+0.05 

49.6 

+0.02 

4.9 

+0.22 

19.6 

+0.11 

50.1 

+0.27 

5.1 

+0.49 

25.2 

-0.08 

52.1 

-0.02 

6.5 

+0.10 

27.4 

+0.13 

52.5 

+0.13 

6.0 

+0.39 

27.7 

+0.14 

52.8 

—0.23 

8.5 

—0.22 

fur+2?3  =  +0?138  für  +  18?0  =  +0"169   für  +  47?0  =+0?OI4 


m.  F.  =  ±0.048  ±0.050  ±0.050 

Die  Uebereinstimmung  unter  den  einzelnen  Werthen  ist  zwar  sehr  gering 
(der  m.  F.  eines  B.  —  A.  folgt  aus  den  Abweichungen  von  den  drei 
Mitteln  =  ±  0M58),  ohne  Zweifel  weil  die  Luft  schlecht  war  —  unge- 
fähr wie  im  Durchschnitt  bei  der  Lüngenbestimmung  —  und  einmal  die 
zufälligen  Antrittsfehler  deshalb  gross  ausfielen,  hauptsächlich  aber  auch 
die  persönliche  Gleichung  selbst  sehr  unbeständig  war;  eine  Verschie- 
denheit derselben  fttr  Zenithai-  und  sudliche  Sterne  tritt  indess  trotzdem 
deutlich  hervor. 


Am  3.  October  gaben  30  gemeinschaftlich  an  je  6 — 7  Faden  be- 
obachtete Sterne  für  B.— A.  folgende  Werthe: 


1 5  Vulpeculae 

+0?38 

B.A.C.7153 

+0?06 

C  Cygni  +0?05 

tj  Sagittae 

+0.29 

«  Cygni 

+0.02 

34  Vulpeculae  +0.38 

B.  A.C.  6928 

+0.19 

52  Cygni 

+0.09 

21  Aquarii  +0.14 

66  Aquilae 

+0.31 

55  Cygni 

+0.36 

35  Vulpeculae  +0  07 

B.  A.C.  6966 

-0.01 

57  Cygni 

+0.15 

ß  Aquarii  +0.27 

36  Cygni 

+0.07 

18  Delphini 

+0.38 

B.A.C.  7499  +0.28 

B.A.C.70I4 

+0.28 

2  Equulei 

+0.24 

74  Cygni  -0.06 

Abh.ndl.  4.  K.  S.  ( 

JeiflNrh.  d.  WttMMtfc.  XIII 

20 
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08Aquilae  +0U2  4  Eqimlei  +0?09  B.  A.C.  7548  +0H7 
w2  Cygni  +0.07  63  Cygni  -0.04  9  Pegasi  -i-O.U 
70  Aquilae       +  0.40      6  Equulei     +0.42    81  Cygni  +0.17 

im  Mittel  +  0'193.  Ordnet  man  diese  Werthe  aber  wieder  nach  den 
Declinationen,  so  findet  sich  B.  — A.: 


für  —6^2  = 

+0-27 

für  +  10?3  = 

+0?38 

für  +39?8  = 

— 0?06 

—  4.6 

+0.28 

16.7 

+0.14 

43.9 

+  0.15 

-4.1 

+0.14 

19.6 

+0.29 

44.8 

+0.02 

—3.8 

+0.42 

23.3 

+0.38 

45.6 

+0.36 

—3.0 

+0.40 

25.2 

—0.01 

47.1 

—0.04 

—  1.4 

+0.31 

27.0 

+0.07 

48.5 

+0.07 

+4.9 

+0.28 

27.4 

+0.38 

48.7 

+0.17 

5.4 

+0.09 

29.7 

+0.05 

49.4 

+0.17 

6.6 

+  0.24 

30.2 

+0.09 

52.5 

+0.06 

9.5 

+0.42 

34.6 

+0.07 

52.8 

+0.19 

für  +0?3  = 

+0^285 

fÜr  +  24-4  = 

+0M84 

für  +47?3  = 

+0-109 

m.  F. 

±0.045 

±0.045 

+0.045 

Bei  etwas  besserer  Luft  waren  die  Antrittsfehler  und  die  Schwankungen 
der  persönlichen  Gleichung  selbst  etwas  geringer,  als  am  vorhergehenden 
läge,  aber  immer  noch  sehr  beträchtlich,  indem  die  Abweichungen  von 
den  drei  Mitteln  für  den  m.  F.  einer  Differenz  +  0-141  geben. 

Die  Abhängigkeit  der  persönlichen  Gleichung  von  der  Zenilhdislanz 
zeigt  sich  in  dieser  Reihe  noch  besser  und  muss  für  unsere  Beobach- 
tungen am  Golhaer  Instrument  als  bewiesen  angesehen  werden.  Sie 
ist  für  Zenithalstei  ne  etwa  0-1  4  kleiner  gewesen,  als  für  südliche  Stei  ne. 

Die  Aenderung  von  Bruhns  boim  L'ebergange  von  Leipzig  nach 
Gotha  kann  ebenfalls  nicht  mehr  bezweifelt  werden,  obwohl  der  Betrag 
derselben  sich  nicht  sehr  genau  festsetzen  lässt.  Die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Tagesresultalen 

October  2.  B.— A.  =  +  0M08    m.  F.  ±  0":028 
„     3.  +0.193  ±0.026 

ist  nämlich  wiederum  so  gross,  dass  sie  nur  durch  eine  beträchtliche 
reelle  Aenderung  der  persönlichen  Gleichung  von  einem  Tage  zum  an- 
dern zu  erklären  ist. 

In  Leipzig  war  die  persönliche  Gleichung  im  Zenith  dieselbe  wie 
für  südliche  Stei  ne.  Die  Aenderung  in  Gotha  wird  man  eher  geneigt  sein, 
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in  der  Auffassung  der  Aotritte  von  Brunns  zu  suchen,  der  an  einem 
fremden  Instrumente  mit  ungewohnten  und  ihm  weniger  bequemen 
Einrichtungen  beobachtete,  als  bei  Auwers ,  dessen  Auffassungsart  sich 
bei  Vergleichung  mit  anderen  Astronomen  sehr  constant  gezeigt  hat.  In 
diesem  Falle  ist  aber  an  diejenigen  (<*)  —  (£)  der  Gruppe  A. ,  welche  in 
der  oben  gegebenenZusammenstellung  mit  einem  Stern  bezeichnet  sind, 
die  Correction  —  OH  4  anzubringen ;  die  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen 
geben  dann  für  den  Theil  der  Ditferenz  (o)  —  (£) ,  welcher  durch  die 
Eigentümlichkeiten  der  Instrumente  oder  Fehler  in  den  angewandten 
Wertben  ihrer  Aufstellung  zu  erklaren  sein  würde ,  nur  noch  das  Mittel 
•4-  0?032,  dessen  Realität  an  sich  gar  nicht  mehr  zu  verbürgen  ist  und 
nur  durch  seine  Uebereinstimmung  mit  dem  Mittel  nach  den  Registrir- 
beobachtungen  einigermaassen  wahrscheinlich  gemacht  werden  kann, 
das  allgemeine  Mittel  würde  ■+-  0504  mit  dem  m.  F.  ±  0?03. 

Als  Resultat  dieser  Betrachtung  kann  nur  angenommen  werden, 
dass  eine  jede  auf  einer  bestimmten  Interpretation  der  Differenz  («)  —  (£) 
beruhende  Behandlungsart  der  vorläufig  erlangten  Längenunterschiede 
sich  so  wenig  sicher  begründen  lassen  würde ,  dass  man  die  Berück- 
sichtigung dieser  Differenz  ganz  aufgeben  und  die  verschiedenen  Werthe 
von  A  A  mit  denjenigen  Gewichten  combiniren  muss ,  welche  sich  aus 
den  Beobachtungen  selbst  für  die  einzelnen  Sterngruppen  ableiten  lassen. 

Zu  diesem  Behuf  sind  zunächst  die  mittleren  Werthe  der  reinen 
Beobachtungsfehler  der  Durchgänge  aufgesucht  worden. 

Aus  den  Beobachtungen  am  Gothaer  Instrument,  bei  126maliger 
Vergrößerung  und  fast  immer  schlechter,  öfters  äusserst  unruhiger  Luft, 
ergaben  sich  die  mittleren  Fehler  eines  Antritts  für  die  Auge-  und 
Ohr-Methode: 

aus  Air  Auwers  für  Bruhns 

Aequat.-St.  '    ±0?1  Uaus  42Dchg.f  338  F. ±0M 97aus 35 Dchg.,  305 F. 


Zenith-St. 

0.147 

»• 

31 

»> 

237  „ 

0.227 

»i 

28 

n 

251 

ii 

Polst.  I 

0.568 

»» 

18 

»» 

235  „ 

0.828 

»» 

11 

•t 

70 

•i 

Polst.  II 

0.816 

»i 

2 

12„ 

1.401 

•» 

3 

»» 

23 

i» 

«  Urs.  min.  0.  C. 

1.614 

tt 

20 

»» 

294  „ 

1.639 

i» 

9 

II 

115 

i» 

u  Urs.  min.  U.C. 

1.832 

I« 

5 

»i 

9G  „ 

2.034 

•i 

0 

Ii 

77 

«• 

und  für  die  Beobachtungen  am  Leipziger  Instrument,  bei  lOimaliger 
Vergrößerung  und  durchschnittlich  guter  Luft : 

20' 
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aus  für  Bruhns  für  Auwers 

Aequat.-St.      ±0?248aus 29  Dchg.,  246  F.,  ±0?1  0Gaus39  Dchg.,  384  F. 

Zenith-St.           0.231  „  23    M    201,,     0.130  „30    „  303,, 

Polst.  I             '0.803  „  12         133,,     0.528  „  12    ,.  135,, 

Polst.  II             1.085,,    2          22  „     0.759,,    4    .,  45  „ 

«Urs.  min.  Ü.C.      —       —         —        1.946,,    6    ,.  61  „ 

a  Urs.  min.  U.C.  2.319  „    7    „     73  „     1.752  „  10    „  124,, 

Der  mittlere  Fehler  eines  Durchgangs  ist  hiernach: 

in  Gotha  in  Leipzig 


für  Aequat.-St.  A.  ±0U)402  B.  ±0-0668  B  ±0-0853  A.  ±0^0337 
„  Zenith-St.  0.0530         0.0757  0.0780  0.0410 

und  der  m.  F.  einer  Differenz 

Ag  —  B,  ±  0^0943  resp.  ±  0?0943 
Bg  —  A,  ±  0.0748  resp.  ±  0.0861 

oder  im  Mittel  aus  beiden  Reihen 

für  Aequatorealsterne  ±  0-085 
,,  Zenithalslerne       ±  0.090. 

Für  die  Registrirmelhode  Tand  sich  für  die  mittleren  Fehler  eines 
Antritts  mit  Einschluss  der  Fehler  der  Verzeichnung  und  Ablesung : 

nach  den  Ablesungen  vom  Gothaer  Streifen 

Gothaer  Instr. 


für  Auwers  Bruhns 

Aeq.-St.  ±0:077  30  D.  699  F.  ±0MI8  34  D.  810  F., 
Zeu.-St.     0.141  19  „  414  „      0.174  22  „  496  „ 

Leipziger  Instr. 


für  Bruhns  Auwers 

Aeq.-St.  ±0M24  29  D.  666  F.  ±0?098  34  D.  775  F. 
Zeu.-St.     0.140  20  „  450  „     0.123  24  „  572  „ 

nach  den  Ablesungen  vom  Leipziger  Streifen 

Gothaer  Instr. 


 '  « 

für  Auwers  Bruhns 

Aeq.-St.  ±0U)83  30  I).  701  F.  ±0M09  36  D.  842  F., 
Zen.-St.     0.143  19  „  414  „     0.157  24  „  553  ,, 
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Leipziger  Instr. 

,  *  , 

ftlr  Bruhns  Auwers 

Aeq.-St.   ±0M27  29  D.  670  F.  ±0?083  39  D.  91 2  F. 

Zen.-St.       0.147  20  „  451  „     0.121  29  „  636,, 

Die  Unterschiede  zwischen  den  Werthen  der  m.  F.  nach  den  Ablesungen 
von  den  beiden  verschiedenen  Streifen,  welche  allerdings  nicht  durch- 
weg denselben  Momenten  angehören,  zeigen,  dass  sowohl  die  Able- 
sungen als  auch  die  Verzeichnungen  selbst  von  merklich  verschiedener 
Genauigkeit  gewesen  sind.  Der  Unterschied  in  Bezug  auf  den  letztern 
Punct  findet  seine  Erklärung  in  dem  Umstand,  dass  am  Gothaer  Regi- 
strirapparat,  dessen  Bewegung  nur  durch  einen  Windfang  regulirt  wird, 
nicht  nur  im  Laufe  eines  Abends ,  sondern  auch  während  der  einzelnen 
Durchgänge  beträchtliche  Aenderungen  der  Secundenlängen  vorgekom- 
men sind  und  einen  schädlichen  Einfluss  ausüben  konnten,  weil  die 
Signalspilze  etwas  vor  der  Uhrspitze  voraus  stand,  so  dass  eigentlich 
von  allen  Signalen  eine  in  Rücksicht  auf  Lineargrösse  cunstante,  aber 
in  Zeit  nicht  unbedeutend  veränderliche  Correction  hätte  abgezogen 
werden  müssen.  Die  Vergleichung  der  m.  F.  gibt  nur  den  Unterschied 
in  der  Genauigkeit  der  Registrirung  an,  setzt  man  aber  für  den  m.  F. 
der  Verzeichnung  eines  Signals  durch  den  Leipziger  Apparat  ±  0*0 \, 
so  hat  man  für  den  Gothaer  Apparat  den  m.  F.  ==  j/OMH 2  ■+ 0^00078 
s=  ±  0?030.  Die  Unregelmässigkeiten  in  der  Bewegung  des  Gothaer 
Apparats,  welche  von  Zeit  zu  Zeit  eintraten  und  eben  diese  Ver- 
grösserung  hervorgebracht  haben,  sind  natürlich  ftlr  die  Resultate  ohne 
jeden  schädlichen  Einfluss ;  die  allmälig  fortschreitenden  Aenderungen 
konnten  eine  grössere  Zeitdilferenz  allerdings  etwas  beeinflussen ,  sind 
aber  für  das  Intervall  von  7"  zwischen  den  Leipziger  und  Gothacr  Re- 
gistrirsignalen  gänzlich  zu  vernachlässigen. 

Für  den  m.  F.  der  Ablesung  eines  Signals  ist  anzunehmen  für  A. 
etwa  ±ü?020  und  damit  für  B.  Y^ÖiÖi~+~Öm\SB  =  ±  0?047, 
wahrscheinlich  aus  dem  Grunde  grösser,  weil  auf  den  von  Bruhns  ab- 
gelesenen Leipziger  Streifen  die  Beobachtungsmomente  nicht  durch 
Puucte,  sondern  durch  die  Anfänge  von  Strichen  bezeichnet  gewesen 
sind.  Die  reinen  Beobachtungsfehler  *'  (m.  F.  des  Sehens  und  Signal- 
gebens) für  einen  Antritt  und  die  m.  F.  e"  eines  doppelt  abgelesenen 
Durchgangs  ergeben  sich  dann : 
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für  A.  iu  G.  Acq.-St.  *' 

=  ±  0*068  i 

=  ±  0W153 

Zen.-St. 

0.135 

0.0289 

für  B.  in  L.  Aeq.-St. 

0.118 

0.0254 

Zen.-St. 

0.137 

0.0297 

für  B.  in  G.  Aeq.-St.  «' 

=  ±  0M05  t 

=  ±  0-0221 

Zen.-St. 

0.160 

0.0341 

für  A.  in  L.  Aeq.-St. 

0.080 

0.0177 

Zen.-St. 

0.114 

0.0247 

folglich  ist  der  m.  F.  einer  Durchgangsdifferenz 

in  Reihe  I  für  Aeq.-St.  ±  0?0296  für  Zen.-St.  ±  O^Oil  4 

in  Reihe  II  ±  0.0285  ±  0.0421 

im  Mittel  ±  0?029  ±  0^42 

Dass  der  m  F.  eines  Antritts  in  Gotha  im  Zenith  für  A.  doppelt  so  gross 
gewesen  ist  als  für  südliche  Sterne,  kommt  daher,  weil  die  Bilder  in 
Gotha  im  Zenith  immer  am  schlechtesten,  in  der  Regel  ganz  zerfliessend. 
gewesen  sind.  Der  einzige  Tag  mit  guter  Luft  (April  1 0)  gab  den  m.  F. 
eines  Antritts  mit  Einschluss  des  Verzeichnungs-  und  Ablesungsfehlers 
(±  0"036)  Air  Aequatorealsterne  =  ±  0!066  und  fürZenithsterne  ±  0?077. 

Aus  den  Quadratsummen  der  Abweichungen  der  reducirten  Längen» 
differenzen  von  den  Mitteln  für  die  einzelnen  Sterne ,  welche  oben  zu- 
sammengestellt sind ,  ergibt  sich  der  mittlere  Fehler  einer  Längen- 
diflerenz,  abgesehen  von  dem  zu  befürchtenden  mittlem  allen  Beobach- 
tungen eines  Abends  gemeinschaftlichen  Tagesfehler, 

für  Auge-  und  Ohr-Beob.  eines  Aeq.-St.  =  ±  0M36 
,,     ,,       „  ,,    Zen.-St.  =  ±  0.144 

Air  Rcgistrir-Beobacht.  eines  Aeq.-St.  =  ±  0.088 

„     Zen.-St.  =  ±  0.120 

Die  reinen  Beobachtungsfehler  treten  demnach  sehr  zurück  gegen  ander- 
weilige  Schwankungen  um  die  Tagesmittel,  deren  mittlerer  Betrag  aus 
den  eben  gegebenen  Zahlen  für  Zenithsterne  Air  beide  Arten  der  Be- 
obachtung identisch  =  ±  0-112,  für  Aequatorsterne  Air  Auge-  und 
Ohr -Beobachtungen  =  ±  0M06,  für  registrirte  =  ±  0!083  folgt.  Die 
starken  Schwankungen,  welche  sich  bei  den  directen  Bestimmungen  der 
personlichen  Gleichung  für  die  Auge-  und  Ohr-Methode  in  dieser  gezeigt 
haben,  berechtigen  uns  in  Betreff  der  Beobachtungen  nach  dieser 
Methode  zu  der  Annahme,  dass  die  hier  gefundene  Vergrösserung  des 
mittlem  Bcobachtungsfehlers.  wenn  nicht  ausschliesslich,  so  doch  zum 
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Uberwiegend  grössten  Theile  in  der  Variabilität  der  persönlichen  Glei- 
chung ihren  Grand  hat,  wahrend  die  angewandten  Werlhe  der  Instru- 
mentalcorrectionen  als  durchaus  den  Beobachtungen  entsprechend 
anzusehen  sein  würden.  Die  mittlere  Abweichung  der  persönlichen 
Gleichung  von  ihrem  Tageswerthe  ist  nämlich  für  einen  einzelnen 
nach  dem  Gehör  beobachteten  Stern  am  2.  October  =  ±  0-1 24  und 
am  3.  October  =  ±  0-104  gewesen  (wie  man  findet,  wenn  man  von 
den  oben  für  diese  Tage  angeführten  m.  F.  die  reinen  Antrittsfehler 
abzieht) ,  und  zwar  bei  einem  Luftzustande ,  welcher  ungefähr  eben  so 
ungünstig  war,  wie  bei  der  Längenbestimmung  durchschnittlich.  Bei 
guter  Luft  haben  wir  dagegen  für  dieselbe  Methode  unsere  Gleichung 
(Leipzig,  April  12)  völlig  constant  gefunden,  indem  die  Differenzen  zwi- 
schen den  Werthen  aus  den  einzelnen  Sternen  genau  so  gross  waren, 
wie  die  mittleren  Antrittsfehler  erwarten  liessen.  Es  ist  daher  wohl  ge- 
staltet, auch  für  die  Registrirmethode  die  Vergrösserung  des  Beobach- 
tungsfehlers durch  eine  Variabilität  der  persönlichen  Gleichung  in  Folge 
der  ungünstigen  Luftzustände  zu  erklären ,  obwohl  für  diese  Methode 
der  directe  Nachweis  derselben  fehlt.  Bei  der  einzigen  Bestimmung 
unserer  persönlichen  Gleichung  beim  Registriren,  welche  wir  auszu- 
führen Gelegenheit  hatten  (in  Leipzig  1866  Januar  2),  wurde  dieselbe 
zwar  völlig  constant  gefunden ,  aber  wahrscheinlich  nur  deshalb ,  weil 
die  Luft  bei  diesen  Beobachtungen,  wie  bei  der  ersten  Bestimmung  nach 
der  andern  Methode,  ruhig  war.  Es  fand  sich  aus  16  Siemen  der  Werth 
B.  — A.  =  ■+■  0M08  mit  dem  m.  F.  ±  0?012,  dass  indess  auch  für 
diese  Methode  Tagesresultate  beträchtlich  variiren  können,  zeigt  die 
Abweichung  dieses  Werthes  von  dem  kurz  zuvor  zwar  indirect  (durch 
Vergleichungen  mit  Dr.  Engelmann)  aber  anscheinend  ebenfalls  sicher 
erhaltenen  Resultat  B.  —  A.  =  0?123  (m.  F.  ±  0-025)  —  0^105 
(m.  F.  ±  0*011)  =  -f-  0!018. — 

Aus  den  Werthen  der  m.  F.  einer  reducirten  Längendifferenz 
±0^144  und  ±0-136  für  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  von  Zenith- 
resp.  Aequatorsternen  folgt,  dass  zur  Bildung  der  definitiven  Tages- 
mittel nach  den  Beobachtungen  dieser  Art  die  beiden  Gruppen  mit  Be- 
rücksichtigung des  Gewichtsverhältnisses  1 : 1 .1 1  zu  vereinigen  sind. 
Die  von  Verschiedenheiten  in  der  Anzahl  der  beobachteten  Antritte  her- 
rührenden Schwankungen  um  diese  Miltelwerthe  sind  ganz  geringfügig 
und  daher  vernachlässigt  worden. 
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An  die  einzelnen  Langend iffereozen  des  Abschnitts  II.  sind  nur  die 
Correctionen  — 0?04  für  W.O.  und  +0'04  für  O.W.  (April  4,  8  und  10) 
angebracht  (deren  Einfluss  in  den  Mitteln  fast  völlig  verschwindet).  Die 
folgenden  Zahlen  sind  demnach  noch  wegen  des  Ganges  der  Gothaer 
Uhr  zu  verbessern. 

Es  lindet  sich 

April  4. 

6"  43?09      G.  1.00       aus  Nr.  26.  6" 
43.16         1.11  27. 
43.03         1.11  28. 
43.23         1.11  29. 

42.78  1.00  30. 
43.21  1.11  31. 

42.79  1.00  32. 
43.15  1.00  33. 
43.19         1.1  1  34. 


aus  Nr.  1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


43?14 
43.16 
43.33 
42.96 
43.09 
43.12 
43.40 
43.10 
42.82 


G.  1.11 
1.00 
1.00 

1.11 
1.11 
1.11 
1.11 

1.00 
1.00 


Tagesmitlel  =  6m  43M00  Gew.  19.10 
Corr.  für  Uhrg.  =  —  0.001 


April  8.     April  10. 

April  11.    April  24. 

aus  Nr.  1. 

6W  42^80    6™  42^97 

6-43M7    6-  42?86 

G.  1.00 

2. 

43.07  42.97 

43.31  42.95 

1.11 

3. 

43.13  42.93 

43.32  43.29 

1.11 

4. 

43.14  — 

43.15  42.77 

1.11 

5. 

42.76  — 

43.12  42.86 

1.00 

6. 

42.93  42.97 

43.08  43.11 

1.11 

7. 

42.81  42.79 

42.95  43.09 

1.00 

8. 

42.78  42.93 

42.97  43.01 

1.00 

9. 

42.96  42.77 

43.23  43.36 

1.11 

Tagesmiltel  = 

6m  42^938  6ra  42^905 

6m  43^1 49  6m  43?037 

Corr.  f.  Uhrg. 

_  0.003     —  0.003 

—  0.004  —0.003 

Gew. 

9.55  7.44 

9.55  9.55 

April  16. 

aus  Nr.  1 .  6"  43?65 

G.  1.00 

2.  43.74 

1.11 

3.  43.86 

1.11 

4.  43.77 

1.11 

5.  43.74 

1.00 

6.  43.93 

1.11 

8.  43.62 

1.00 

9.  43.90 

1.11 

Tagesmittel  =  6"  43?780  Gew.  8.55 
Corr.  f.  Uhrg.  —  0.003 
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April  17. 

April  19. 

aus  Nr.  1. 

6M  43?70 

G.  1.00 

6ra  43Ü38 

G.  1.00 

2. 

43.73 

1.11 

43.45 

1.11 

n 
ö. 

43.77 

1.11 

43.46 

1.1 1 

1 

*. 

43.80 

1.11 

43.41 

1.11 

5. 

43.42 

1.00 

43.58 

1.00 

6. 

43.78 

1.11 

43.99 

1.11 

7. 

loa" 

i  Art 
1 .00 

4.3. 86 

1  .OD 

w 

o. 

43.82 

1.00 

43.83 

1.00 

g 

43.83 

1.11 

43.87 

1.11 

29. 

44.03 

1.11 

30. 

43.76 

1.11 

31. 

43.81 

1.11 

43.65 

1.11 

32. 

43.87 

1.11 

43.87 

1.11 

33. 

43.60 

1.00 

43.61 

1.00 

34. 

43.70 

1.00 

43.63 

1.00 

Tagesmittel  = 

6"  43-749  G.  1 3.77 

6"  43^694  G.  15.99 

Corr.  f.  Uhrg. 

—  0.004 

—  0.004 

April  20. ' 

April  21 . 

aus  Nr.  1. 

6"  43?63 

G.  1.00 

6m  43?65 

G.  1.00 

2 

43.55 

1.11 

43.51 

1.11 

3 

43.57 

I.II 

43.52 

1.11 

4. 

43.60 

1.11 

43.48 

1.11 

5. 

43.65 

1.00 

43.99 

1.00 

6. 

43.51 

1.11 

43.65 

1.11 

7. 

43.58 

1.00 

43.62 

1.00 

8. 

43.66 

1.00 

43.62 

1.00 

9. 

43.66 

1.1 1 

43.81 

1.11 

Tagesmittel  = 

6m  43"600 

G.  9.55 

6ra  43"647 

G.  9.55 

Corr.  f.  Uhrg. 

-  0.005 

—0.005 

Mit  Berücksichtigung  der  Gewichte  werden  die  Gesammtmittel : 

aus  Reihe  I  A*  =  6*  43W40  B,  —  Aj  =  6"  43%358  (Gew.  55.19) 
aus  Reihe  11  6  43.692  -t-  A,  —  Bg  =  6   43.542  (Gew.  57.41) 

Mittel  =  6M  *3H50 

Addirt  man  zu  den  Tagesmitteln  der  Reihe  I  daher  0-410  und  subtrahirt 

von  denen  der  Reihe  II  0*242,  so  werden  dieselben 


April  4. 

6m  43?509 

Abw.  0?059 

8. 

43.345 

—  0.105 

10. 

43.312 

—  0.138 

11. 

43.555 

-*-  0.105 

16. 

43.535 

-1-  0.085 

17. 

43.503 

-1-  0.053 

19. 

43.448 

-  0.002 
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April  20.    6"  43^353      Abw.  -  0*097 
21.        43.400  —  0.050 

24.        43.444  —  0.006 


Die  Abweichungen  sind  viel  grösser,  als  sich  mit  den  m.  F.  der  Tages- 
niittel  (±  0"04  bis  ±0?05)  verlragen  würde,  wenn  man  dieselben  aus 
den  angegebenen  Gewichten  der  letztern  und  dem  m.  F.  ±  0M44  für 
Gew.  1  berechnen  wollte.  Es  ist  also  noch  eine  Fehlerursache  vorhan- 
den gewesen ,  welche  alle  Beobachtungen  eines  Abends  in  demselben 
Sinne  beeinflussl  hat,  und  zwar  findet  sich  aus  den  obigen  Abweichun- 
gen ihr  mittlerer  Einfluss  =  ±  0?072.  Wir  glauben  in  dieser  Zahl  die 
mittlere  Tagesunsicherheit  der  persönlichen  Gleichung  sehen  zu  müssen, 
wie  denn  auch  die  beiden  directen  Bestimmungen  derselben  in  Gotha 
an  zwei  auf  einander  folgenden  Tagen  unter  wenig  verschiedenen  äusse- 
ren Umständen  0?085  von  einander  abwichen. 

Behufs  definitiver  Zusammenfassung  sind  demnach  die  m.  F.  der 
einzelnen  Tagesmittel  mit  den  vorläufigen  Gewichten  g 


zu  setzen.  Für  April  4,  1 7  und  1 9  ist  indess  eine  Verringerung  der  Ta- 
gesunsicherheit  der  persönlichen  Gleichung  wegen  der  betrachtlichen 
Entfernung  der  beiden  Beobachtungsgruppen  von  einander  anzunehmen 
und  daher  für  diese  Tage  der  m.  F.  der  Mittel  durch  die  Formel 


berechnet.  Die  Resultate  der  Auge-  und  Ohr-Beobaclitungcn  werden 
damit  schliesslich: 


April  4.  A*  =  ß'n  43?()99    m.  F.  ±  0^067    Verb.  Gew.  2.20*). 


Reihe  I. 


8.  42.935 

10.  42.902 

11.  43.145 
24.  43.034 


0.086 
0.089 
0.086 
0.086 


1.36 
1.25 
1.36 
1.36 


Mittel  6m  43:033 


±  0W36 
±  0.080 


7.53 


Corr.  f.  pers.  Gl.  +0.318 


*j  Hier  =  i  für  m.  F.  =  ±0M. 


Digitized  by  Google 


91]  Bestimmung  des  Lähgenwiterschibdes  etc.  315 

Reihe  II 

April  16.       =  6m  43:777    m.  F.  ±  0:087    Verb.  Gew.  1.32 
17.  43.745  0.070  2.02 

19.  43.690  0.069  2.10 

20.  43.595  0.086  1.36 

21.  43.642  0.086  1.36 

Miltel  6m  43^694  ±  0*035  8.16 


Corr.  f.  pers.  Gl.    —0.150  ±0.054 

Die  Correclion  für  persönliche  Gleichung,  welche  das  erste  Mitte 
erfordert,  ist,  wie  vorhin  angeführt,  =  B,  —  Af,  und  diejenige  des  zwei- 
ten =  Ai  —  BK.  Direct  bestimmt  sind  aber  die  Quantitäten  B,  —  A,  und 
Bf  —  As,  und  man  kann  die  anzuwendenden  Correctionen  hieraus  nur 
ableiten,  indem  man  für  eine  der  Differenzen  B,  —  BK  oder  A,  —  A,  einen 
willkürlichen  Werth  annimmt,  oder  indem  man  für  dieselben  diejenigen 
Zahlen  setzt,  welche  die  Vergleichung  der  verschiedenen  Gruppen  von 
Uhrcorrectionen  vermittelst  des  Resultats  der  Coincidenzbeobachtungen 
gegeben  hat  und  die  vier  Werthe  ausgleicht.  Auf  dem  letztern  Wege 
erhält  man  die  ausgeglichenen  Werthe  B, —  Bg  =  0?1 65 ,  A,  —  AB 
=  —  0:035,  B,  —  Ag  =  ■+■  0:300  und  A,  —  Bg  =  —  0M70,  oder  die 
Correction  des  Mittels  aus  den  beiden  durch  den  Ortswechsel  der  Beob- 
achter unterschiedenen  Reihen  —  -4-  0:065.  Da  aber  diese  Ableitung 
die  Voraussetzung  einschliesst,  dass  jeder  Beobachter  an  beiden  Orten 
genau  gleich  registrirt  hat,  und  zudem  die  gefundene  Differenz  A — AK 
ihre  von  anderen  Fehlerursachen  herrührende  Unsicherheit  wohl  kaum 
übersteigt,  so  haben  wir  vorgezogen,  die  beiden  Beobachtungsreihen 
unter  der  Annahme  A  — A  .  —  0,  also  mit  dem  directen  Resultat  der 
Vergleichungen,  oder  das  Mittel  mit  der  Correclion  -|-  0:084  zu  verbes- 
sern. Die  m.  F.  der  Verbesserungen  •+-  0-318  und  —  0M50  der  beiden 
Reihen  sind,  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Gleichungen  von 
einander  berechnet,  den  oben  mitgetheilten  Zahlen  zufolge  ±  0-036 
resp.  ±0?019;  ausserdem  ist  aber  noch  die  mittlere  Tagesunsicherheit 
±0*072  der  persönlichen  Gleichung  zu  berücksichtigen,  und  es  werden 
daher  die  m.  F.  der  beiden  Correctionen,  da  die  erste  nur  an  einem,  die 
andere  an  zwei  Tagen  bestimmt  ist,  ±0:080  resp.  ±0:054,  wie  oben 
angegeben. 

Die  verbesserten  Mittel  aus  den  beiden  Reihen  werden  hiernach 

I.  £A  =  6,n  43:351      m.  F.  ±  0:088 
II.  6   43.544  ±  0.064 

Aus  diesen  beiden  Werthen  inuss  das  arithmetische  Mittel  genommen 
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werden,  da  eine  anderweitige  Vcrlheilung  der  zwischen  denselben  noch 
bestehenden  trotz  der  Grösse  der  m.  F.  immerhin  auffallenden  Differenz 
II  —  I  =  •+-  OH  93  wegen  der  Uubekanntschaft  mit  ihren  Ursachen  nicht 
gestaltet  ist.  Das  Resultat  der  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  fttr  den 
Langenunterschied  ist  also 

6m  43?447  mit  dem  m.  F.  ±  0?0544. 
Für  die  Registrirbeobachtungen  ist  das  Verhältniss  der  Gewichte 
der  Längendißerenzen  aus  Zenilh-  und  Aequatorsterncn  für  jeden  Tag 
=  1 :  1 .  86  anzunehmen.  Für  die  auf  einer  Station  sehr  unvollständig 
beobachteten  Durchgange  der  Sterne  Nr.  12.  April  4  und  10,  Nr.  13. 
April  17  und  Nr.  15  und  18.  April  10  sind  ausserdem  die  Fadenzahlen 
berücksichtigt,  sonst  aber  nirgends,  und  April  4  bis  10  wieder  die  Cor- 
rectionen  —0-04  Air  W.O.  und  H-0?04  für  O.W.  angebracht. 


Damit  geben  die  Mittel  der  auf  beiden  Streifen  gemessenen  LSngen- 
differenzen  (resp.  die  auf  das  Mittel  auf  beiden  Streifen  red ucirten),  welche 
also  wieder  noch  wegen  des  Ganges  der  Uhren  zu  verbessern  sind  : 


April  4. 

April  8. 

April  10. 

aus  Nr.  1 0.  6 

■  43?47 

G.  1.86 

6M  43^26  G.  1.86     6m43M7  G.  1 .86 

11. 

43.24 

1.86 

43.32 

1.86 

43.10  1.86 

12. 

43. 15 

0.73 

43.14 

1.00 

43.24  0.90 

13. 

43.41 

1.86 

43.23 

1.86 

43.16  1.86 

14. 

43.22 

1.00 

43.16 

1.00 

43.00  1.00 

15. 

43.44 

1.86 

43.24 

1.86 

43.05  1.49 

16. 

43.43 

1.86 

43.18 

1.86 

17. 

43.41 

1.00 

43.24 

1.00 

43.09  1.00 

18. 

43.48 

1.86 

43.39 

1.86 

43.24  1.19 

19. 

43.47 

1.00 

43.10 

1.00 

43.06  1.00 

Tagesmittel  6 

m  43!390  (14.89) 

6"  43:241 

(15.16)  6' 

"43:126  (12.16) 

Coir.f.Uhrg.  -h  0.002 

+  0.001 

+  0.005 

April  1 1 . 

April  24. 

aus  Nr.  1 0.  6m 

43^39  G. 

1.86 

6m  43:40 

G.  1.86 

1  1. 

43.40 

1.86 

43.48 

1.86 

12. 

43.18 

1.00 

43.32 

1.00 

13. 

43.29 

1.86 

43.43 

1.86 

14. 

43.41 

1.00 

15. 

43.53 

1.86 

43.51 

1.86 

16. 

43.40 

1.86 

43.38 

1.86 

17. 

43.07 

1.00 

43.38 

1.00 

18. 

43.41 

1.86 

43.53 

1.86 

19. 

42.81 

1 .00 

43.30 

1.00 

Tagesmittel  6,n  43:322    (14.16)  6ra  43:428  (15.16) 

Coir.f.Uhrg.   +  0.004  0.000 
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April  16. 


aus  Nr.  1 0. 

6"  43:60 

G.  1.86 

11. 

43.60 

1.86 

Tagesmittel 

6"'  43^600 

(3.72) 

Corr.  f.  Uhrg. 

—  0.003 

April  17. 

April  1 9. 

aus  JNr.  1 0. 

o     —  G. 

6*  43:60 

G.  1.86 

11. 

£  OH  i  J 

43-41 

1.86 

43.51 

1.86 

1z. 

In  Co 

43.48 

J  AA 

1.00 

43.52 

1.00 

1 3. 

43  K7 

ffVttfl 

\  fi7 

1 .00 

1  4. 

43.52 

1.00 

15. 

43.74 

1.86 

43.42 

1.86 

1 6. 

43.65 

1.86 

43.70 

1.86 

17. 

43.60 

1.00 

43.44 

1.00 

1 8. 

43.63 

1.86 

43.55 

1.86 

4  Q 

43.61 

1.00 

20. 

43.52 

1.00 

43.45 

1.00 

21. 

43.54 

1.86 

43.47 

1.86 

22. 

43.60 

1.86 

43.56 

1.86 

23. 

43.59 

1.00 

43.58 

1.00 

24. 

43.68 

1.00 

43.62 

1.00 

25. 

43.57 

1.86 

43.44 

1.86 

26. 

43.40 

1.86 

43.34 

1.86 

27. 

43.59 

1.00 

43.32 

1.00 

Tagesmittel 

6"  43:570  (24.55) 

6'°  43:504 

(24.60) 

Corr.  f.  L'hrg. 

+  0.003 

0.000 

April  20. 

April  21. 

aus  Nr.  10.  6,n  43-41  G. 

1.86 

6"  43:37 

G.  1.86 

11. 

43.40 

1.86 

43.37 

1.86 

12. 

43.57 

1.00 

43.34 

1.00 

13. 

43.47 

1.86 

43.36 

1.86 

14. 

43.44 

1.00 

43.48 

1.00 

15. 

43.37 

1.86 

43.65 

1.86 

16. 

43.41 

1.86 

43.73 

1.86 

17. 

43.45 

1.00 

43.66 

1.00 

18. 

43.47 

1.86 

43.72 

1.86 

19. 

43.47 

1.00 

43.63 

1.00 

Tagesmilk'l  6 

™  43:438  (15.16) 

6"  43:532 

(15.16) 

Corr.  f.  L'hrg.  • 

-  0.001 

—  0.001 

Im  Mittel  gib!  die 

Reihe  I.  =  6"  43:310  4-  B'—  A'  Gew.  71.53 
Reihe  II.  6  43.521  -1-  A'-  B'    Gew.  83.19 


Mittel    AA  =  6"  43:416 
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Addirt  man  zu  den  fünf  Tagesmitteln  der  Reihe  I.  0?106  und  subtrahirt 

von  den  andern  0?105,  so  erhält  man  die  Werthe 

April  4.  =  6"  43H98  Abw.  •+•  0?082 

8.  43.348  —  0.068 

10.  43.237  —  0.179 

14.  43.432  +  0.016 

16.  43.492  -+-  0.076 

17.  43.468  -h  0.052 

19.  43.399  —  0.017 

20.  43.332  —  0.084 

21.  43.426  +  0.010 
24.  43.534  -f- 0.118 

Die  Abweichungen  sind  wieder  viel  grösser,  als  bei  einem  m.  F. 
von  ±  0?03  zu  erwarten  gewesen  wäre,  zu  welchem  vielmehr  noch 
eine  mittlere  Tagesunsicherheit  von  ±  0-083  hinzutritt.  Erklärt  man 
dieselbe  wiederum  durch  die  Veränderlichkeit  der  persönlichen  Glei- 
chung, so  ist  es  auflallend,  dass  diese  sich  für  die  Registrirbcobach hingen 
grösser  ergibt,  als  für  die  Beobachtungen  nach  dem  Gehör;  indess  kann 
man  hierfür  den  Erklärungsgrund  angeben,  dass  sich  in  Gotha  jeden  Abend 
die  Luft  rasch  verschlechterte  und  deshalb  bei  den  Registrirbeobachtungen 
im  Durchschnitt  erheblich  unruhiger  gewesen  ist,  als  bei  den  anderen. 

Der  m.  F.  eines  Tagesresultats  der  Registrirbeobachtungen  mit  dem 
vorläufigen  Gewicht  g  ist  also 

=  |/0!083'  +  !^ 

zu  setzen,  wofür  jedoch  wieder  April  1 7  und  1 9 

■■  /  o:os3«  eriso1 

V     <-5  K 

genommen  ist.  Man  erhält  damit 

Reihe  I. 

April  4.  AA  =  6"  43?392    m.  F.  ±  0?089  Verb.  Gew.  1.27 

8.                43.242              0.089  1.28 

10.  43.131               0.090  1.24 

11.  43.326  0.089  1.26 
24.  43.428  0.089  1.28 

Mittel  r         6m  431305           ±  0:040  6.33 

Reihe  II. 

April  16.  A*  =  6"  *#597    m.  F.  ±  0M04  Verb.  Gew.  0.92 

17.                43.573               0.072  1.93 

19.  43.504               0.072  1.93 

20.  43.437               0.089  1.28 

21.  43.531  0.089  1.28 

Mittel  II.        6™  43:526           ±  0:037  7.34 
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Das  Resultat  der  Registrirbeobachtungen  für  die  Längendifferenz 
ist  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Mittel  I  und  II,  nämlich 

6m  43U16  mit  dem  m.  F.  ±  0?0271. 

Die  Differenz  II  —  I  =  -f-  0-221  stimmt  sehr  genau  mit  dem  Re- 
sultat der  vorhin  erwähnten  directen  Vergleichung  B.  —  A.  =  -+-0-108 
Uberein;  indess  kann  diess  nur  als  zufällig  angesehen  werden,  zumal 
da  Auwers  bei  dieser  Vergleichung  nicht  seinen  eigenen,  sondern  den 
auf  eine  bedeutend  grössere  Hubhöhe  gestellten  Leipziger  Signaldrücker 
benutzte.  — 

Die  registrirten  Coincidenzen  sind  nur  zur  Controle  der  gehörten 
beobachtet,  nicht  aber  zur  Bestimmung  der  Längendifferenz ,  weil  sie 
nur  auf  einem  weniger  directen  Wege  zu  einem  bis  auf  die  kleinen 
Fehler  der  Zeitübertragungen  selbst  mit  der  unmittelbaren  Messung  der 
Lfingendifferenzen  auf  den  Streifen  identischen  Resultate  fuhren  müs- 
sen. Indess  ist  noch  eine  Bemerkung  über  dieselben  hinzuzufügen. 

Bildet  man  nämlich  die  Werthe  der  Längendifferenzen  aus  den 
Registrirbcobachtungen  mit  Hülfe  der  registrirten  Coincidenzen ,  indem 
man  zu  den  Differenzen  der  Uhrzeiten  des  Durchgangs  durch  den  Me- 
ridian in  Leipzig  nach  der  Verzeichnung  auf  dem  Leipziger  Streifen  und 
des  Durchgangs  durch  den  Gothaer  Meridian  nach  der  Verzeichnung 
auf  dem  Golhaer  Streifen  die  aus  der  Tafel  (b)  am  Anfange  dieses  Ab- 
schnitts zu  interpolirende  Zeitdifferenz  addirt.so  sieht  man  sogleich  eine 
beständige  Abweichung  der  erhaltenen  Werthe  von  den  Mitteln  der  auf 
den  beiden  Streifen  durch  die  entsprechenden  Sterne  gemessenen  Län- 
gendifferenzen.  Der  mittlere  Werth  dieser  Abweichung  ist  (mit  Berück- 
sichtigung der  Correclionen  wegen  des  Uhrganges) : 

April  II.     -+-  0-056  aus  9  Sternen 


13. 

—  0.059 

»» 

6 

n 

16. 

-f.  0.020 

»» 

2 

i » 

17. 

I 

-  0.035 

»t 

3 

»» 

II 

—  0.030 

8 

>» 

19. 

I 

—  0.027 

»» 

8 

»» 

II 

—  0.007 

»» 

8 

»» 

20. 

—  0.016 

»» 

9 

»» 

21. 

—  0.01  1 

m 

10 

•> 

24. 

—  0.017 

»t 

10 

im  Mittel  also  die  Längendifferenz  nach  den  Coincidenzen  scheinbar 
etwa  0-0 1 3  kleiner. 
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Da  die  Epochen  der  Coincidenzen  von  dem  Mittel  der  Durchgangs- 
zeilen der  Registrirsterne  in  der  Regel  erheblich  (im  Mittel  1*2)  ver- 
schieden gewesen  sind ,  so  wird  man  diesen  Unterschied  wohl  durch 
eine  kleine  Abweichung  des  nächtlichen  relativen  Uhrgangs  von  dem 
bei  den  Zeitüberlragungen  angewandten  mittlem  24stUndigen  Gange  zu 
erklären  haben,  und  zwar  müsste  sich  der  Unterschied  der  beidersei- 
tigen Uhrzeiten ,  da  die  Coincidenzen ,  ausser  April  13,  16  und  1 9  II. 
nach  den  Slernbeobachtungen  registrirt  sind,  wahrend  der  Dauer  der 
Beobachtungen  langsamer  verringert  haben,  als  angenommen  worden 
ist.  Trennt  man  die  Beobachtungen  eines  jeden  Abends  der  Zeit  nach 
in  mehrere  Gruppen ,  so  gibt  in  der  That  jedes  Mal  die  von  den  Coin- 
cidenzen entferntere  Gruppe  die  Längendifferenz  fehlerhafter  als  die  nä- 
here, und  zwar  ist  der  Unterschied  in  den  Fehlern  im  Mittel  =  0?007 
bei  einem  Unterschied  der  Mittelzeiten  von  0*88.  —  Wahrscheinlich 
hat  die  Golhaer  Uhr  ihren  Gang  am  Abend  etwas  beschleunigt;  von 
diesem  Umstand  wurde  auch  ein  kleiner  Einfluss  auf  die  Bestimmung 
der  LängendifTerenz  aus  den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  vorauszu- 
setzen sein,  da  die  mit  denselben  verbundenen  Coincidenzen  in  der 
Regel  ebenfalls  einer  späteren  Epoche  angeboren.  Indess  ist  der  Un- 
terschied der  Epochen  im  Mittel  nur  der  drille  Theil  desjenigen,  welcher 
für  die  Registrirbeobachtungen  stattgehabt  hat,  ein  etwaiger  davon  her- 
rührender Fehler  also  jedenfalls  äusserst  klein.  — 

Die  beiden  Werthe  für  die  LängendifTerenz 

A.  6ra  43^447  mit  dem  m.  F.  ±  0?0544,  und 

B.  6   43.416  mit  dem  m.  F.  ±  0.0271 
geben  als  wahrscheinlichsten  Endwerth 

6"  43-422  mit  dem  in.  F.  ±  0?0243 
für  die  Längendifferenz  zwischen  dem  Leipziger  Passageninstrument  und 
dem  Gothaer  Meridiankreis.  Das  Centrum  des  Hauptpfeilers  ist  in  Leip- 
zig 10.4  Meter  östlich  vom  Passageninstrument  ,  in  Gotha  7.9  Meter 
westlich  vom  Meridiankreis.  Die  Differenz  zwischen  den  Hauptpfeilern 
der  beiden  Sternwarlen  ist  demnach  im  Parallel  18.3  Meter  oder  0*M'-i 
grösser,  also 

6"  43485  mil  dem  m.  F.  ±  0-0243  oder  dem  w.  F.  ±0-0164 
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Unter  den  von  Brewster  in  seinen  »Bemerkungen  Uber  die 
Thermoelektricitiit  der  Mineralien«*)  als  thermoelektrisch  aufgeführten 
Krystallen  findet  sich  auch  der  Amethyst  und  der  Quarz  aus  dem  Dau- 
phine,  unter  welchem  letzteren  jedenfalls  diejenige  Varietät  dieses  Mi- 
nerals zu  verstehen  ist,  welche  gewöhnlich  mit  dem  Namen  des  Berg- 
krystalles  bezeichnet  wird.  ludess  macht  Brewster  durchaus  keine 
weiteren  Mittheilungen  weder  über  die  Lage  und  Anzahl  der  Pole,  noch 
Uber  die  Starke  der  erregten  ElektriciUH ,  noch  auch  Uber  die  Tempe- 
raturerhöhung, bei  welcher  dieselbe  auftritt ;  es  würde  das  von  ihm  an- 
gewandte Verfahren  (Anziehung  einer  auf  einer  Spitze  leicht  beweglichen 
messingenen  Nadel  oder  sehr  dünner  Stückchen  der  innern  Membran 
von  Arundo  Phragmites)  dazu  auch  nicht  ausreichend  gewesen  sein. 

Bei  meinen  mit  Unterbrechungen  von  1834  bis  1839  über  die 
Thermoelektricität  der  Krystalle  ausgeführten  Untersuchungen**)  halle 
ich  mir  nicht  sowohl  die  Auffindung  neuer  thcrmoelektrischer  Krystalle 
als  vielmehr  die  Ermittelung  der  besonderen  Verlheilung  der  Elektri- 
cität  an  den  bereits  bekannten  elektrischen  Krystallen  und  ihres  Zusam- 
menhanges mit  der  Form  derselben  zur  Aufgabe  gestellt,  und  es  gelang 
mir  damals,  nicht  nur  die  Angabe  Brewster 's  über  die  durch  Erwär- 
mung am  Bergkrystall  hervortretende  Elektricitüt  im  Allgemeinen  als 
richtig  zu  erkennen,  sondern  auch  speciell  die  Anzahl  und  Lage  der 


♦)  The  Edinb.  Journal  of  Science,  conducled  by  David  Brewster  I8Ü  ,  lieft 
i;  übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schw  e  i  gger ,  1825,  Bd.  43, 
S.  87  ff. 

**)  Do  therinoeleclricitatc  crystallorum ,  Haine  1  839;  Quaeslionis  de  Ihcrmo- 
electricitate  pars  altera,  Halac  <  840.  Pogg.  Annal.  Bd.  49,  S.  493  ff.;  IM.  ."»0, 
S.  «37  IT.,  S.  47  ff.,  S.  C05  ff. 
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Pole  bei  einer  grössern  Zahl  mir  zur  Verfügung  stehender  Bergkryslalle 
festzustellen  .*) 

Es  kann  daher  nur  ein  unglücklicher  Zufall  gewesen  sein ,  wenn 
bei  der  einige  Jahre  später  von  Riess  und  G.  Rose  ausgeführten  Prü- 
fung des  Bergkrystalles  **)  fünf  einige  Zoll  lange  ziemlich  dicke  Exem- 
plare nach  der  stärksten  Erhitzung  keine  Elektricilät  zeigten,  wenn 
auch  ein  kleiner  ungefähr  C  Linien  langer  und  2  Linien  dicker  Krystall 
unelcktrisch  blieb  und  nur  bei  einem  diesem  letzteren  gleichen  kleinen 
Kryslallc  auf  einer  Fläche  der  sechsseitigen  Zuspitzung  beim  Abkühlen 
negative,  auf  einer  Fläche  des  sechsseitigen  Prismas  aber  positive 
Elektricitäl  gefunden  wurde.  Obwohl,  wie  ich  später  zeigen  werde, 
die  Elcktricität  des  Bergkrystalles  bei  höheren  Temperaturen  verschw  in- 
det ,  so  ist  es  doch  nicht  wahrscheinlich ,  dass  bei  den  Versuchen  von 
Riess  und  G.  Rose  das  Ausbleiben  der  elektrischen  Anzeichen  in 
einer  für  diese  Erregung  zu  hohen  Temperatur  seinen  Grund  gehabt 
hat,  sondern  vielmehr  in  dem  Umstände,  dass  es,  wie  gleichfalls  die 
nachfolgenden  Versuche  lehren  werden,  in  der  Thal  Kryslalle  gibt ,  die 
nur  sehr  schwach  thermoelekl  lisch  werden,***)  und  dass  namentlich  die 
fünf  grossen  von  Riess  und  G.  Rose  geprüften  Kryslalle  gerade  dieser  , 
Klasse  angehört  haben. 

Bei  der  Wichligkeil,  welche  wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der 
Kryslallform  und  der  Wärmebewegung  der  Thermoclektricilät  beizu- 
legen ist,  habe  ich,  wie  dies  auch  meine  im  Jahre  1857  veröffentlichten 
Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bora- 
cilsf)  darthun,  so  wie  Zeit  und  vorhandenes  geeignetes  Material  an 
Krystallen  es  gestalteten,  dem  Studium  dieser  Vorgänge  meine  Aufmerk- 
samkeit zugewandt ;  aus  diesen  Untersuchungen  theile  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  die  auf  die  thermoelek  Irischen  Eigenschaften  des 
Bergkrystalles  bezüglichen  Beobachtungen  und  Resultate  mit,  weil  es 
mir  gelungen  ist,  die  elektrische  Verlheilung  an  demselben  vollständig 


*)  Ich  führe  die  von  mir  damals  gefundenen  und  jetzt  wieder  bestätigten  Re- 
sultate an  dieser  Stelle  nicht  an,  weil  ich  sie  spater  etwas  ausführlicher  mitlhei- 
len  muss. 

••)  ücber  die  Pyroelektricität  der  Mineralien  von  Riess  und  G.  Rose,  Ab- 
handlungen der  Akad.  d.  Wissensch,  zu  Rerlin  1813$  physik.  Abth.  S.  90. 
***)  s.  das  Ende  des  VIII.  Abschnittes, 
f )  Bd.  VI  dieser  Abhandlungen  S.  ( 19  IV. 
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zu  ermitteln,  und  weil  gerade  die  Krystallc  dieses  Minerals  noch 
ausserdem  ein  ganz  besonderes  anderweitiges  Interesse  durbieten.  Be- 
reits im  Jahre  1841*)  habe  ich  nämlich  zuerst  auf  den  durch  die 
Krystallform  vermittelten  Zusammenhang  zwischen  Thermoeleklricitat 
und  circularer  Polarisation  hingewiesen;  nun  ist  (abgesehen  vom  Chlor- 
säuren Natron  und  von  den  ihm  isomorphen  Verbindungen,  sowie  vom 
schwefelsauren  Strychnin  und  dem  Zinnober,  von  denen  ich  mir  noch 
keine  zur  thermoelektrischen  Prüfung  geeigneten  Krystallc  habe  ver- 
schaffen können,  und  abgesehen  vom  Boracit,  dessen  optisches  Ver- 
halten noch  nicht  gehörig  festgestellt  werden  konnte)  der  Bergkry stall 
die  einzige  bis  jetzt  bekannte  thermoelektrische  Substanz,  welche  im 
festen  Zustande  die  circulare  Polarisation  zeigt;  ein  Umstand,  der  we- 
sentlich zur  Erhöhung  unseres  Interesses  an  der  Kcnntniss  seines 
thermoelektrischen  Verhaltens  beitragen  muss. 

Bevor  ich  indess  auf  meine  Untersuchungen  sowohl  rUcksichllich 
des  Verfahrens,  als  auch  der  erlangten  Resultate  eingehe,  halte  ich  es 
mit  Rucksicht  auf  das  Verständniss  des  Folgenden  für  zweckmassig, 
eine  allgemeine  Darstellung  der  bisherigen  Ansichten  und  Untersuchun- 
gen über  die  Krystallisations-  und  Structurverhältnisse ,  sowie  Uber  die 
BeschalTenheit  der  Begrenzungsflüchen  des  Bergkrystalles  vorauszu- 
senden. 

I.    Krystallisations-  und  Structurverhältnisse  des  Bergkrystalles.**) 

1.  Kristallsystem. 

Die  Ansichten  der  Mineralogen  über  das  Kryslallsystem  des  Quar- 
zes sind  seit  H  a  u  y  sehr  verschieden  gewesen  und  auch  bis  jetzt 


*)  Uobcr  Thermoclektricital  und  Krystallgestalt  des  neutralen  weiusauren  Ka- 
lis u.  8.  w.  Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  620ff. 

**)  Die  ältere  Literatur  über  die  Krystallisation  des  Quarzes  ist  von  G.  Rose  in 
seiner  Abhandlung  »über  das  Kristallsystem  des  Quarzes«  (Abhandlungen  der  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Berlin  1 8 4  i  S.  218  u.  219)  zusammengestellt  worden. 
Hinzuzufügen  ist  diesen  Angaben  ausser  der  obengenannten  wichtigen  Abhandlung 
von  G.  Rose  das  sehr  umfassende  Memoire  sur  la  crystallisation  et  la  struclure  inle- 
rieurc  du  quartz  von  Dcscloizeaux  (Annal.  de  Chim.  et  de  Phys.  3.Ser.  4855  Bd. 
13.  S.  129  ff.),  so  wie  Bemerkungen  von  Websky  (Pogg.  Annal.  99,  S.  296),  Gi- 
rard  (Abh.  der  naturf.  Ges.  zu  Halle  1858  Bd.  4),  Hessenberg  (Abb.  der 
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ist  in  dieser  Beziehung  noch  keine  Ucbcreinstiinmung  erzielt  wor- 
den. A) 

Die  gewöhnliche  Krystallform  des  Bergkryslallcs  ist  ein  reguläres 
sechsseitiges  Prisma  mit  sechsflächiger  Zuspitzung  an  den  Enden.  In- 
dess  zeigen  sich  in  der  Ausdehnung  der  Flachen,  welche  diese  Zu- 
spitzungen bilden ,  grosse  Ungleichmllssigkeiten  ;  namentlich  erscheinen 
an  dem  einen  meist  allein  ausgebildeten  Ende  diese  Flachen  abwechselnd 
grösser  und  kleiner,  so  dass  es  nahe  liegt,  die  sechsflächige  Zuspitzung 
nicht  als  die  gewöhnliche  holoedrische  hexagonale  Pyramide  zu  be- 
trachten, sondern  vielmehr  diese  Pyramide  in  ihre  beiden  hemiedrischen 
Halden,  d.  h.  in  zwei  ihrer  Stellung  nach  um  GO  0  oder  180°  gegen  ein- 
ander verdrehte  Rhomboeder  von  gleichen  Winkeln ,  deren  Flachen  eine 
verschiedene  Ausdehnung  erhalten  haben,  zerlegt  zudenken.  Dieses 
Vorherrschen  dreier  Flachen,  sowie  auch  weitere  Eigentümlichkeiten 
im  Auftreten  anderer  gegen  die  Hauptaxc  geneigter  Flachen  bewogen 
Hauy  in  der  That  auch,  als  Grundform  für  den  Quarz  das  Rhomboeder 
anzunehmen;  dagegen  vermochte  er  keine  Merkmale  aufzustellen,  um 
die  zuvor  genannten  beiden  Rhomboeder  von  einander  zu  unter- 
scheiden. 

Der  eben  erwähnte  Mangel,  sowie  die  Willkür  welche  zum  Theil 
infolge  davon  in  der  Hauy'schcn  Darstellung  der  Krystallformen  des 
Quarzes  hervortrat,  bestimmte,  wie  G.  Rose  angibt,  Weiss,  als  Grund- 
form dieses  Minerals  die  hexagonale  Pyramide  zu  wählen ,  dabei  aber 
auch  die  Neigung  des  Quarzes,  ins  Rhomboedrische  uberzugehen,  an- 
zuerkennen. 

Dagegen  hielt  sich  Naumann,  gestützt  auf  das  Auftreten  der 
trigonalen  Trapezoeder  und  Pyramiden  bereits  im  Jahre  1 829  für  be- 


Scnckcnbergischen  Ges.  I.  Bd.),  Sella  (Denkschriften  der  Turiner  Akad.  17.  Bd.), 
die  krystallographische  Entwickclung  des  (Juarzsystemes  von  E.  Weiss  (Abh.  der 
ml  in  I'.  Ges.  zu  Halle  5.  Bd.  S.  5t),  und  Lcydolt,  über  eine  neue  Methode  die 
Slruclur  und  Zusammensetzung  der  Krystalle  zu  erkennen  u.  s.  w.  (Sitzungsberichte 
der  Akad.  der  Wiss.  in  Wien  ;  math.-naturw.  Klasse  1  854.  Bd.  15.  S.  59). 

*)  Ich  berichte  in  diesem  Abschnitte,  wie  bereits  zuvor  angedeutet,  nur  über  die 
bisher  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  Kryslallisationsvcrhältnisse  des  Berg- 
krystalles;  in  welcher  Weise  dieselben  gerade  auf  Grund  meiner  Untersuchungen 
über  die  Thermocleklricitiit  zu  deuten  sind ,  vermag  ich  erst  am  Schlüsse  dieser  Ab- 
handlung anzugeben. 
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rechtigt,  den  Bergkrystall  als  lelartoedrisch  zu  betrachten ;  *)  eine  Auf- 
fassung, welche  er,  wie  er  in  der  neuesten  Auflage  seiner  Mineralogie 
hervorhebt,  durch  die  in  der  vorstehenden  Anmerkung  angeführten  Ar- 
beiten von  G.  Rose  und  Des'cloizeaux  bestätigt  sieht.**} 

Die  beim  Bergkrystall  auftretende  Tetartocdrie  wurde  die  von 
Naumann  sogenannte  trigonotype  oder  trapezoedrische  sein,  bei 
welcher  in  den  aufeinanderfolgenden  Gliedern  (zweien  oberen  und 
zweien  unleren  Uber  demselben  Sextanten  gelegenen  Flächen)  der 
zwölfceitigen  Pyramide  abwechselnd  eine  obere  und  eine  untere ,  aber 
in  Bezug  auf  Rechts  und  Links  entgegengesetzt  gelegene  Flache  aus- 
gebildet ist. 

2.  Krystallgestalten. 

Wie  oben  erwähnt,  wird  die  gewöhnliche  Krystallform  des  Berg- 
krystalles  von  einem  sechsseitigen  Prisma  mit  sechsflächiger  Zuspitzung 
an  beiden  Enden  gebildet.  G.  Rose  hat  die  beiden  Rhomboeder  (oder 
rhoroboederähnlichen  Gestalten) ,  von  welchen  diese  Zuspitzungen  her- 
rühren, als  Haupt-  und  Gegenrhomboeder  unterschieden,  dergestalt, 
dass  im  Allgemeinen  die  Gruppe  der  grössern  Flächen  dem  Haupt-,  die 
Gruppe  der  kleineren  Flächen  dem  Gegenrhomboeder  angehören.  Diese 
Bezeichnung  ist,  wie  sich  später  zeigen  wird,  mit  dem  elektrischen  Ver- 
halten des  Bergkrystalles  sehr  wohl  im  Einklänge,  und  soll  daher  im  Fol- 
genden beibehalten  werden. 

Ausser  den  beiden  Grundrhomboedern  finden  sich  noch  spitzere 
und  stumpfere  Rhomboeder  (Nebenrhomboeder)  und  zwar  sowohl  von 
der  Stellung  des  Haupt-  als  auch  von  der  Stellung  des  Gogenrhomboe- 
ders;  im  Anschluss  an  die  Bezeichnung  von  Rose  sollen  die  ersteren 


*)  Naumann  ,  Lehrbuch  der  reinen  und  angewandten  Kryslallographie  Bd.  I. 
S.  509  und  Bd.  II.  S.  316. 

Descloizeaux  selbst  tieht  aus  seinen  Untersuchungen  die  Folgerung,  dass 
die  Grundform  des  Quarr.es  ein  Rhomboeder  sei.  Er  sagt  Seite  208  seiner  Abhand- 
lung: »J'ai  Signale  les  diflerences  physiques  tres-rcconnaissables,  qui  existent  entre 
la  plupart  des  rhomboedres  directs  et  inverses,  et  entre  les  plagiedres  des  zones 

i  e*  ou  p  <  c*  ;  ces  diflerences ,  en  s'ajoutant  a  plusieurs  autres  raisons,  me  parais- 
sent  devoir  llre  consid£re>s  comme  un  argument  ä  peu  pres  sans  replique  en  faveur 
de  l'opinion  anciennemont  Imise  par  Hauy,  a  savoir,  qu'on  devrait  regarder  le  rhora- 
boedre  comme  «Haut  le  type  cryslallin  du  quartz  et  celui  de  sa  molecule. 
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Nebenrhomboeder  erster,  die  letzteren  dagegen  Nebenrhomboeder  zwei- 
ter Ordnung  genannt  werden. 

Ausser  den  Flachen  des  sechsseiligen  Prismas  und  der  Rhomboeder 
erscheinen  häufig  noch  Abstumpfungen  der  Seitenecken  oben  und  unten 
an  den  abwechselnden  Kanten  des  Prismas;  dieselben  gehören  einer 
trigonalen  Pyramide  an ,  und  können  an  den  einen  oder  andern  drei  ab- 
wechselnden Kanten  auftreten.  Diese  Flächen  besitzen  gewöhnlich  die 
Form  eines  Rhombus ,  und  sind  daher  unter  dem  Namen  der  Rhomben- 
flächen bekannt.  Stellen  wir  einen  Bergkrystall  vor  uns  hin,  mit  seiner 
Hauplaxe  aufrecht  und  eine  Prismenflüche,  welche  oben  eine  Flache  des 
Hauptrhomboeders  tragt,  auf  uns  zugewendet,  so  soll  die  trigonale 
Pyramide  eine  rechte  heissen,  wenn  die  rhombische  Fläche  auf  der  be- 
zeichneten Prismenflache  oben  (also  unterhalb  der  Hauptrhomboeder- 
flächo)  rechts,  dagegen  eine  linke,  wenn  die  Rhombenflache  oben 
links  liegt. 

Ferner  erfahren  die  Combinationskanten  der  Rhombenflachen  mit 
den  Prismenflächen  öfter  Abstumpfungen,  die  von  trigonalen  Trape- 
zoedern ,  den  viertclflächigen  Gestalten  der  holoedrischen  zwölfseitigen 
Pyramide,  herrühren.  Die  vier,  theils  nach  der  Stellung  theils  nach  der 
Form  verschiedenen  trigonalen  Trapezoeder,  welche  sich  aus  einer 
zwölfseitigen  Pyramide  bilden  lassen,  können  wir  mit  G.  Rose  als 
Trapezoeder  erster  oder  zweiter  Ordnung  unterscheiden,  je  nachdem 
ihre  Flächen  unterhalb  der  Flächen  des  Haupt-  oder  des  Gegenrhom- 
boeders  liegen.  Die  rechten  und  linken  Gestalten  in  jeder  Ordnung 
bestimmen  sich  darnach,  ob  ihre  Flachen  am  obern  Ende  des  Krystalles 
auf  der  dem  Beschauer  zugewandten  Prismenflache  rechts  oder  links 
liegen. 

In  seltenen  Fallen  zeigen  endlich  die  abwechselnden  Seitenkanten 
des  Prismas  Abstumpfungen  oder  Zuschärfungen,  welche  von  trigonalen 
oder  ditrigonalen  Prismen  herrühren. 

Ob  die  von  Descloizeaux  bei  zwei  Krystallen  an  dem  einen  Ende 
beobachtete  malte  Fläche  senkrecht  gegen  die  Hauplaxe  eine  wahre 
Krystallflächc  ist,  dürfte  sich  noch  nicht  mit  Bestimmtheit  entscheiden 
lassen. 

3.  Durchgänge. 

Die  beim  Quarz  überhaupt  nur  sehr  unvollständige  Spaltbarkeit 
wurde  von  Hauy  gleich  deutlich  parallel  den  Flächen  beider  Rhom- 
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booder  angegeben.  Naumann*)  und  Descl  oizeaux  **)  erwähnen 
nur  die  Spaltbarkeit  parallel  mit  den  Flüchen  des  Haupt  rhomboeders, 
und  ausserdem  ersterer  auch  noch  Spuren  derselben  parallel  den 
Flächen  des  verticalen  Prismas. 

II.    Beschaffenheit  der  Flüchen. 

A.    Glanz  und  Glätte  derselben. 

Es  wurde  schon  oben  S.  326  auf  die  Schwierigkeiten  hingewiesen, 
die  Fluchen  der  beiden  Rhomboeder  (des  Haupt-  und  des  Gegenrhom- 
boeders)  von  einander  zu  unterscheiden,  und  doch  ist,  wie  wir  später 
sehen  werden ,  diese  Unterscheidung  für  die  Bestimmung  der  thermo- 
elektrischcn  Verhältnisse  am  Bergkrystalle  absolut  nothwendig.  Wie 
aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  sind  die  Durchgänge,  selbst  wenn  sie 
nach  den  Flächen  des  einen  Rhomboeders  etwas  stärker  entwickelt  sein 
sollten ,  als  nach  den  Flächen  des  anderen ,  ihrer  geringen  Deutlich- 
keil wegen  dazu  nicht  geeignet;  es  bleibt  daher  (abgesehen  von  dem 
später  zu  erwähnenden  elektrischen  Verhalten)  als  Unterscheidungs- 
mittel nur  die  Beschaffenheit  und  Ausdehnung  der  Krystallflächen  übrig. 
G.  Rose  hat  in  der  oben  S.  325  citirten  wichtigen  Abhandlung  bereits 
sehr  werthvolle  Beiträge  gerade  Uber  diese  Beschaffenheit  mitgetheilt, 
und  auch  der  sehr  eingehenden  Arbeit  Descloizeaux'  lassen  sich  in 
dieser  Beziehung  mehrere  Angaben  entnehmen. 

I.    Flachen  dos  gewöhnlichen  sechsseitigen  Prismas. 

Die  Flächen  des  gewöhnlichen  sechsseitigen  Prismas  sind  meistens 
horizontal  gestreift,  und  es  erscheinen  diese  Streifen  bald  weiter  bald 
enger  von  einander  abstehend;  sie  fehlen  aber  nach  G.  Rose  beson- 
ders bei  den  Krystallen ,  welche  in  den  Höhlungen  des  körnigen  Kalk- 
steins, des  Mandelsteins  und  in  den  Spalten  der  Mergelkugeln  vor- 
kommen. 

In  Betreff  des  Glanzes  verhalten  sich  bei  sehr  vielen  Krystallen  die 
sämmtlichen  sechs  Flächen  gleich ,  oder  es  ist  wenigstens  nicht  mit  völ- 


')  Elemente  Her  Mineralogie.  6.  Aufl.  S.  190. 
In  der  oben  S.  3*5  citirton  Abhandlung  S.  301. 
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liger  Bestimmtheit  ein  Unterschied  zwischen  ihnen  nachzuweisen.  Da- 
gegen gibt  es  zahlreiche  andere  Kryslalle,  an  denen  ein  solcher  Unter- 
schied in  ganz  entschiedener  Weise  hervortritt,  wobei  möglicherweise 
der  Unterschied  im  Glänze  durch  einen  Unterschied  in  der  Streifung 
hervorgerufen  sein  kann.  So  sagt  G.  Rose  über  die  Järischauer  Kry- 
slalle :  »Die  Prismenflachen  sind  sämmtlich  in  die  Quere  gestreia ;  doch 
ist  diese  Streifung  nicht  überall  gleich;  bei  den  einen  abwechselnden 
Seitenflachen  stehen  die  Streifen  etwas  weiter  aus  einander,  bei  den 
anderen  sind  sie  enger ;  die  ersteren  Flachen  sind  dabei  glänzender ,  die 
anderen  weniger  glänzend.  Bei  manchen  Krystallon  ist  dieser  Unter- 
schied sehr  gross,  bei  anderen  ist  er  indessen  geringer.«  Auch  bei 
mehreren  der  von  mir  untersuchten  Striegauer  Krystalle  tritt  der  Un- 
terschied im  Glänze  der  abwechselnden  Pi  ismenflächen  sehr  bestimmt 
auf  allen  oder  wenigstens  auf  mehreren  Flachen  hervor,  und  zwar  ist 
die  Vertheilung  der  mehr  oder  weniger  glanzenden  Flachen ,  wie  dies 
auch  Rose  angibt,  der  Art,  dass  an  dem  bei  den  Bergkrystallen  ge- 
wöhnlich allein  ausgebildeten  Ende  (ich  will  es  das  obere  nennen)  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  auf  den  starker  glanzenden,  die  Flachen 
des  Gegenrhomboeders  dagegen  auf  den  minder  glanzenden  Prismen- 
flachen aufgesetzt  sind. 

2.    Flächen  der  Rhomboedcr. 
a.  Haupt-  und  Gcgenrhomboeder. 

Ebenso  wie  unter  den  Prismenflachen  ist  auch  oft  unter  den 
Flachen  der  beiden  Rhomboeder  ein  Unterschied  im  Glänze  wahrnehm- 
bar, und  zwar  scheint  zwischen  den  Unterschieden  im  Glänze  der  Pris- 
men- und  der  Rhoni boederflachen  ein  Zusammenhang  zu  bestehen. 
Wahrend  G.  Rose  bei  den  Krystallen  von  New -York,  Carrara  und 
Quebec,  wo  kein  Unterschied  im  Glänze  der  Prismenflachen  zu  erkennen 
war,  ebenfalls  keinen  im  Aussehen  der  Flachen  der  Rhomboeder  wahr- 
zunehmen vermochte ,  fand  er  einen  solchen  bei  den  Krystallen  von 
Jarischau  und  Striegau,  an  denen  auch  die  Prismenflachen  in  ungleichem 
Grade  glänzten.  Bei  den  letzteren  Krystallen  waren  die  Flachen  des 
Hauptrhomboeders  spiegelflachig  glänzend,  die  Flachen  des  Gegenrhom- 
boeders aber  ein  wenig  matter,  wenn  auch  noch  Bilder  mit  ziemlich 
scharfen  Umrissen  reflectirend.   Bei  den  Dauphineer  Krystallen  ist  nach 
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Roso  zwischen  den  Flachen  der  beiden  Rhomboeder  in  Bezug  auf 
Glanz  und  Glatte  entweder  kein  bemerklicher  Unterschied  vorhanden, 
oder  wenn  ein  solcher  nur  bezüglich  des  Glanzes  eintritt,  sind  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  »stets  mehr  oder  weniger  glänzend«  als 
die  des  Gegen rhomboeders,  die  dann  öfter  ganz  matt  erscheinen.  Tritt 
ein  Unterschied  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glatte  ein,  so  sind  gewöhnlich  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  warzig,  die  des  Gegenrhomboeders  glatt 
und  dabei  hauGg  matt;  zuweilen  sind  auch  die  Flachen  des  letzteren 
Rhomboeders,  wenn  auch  nur  unbedeutend  warzig  und  die  des  ersteren 
glatt,  und  in  diesem  Falle  erscheinen  auch  die  Flachen  des  Gegen- 
rhomboeders glänzend ,  wenn  gleich  weniger  als  die  des  Hauptrhom- 
boeders. Bei  den  Zwillingskrystallen  des  genannten  Fundortes  zeigt 
sich  ebenfalls  häufig  ein  Unterschied  in  Glanz  und  Glatte  zwischen  den 
Rhomboederflachen.  Tritt  ein  solcher  Unterschied  gleichzeitig  an  den 
Rhomboeder-  und  Prismenflachen  hervor,  so  ist  dann  ebenso  wie  bei 
den  Järischauer  Krystallen  stets  nur  dasjenige  Ende  ausgebildet,  an  wel- 
chem die  glänzenderen  Rhomboederflachen  auf  den  glänzenderen  Pris- 
menflachen, und  die  matten  Rhomboederflachen  auf  den  matten  Pris- 
menflachen aufgesetzt  sind.  Zuweilen  findet  ein  Unterschied  im  Glänze 
der  Rhomboederflachen  nicht  statt ,  und  in  diesem  Falle  reflectiren  öfter 
die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  ein,  wenn  auch  nur  schwaches, 
doch  deutliches  rothes,  die  Flachen  des  Gogenrhombocders  aber  ein 
grünes  Licht.*) 

b.    Flächen  der  übrigen  Rhomboeder  (Nebenrhombocder)  erster  und  zweiter 

Ordnung. 

Bis  jetzt  sind  beim  Bergkrystalle  über  30  Rhomboeder  der  ersten 
und  ebenso  viele  der  zweiten  Ordnung  mit  mehr  oder  weniger  Sicher- 
heit beobachtet  worden.  Ueber  die  Hälfte  derselben  kommen  in  beiden 
Ordnungen  vor,  d.  h.  zu  jedem  der  betreffenden  Rhomboeder  der  ersten 
Ordnung  existirt  das  Gegenrhomboeder. 

Auf  den  Flächen  dieser  Nebenrhombocder  spricht  sich  der  Unter- 
schied ihrer  Stellung  durch  Glanz  und  Streifung  im  Allgemeinen  viel 


*)  Auf  den  Färbern  kommen  Krystalle  mit  nur  einem  Rhomboeder  vor ,  die,  ob- 
wohl sie  matt  sind ,  Rose  doch  als  Flächen  des  llnuptrhomboeders  betrachtet ,  da 
das  alleinige  Vorkommen  des  Gegenrhomboeders  noch  nicht  beobachtet  ist. 
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bestimmter  aus,  als  auf  den  Flachen  der  Grundrhomhoeder  (d.  h.  des 
Haupt-  und  Gegenrhom!>oeders).  Die  Flächen  der  Rhomboeder  erster 
Ordnung  sind  gewöhnlich  glänzend,  wenn  auch  öfter  abgerundet  (arron- 
dies  Descloiz.);  indess  linden  sich  einzelne  auch  gestreift,  jedoch  im 
Allgemeinen  immer  schwacher  als  die  benachbarten  Flachen  der  Rhom- 
boeder zweiter  Ordnung,  die  nach  G.  Rose  stets  auch  mehr  oder  we- 
niger matt  erscheinen. 

3.  Flächen  der  trigonalcn  Pyramide. 

Die  Flachen  der  trigonalcn  Pyramide  (die  sogenannten  Rhomben- 
flachen) sind  nach  G.  Rose  stets  glänzend  und  zuweilen  wohl  glatt, 
gewöhnlich  aber  doch  parallel  den  Kanten  mit  dem  Hauptrhombocdcr 
gestreift. 

4.  Flächen  der  trigonalen  Trapezocder. 

Ueber  die  Beschaffenheit  der  Flachen  der  trigonalcn  Trapezocder 
macht  G.  Rose  folgende  Angaben:  Von  den  Flächen  der  unteren  Tra- 
pezoeder  erster  Ordnung  sind  die  Flachen  von  6  /'  $  stets  glatt  und 
glänzend,  die  Flachen  von  häufig  matt,  und  die  Flachen  von 

5  P  %  in  den  wenigen  Fällen ,  wo  sie  vorgekommen  sind ,  glänzend  und 
glatt.  Die  Flächen  des  oberen  Trapezoeders  J  P  J  sind  ebenfalls  glän- 
zend, doch  gestreift  parallel  den  Kanten  mit  den  Rhombenflächen.  Die 
Flächen  der  Trapezocder  zweiter  Ordnung  sind  stets  in  demselben  Sinne 
gestreift,  wie  die  Rhomben-  und  oberen  Trapezflächen,  also  parallel  der 
Kantenzone,  worin  sie  sämmtlich  liegen.  Sie  sind  dabei  meistens  noch 
mehr  oder  weniger  glänzend,  öfters  aber  ganz  matt. 

In  gleicherweise  spricht  sich  Descloizeaux*)  über  die  Beschaf- 
fenheit der  Flächen  der  unteren  Trapezoedcr  zweiter  Ordnung  dahin 
aus,  dass  diese  Flächen ,  die  also  zwischen  den  Rhomben  flächen  und 
denjenigen  Prismenflächen  liegen,  auf  welchen  die  Flächen  des  Gegen- 
rhomboeders  aufgesetzt  sind)  stets  mehr  oder  weniger  stark  parallel 


•)  S.  192  seiner  Abhandlung  setzt  Descloizeaux  hinzu:  Ce  caraetöre  est  ?i  con- 
slanl,  qu'il  empeche  tonte  confusion  entre  les  faces  de  la  zone  />  s  c*  (unlere  Trape- 
zocder zweiter  Ordnung)  et  cellcs  de  la  zone  e*  s  e*  (untere  Trapezocder  erster  Ord- 
nung) ,  et  que  dans  ccrlaius  enchevctrcinenU  douteux  on  peut  l'einployer  pour  fixer 

la  position  relative  des  face»  p  (Haupt-)  et  ei  (Gegenrhomboeder). 
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ihrer  Zonenaxe  gestreift  sind.  Dasselbe  Aussehen  zeigen  nach  ihm  die 
Flächen  einiger  oberen  Trapezoeder  erster  Ordnung  aus  derselben 
Zone  (die  also  über  den  Rliombenflächen  nach  den  Flachen  des  Haupt- 
rhomboeders  hin  liegen),  während  die  Flachen  der  anderen  Trapezoeder 
dieser  Kategorie  mehr  oder  weniger  abgerundete  Flachen  darbieten. 

B.     Grösse  der  Flachen. 

<.  Rhoraboeder flächen. 

Bereits  in  der  Mittheilung  meiner  ersten  Versuche  über  das  thermo- 
elektrische  Verhalten  der  Bcrgkrystalle*)  habe  ich  auf  einen  fast  stets 
vorhandenen  Unterschied  in  der  Ausbildung  der  beiden  Enden  dieser 
Krystalle  hingewiesen,  und  bei  aufrechter  Stellung  derselben  die  beiden 
Enden  als  obere  und  untere  unterschieden.  Es  wird  sich  nachher  zei- 
gen ,  dass  in  den  meisten  Fallen  sich  beide  Enden  ohne  Schwierigkeit 
unterscheiden  lassen.**) 

Sind  die  Krystalle  mit  dem  einen  Ende  angewachsen ,  so  soll  das 
freie  Ende  mit  dem  Namen  des  oberen  belegt  werden. 

Es  dürfte  wohl  kaum  ein  Bergkrystall  existiren,  bei  welchem  am 
oberen  Ende  die  sechs  Flachen  der  Zuspitzung  genau  gleiche  Ausdeh- 
nung besitzen.  Sehr  häufig  wechseln,  wie  bereils  oben  S.  326  erwähnt, 
drei  grosse  Flächen  mit  drei  kleineren  ab;  erstere  sind  die  Flächen  des 
Hnupt-,  letztere  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders.  Oefter  kommt  es 
auch  vor,  dass  eine  der  Flächen  des  Hauptrhomboeders  zurückbleibt, 
oder  dass,  wie  dies  namentlich  bei  den  Dauphineer  Krystallen  sehr  ge- 
wöhnlich ist,  eine  Fläche  des  Hauptrhomboeders  alle  übrigen  in  ihrer 
Ausdehnung  überwiegt.  Bei  manchen  Krystallen  erlangen  andererseits 
eine  oder  zwei  Flächen  des  Gegenrhomhoeders  nahe  dieselbe  Grösse  wie 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders.***) 


*)  Pogg.  Annal.  Bd.  50.  S.  606. 

**)  Wo  die  beiden  Enden  nicht  unterscheidbar  sind,  hat  ihre  Unterscheidung, 
wie  sich  später  zeigen  wird  ,  auch  in  elektrischer  llcziehung  keine  Bedeutung  ;  man 
kann  in  diesen  Fällen  den  Krystall  beliebig  stellen,  d.  Ii.  die  beiden  Enden  seiner 
Hauptaxe  verwechseln. 

*••]  Wie  es  sich  milder  von  Hauy  aufgestellten  variclc  hypcroxide,  wo  die  Flächen 
des  Hauptrhomboeders  kleiner  gezeichnet  sind,  als  die  des  Gegenrhomboeders,  ver- 
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Ist  der  Krystall  am  unterm  Ende  gleichfalls  ausgebildet ,  so  zeigt 
dieses  Ende  auch  wohl  eine  Abwechselung  von  grossen  und  kleinen  Fla- 
chen, doch  meistens  nicht  ganz  so  regelmässig  wie  das  obere  Ende, 
namentlich  bleibt  häufig  eine  der  Flächen  des  Hnuptrhomboeders  in  ihrer 
Entwickelung  etwas  zurück,  während  dafllr  eine  der  Flächen  des  Gegen- 
rhomboeders  mehr  hervortritt.  Bei  ihrer  Ausdehnung  kommt  nun  die 
vergrösserte  Fläche  des  Gegenrhomboedcrs  mit  der  an  demselben  Ende 
gegenüberliegenden  Fläche  des  Hauptrhomboeders  in  einer  kurzen  hori- 
zontalen Kante  zum  Durchschnitt,  während  das  obere  Ende  gewöhnlich 
eine  vollkommene  dreiflächige  Zuspitzung  zeigt.  Wachsen  am  unteren 
Ende  die  beiden  eben  bezeichneten  Flächen  (eine  Fläche  des  Haupt- 
und  die  gegenüberliegende  Fläche  des  Gegenrhomboeders)  noch  weiter, 
während  die  übrigen  Flächen  dieses  Endes  zurücktreten,  so  entsteht 
die  sehr  gewöhnliche  Bildung  einer  längeren  Kante  oder  Schneide,  an 
deren  beiden  seitlichen  Endpunkten  die  vier  kleinen  Flächen  paarweise 
liegen.  Bei  dieser  Gestalt  trägt  dann  eine  Prismenflache  oben  und 
unten  eine  grosse  Rhomboederfläche ,  oben  dem  Haupt-,  unten  dem 
Gegenrhomboeder  angehörig. 

Indess  ist  die  Bildung  einer  solchen  Schneide  nicht  blos  auf  das 
untere  Ende  beschränkt;  sie  kommt  bei  aufgewachsenen  Krystallen 
auch  bisweilen  an  dem  freien,  dem  sogenannten  oberen  Ende ,  und  bej 
vollständig  ausgebildeten  Krystallen  an  beiden  Enden  vor. 

Die  schneidenförmige  Gestalt  des  unteren  Endes  ist  häufig,  nament- 
lich bei  grösserer  Länge  der  Hauptaxe,  mit  einer  mehr  oder  minder  be- 
trächtlichen Verdickung  dieses  Endes  verbunden. 

Bei  manchen  Krystallen,  wo  das  obere  Ende  eine  sehr  grosse 
Fläche  des  Hauptrhomboeders  trägt ,  ahmt  das  untere  Ende  diese  Ge- 
stalt ,  wenn  auch  in  weniger  vollkommener  Weise  nach ,  indem  hier 
ebenfalls  eine  Fläche  des  Hauptrhomboeders  vorwiegt.  In  diesem  Falle 
ist  an  den  mir  vorliegenden  Exemplaren  das  untere  Ende  etwas  dicker 
als  das  obere ;  der  Krystall  erscheint  gewissermassen  auf  jenes  Ende 
gestaucht. 


hält,  vermag  ich  wegen  Mangel  an  Material  nicht  zu  entscheiden.  Descloizea"« 
nennt  S.  144  seiner  Abhandlung  das  Vorwalten  der  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
über  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  un  caractere,  qui  ne  s'observe  pas  non  pliM 
dans  tonlos  les  localitcs  oder  S.  146  qui  est  loin  d'tMrc  geneVal. 
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Nicht  selten  findet  sich  auch  am  unteren  Ende  die  Spitze  oder 
Schneide  infolge  mangelhafter  Ausbildung  in  zwei  oder  mehrere  aufge- 
löst.*) Ueberhaupt  zeigt  das  unlere  Ende  im  Allgemeinen  eine  unvoll- 
kommenere Ausbildung,  die  sich  bei  aufgewachsenen  Kry stallen  darin 
ausspricht ,  dass  die  am  oberen  Ende  klare  Masse  nach  unten  hin  trübe 
und  undurchsichtig  zu  werden  beginnt. 

Endlich  sei  hier  noch  der  Form  gedacht ,  wo  das  untere  Ende 
ebenso  wie  das  obere  abwechselnd  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhom- 
boederflächen zeigt,  jedoch  nicht  in  der  zuvor  angegebenen  Weise,  son- 
dern dergestalt  angeordnet,  dass  drei  abwechselnde  Prismenflüchen 
oben  und  unten  grosse ,  die  drei  anderen  aber  an  beiden  Enden  kleine 
Rhomboederflächen  tragen;  eine  Form,  die  von  G.  Rose  wohl  mit 
Recht  als  eine  Zwillingsgestalt  (durch  Drehung  der  unteren  Hälfte  des 
Krystalles  um  60«  oder  1 80»)  gedeutet  wird. 

I.  Prismenflächen. 

Gibt  es  auch  Bergkrystalle,  bei  denen  die  sechs  Prismenflachen 
nahe  dieselbe  Breite  besitzen ,  so  ist  doch  bei  den  meisten  in  der  Breite 
dieser  Flüchen  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied. 

Während  in  dem  Falle,  wo  die  Prismenflachen  abwechselnd  an  bei- 
den Enden  grosse  oder  kleine  Rhomboederflächen  tragen ,  die  Prismen- 
flüchen gewöhnlich  abwechselnd  breit  und  schmal  sind,  dergestalt,  dass 
auf  die  breiten  Prismenflächen  die  grossen,  auf  die  schmalen  Prismen- 
flüchen dagegen  die  kleinen  Rhomboederflächen  aufgesetzt  sind :  er- 
scheinen bei  den  Kryslallen,  welche  am  unteren  Ende  eine  lüngere 
Schneide  darbieten ,  diejenigen  beiden  Prismenflüchen ,  zu  welchen  die 
in  der  Schneide  zusammenstossenden  grossen  Rhomboederflächen  ge- 
hören, als  die  breitesten,  so  dass  infolge  dessen  die  Querdimension 
des  Krystalles  in  der  Richtung  senkrecht  auf  jene  Prismenflächen  als  die 
kleinste  sich  darstellt. 


*)  Ich  glaube  nicht,  dass  man  berechtigt  ist ,  sämmtliche  Krystalle  mit  solchen 
Bildungen  als  Zwillinge  oder  mehrfach  zusammengesetzte  Krystalle  zu  betrachten. 
Denken  wir  uns  die  einzelnen  Spitzen  sehr  klein  und  in  einer  auf  der  Hauptaxe  senk- 
rechten Ebene  endigend,  so  würde  die  malle  oben  (S.  328)  erwähnte  gcradangeselzle 
EndflUche  entstehen. 
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Hl.    Unterschied  zwischen  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  S.  333  ein  Unterschied  zwischen  den  bei- 
den Enden  der  Hauptaxe  hervorgehoben ,  und  infolge  dessen  das  eine 
Ende  als  oberes,  das  andere  als  unteres  bezeichnet  worden. 

Noch  scharfer  würde  dieser  Unterschied  ausgesprochen  sein,  wenn 
die  von  Descloizeaux  an  zwei  Krystallen  beobachtete  matte  End- 
flache eine  wahre  Krysta  II  flache  ist,  *)  Bei  dem  einen  vollständig  aus- 
gebildeten Krystalle  **)  würde  dann  das  obere  Ende  die  gewöhnliche 
aus  drei  grossen  und  drei  kleinen  Rhomboederflachen  gebildete  Zu- 
spitzung, das  unlere  dagegen  die  gerade  Endfläche  nebst  schwachen 
Abstumpfungen  ihrer  Kanten  mit  den  Prismenflachen  tragen. 

Noch  in  anderer  Weise  macht  G.  Rose  bei  Beschreibung  der  Ja- 
rischauer  Krystalle  auf  einen  Unterschied  der  beiden  Enden  aufmerk- 
sam. Nachdem  er  des  Umslandes  gedacht  hat,  dass  bei  manchen 
dieser  Krystalle  die  Prismenflachen  abwechselnd  grösseren  und  gerin- 
geren Glanz  zeigen,  fahrt  er  fort:  »Die  beiden  Enden  des  Krystalles 
waren  daher  bestimmt  von  einander  verschieden ,  indem  an  dem  einen 
Ende  die  glänzenderen  oder  I  I  i  ]>i rhomboederflachen  auch  auf  den 
glänzenderen  Seitenflächen,  an  dem  anderen  dagegen  auf  den  weniger 
glanzenden  aufgesetzt  waren;  indessen  habe  ich,  obgleich  ich  eine 
grosse  Menge  Krystalle  dieses  Fundortes  untersucht  habe,  immer  nur 
das  erstere  Ende  auskrystallisirt  gesehen,  mit  dem  anderen  waren  die 
Krystalle  stets  aufgewachsen.« 

Unter  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersuchten, 
weiter  unten  beschriebenen  Krystallen  finden  sich  drei  an  beiden  Enden 
ausgebildete  mit  abwechselnd  mehr  und  weniger  glanzenden  Prismenfla- 
chen (Kryslall  Nr.  V  aus  dem  Dauphinc  Fig.  1 1  u.  12,  Krystall  Nr.  XII  aus 
Striegau  Fig.  25  u.  26,  u.  Krystall  Nr.  XIII  Fig.  27  u.  28  aus  dem  Dauphinö) ; 
die  oberen  Enden  tragen  deutlich  durch  ihre  Grösse  unterschieden  die 
Flachen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  (bei  dem  einen  mit  einer 
vorherrschenden  Flache  des  Hauptrhombocders; ,  und  laufen  in  eine 


*}  Heber  eine  Möglichkeit  ihrer  Entstehung  infolge  mangelhafter  Ausbildung 
vergl.  die  Anmerkung  auf  vorhergehender  Seile. 
•*(  Fig.  60  der  Abhandl.  \on  Descloizeaux. 
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Spitze  aus ;  an  den  unleren  Enden  dagegen  hat  sich  bei  zweien  eine 
mehr  oder  weniger  lange  Schneide  ausgebildet.*)  Die  glanzenden  Pris- 
menflachen  tragen  am  oberen  Ende  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders. 

Uebrigens  bemerke  ich,  dass.  wie  in  der  Anmerkung  auf  S.  333 
schon  angedeutet  wurde ,  bei  vollständig  regelmässigen  und  an  beiden 
Enden  gleichmassig  ausgebildeten  Krystallen  eine  Unterscheidung  der 
beiden  Enden  der  Hauplaxe  unmöglich,  aber  auch  ohne  alle  Bedeutung 
ist;  dieselbe  kommt  Uberhaupt  nur  bei  den  an  einem  Ende  ausgebil- 
deten und  am  anderen  aufgewachsenen  oder  bei  den  an  beiden  Enden 
in  ungleicher  Vollkommenheit  ausgebildeten  Krystallen  in  Betracht. 

IV.  Combinationen. 

Die  beiden  Grundrhomboeder  (das  Haupt-  und  Gegenrhomboeder) 
treten,  wie  wir  gesehen  haben,  meistens  gleichzeitig,  wenn  auch  mit 
verschiedener  Ausdehnung  der  Flachen  an  einem  und  demselben  Kry- 
stalle  auf.  Dagegen  finden  sich  von  den  abgeleiteten  Rhomboedern, 
selbst  in  Fallen,  wo  ein  Rhomboeder  von  bestimmten  Winkeln  in  beiden 
Stellungen  bekannt  ist,  doch  an  einem  und  demselben  Individuum  fast 
stets  nur  die  Flachen  des  einen  Rhomboeders. 

Die  trigonalen  Pyramiden  und  Trapezoeder  treten  zwar  mit 
sammtlichen  Rhomboedern  erster  und  zweiter  Ordnung  in  Combination, 
dagegen  schliessen  sie  sich  nach  G.  Rose  unter  einander  zum  Theil 
aus.  Am  einfachen  Krystalle  erscheinen  nach  G.  Rose  gleichzeitig  mit 
der  rechten  trigonalen  Pyramide  die  rechten  Trapezoeder  erster  und  die 
linken  Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  und  dem  entsprechend  mit  der 
linken  trigonalen  Pyramide  die  linken  Trapezoeder  erster  und  die  rech- 
ten Trapezoeder  zweiter  Ordnung. 

Wenn  dies  Gesetz  in  aller  Strenge  Geltung  hatte,  so  müsste  man 
erwarten,  dass  das  trigonale  und  ditrigonale  Prisma  stets  nur  an  den- 
jenigen abwechselnden  Kanten  erscheinen  würde,  welche  die  Flachen 
der  trigonalen  Pyramide  tragen.  Dem  ist  aber  nach  Descl  oizeaux**) 
nicht  so ;  das  dreiseilige  Prisma  tritt  theils  an  den  drei  eben  genannten 


*)  Auch  zwei  andere  Krystalle  aas  Striegau,  deren  elektrisches  Verhalten 
ebenfalls  untersucht  wurde,  aber  später  nicht  mitgetheUt  ist,  boten  dieselbe  Erschei- 
nung dar. 

**)  S.  III  seiner  Abhandlung. 

AMutdJ.  d.  K.  S.  GeielUcfa.  d.  WlMMMh.  XIII.  32 
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abwechselnden  Kanten,  theils  an  den  drei  anderen,  welche  keine  Py- 
ramidenflächen Iragen,  auf,  theils  stumpft  es  sogar  sämmtliche  sechs 
Kanten  der  verticalen  Säule  ah ;  und  ebenso  findet  sich  das  ditrigonale 
Prisma  bald  an  den  einen ,  bald  an  den  andern  abwechselnden  Kanten, 
oder  es  erscheinen  auch  zwei  ditrigonale  Prismen  (von  verschiedenen 
Winkeln?)  an  den  einen  und  den  anderen  abwechselnden  Kanten.*) 

Bei  Aurstellung  des  obigen  Gesetzes  hat  G.  Rose  nur  die  soge- 
nannten unteren  Trapezoeder  (zwischen  Rhomben-  und  Prismenfläche) 
ins  Auge  gefasst,  indem  damals  von  den  oberen  Trapezoedern  (zwi- 
schen Rhomben-  und  Rhomboederfläche)  nur  ein  einziges  bekannt  war. 
Descloizeaux,  der  mehrere  solche  obere  Trapezoeder  aufTand ,  hebt 
in  Betreff  der  Flächen  dieser  letzteren  Formen  ausdrücklich  hervor,**) 
dass  an  den  Krystallen  von  Traversella  die  meisten  oberen  Trapezoeder 
an  demselben  Individuum  gleichzeitig  rechts  und  links  auftreten;  ein 
Verhallen ,  das  mit  dem  angegebenen  Vorkommen  der  trigonalen  und 
ditrigonalen  Prismen  nicht  im  Widerspruch  steht,  und  (jedoch  die  Ein- 
fachheit der  von  Descloizeaux  beobachteten  Krystalle  vorausgesetzt) 
die  Frage  anregt,  ob  das  von  G.  Rose  angegebene  Gesetz  des  Zu- 
sammenvorkommens und  Ausschliessens  auch  in  derThat  für  die  unleren 
Trapezoeder  absolute  Geltung  hat.  (Vergl.  den  letzten  Abschnitt  dieser 
Abhandlung.) 

V.  Zwillingskrystalle. 

Der  Quarz  hat  das  Eigenthümliche ,  dass  bei  ihm  sehr  häufig  Zwil- 
lingskrystalle  vorkommen,  die  sich  in  ihrer  äusseren  Form  von  den 
einfachen  Krystallen  gar  nicht  unterscheiden;  die  einzelnen  Indivi- 
duen sind  mit  parallelen  Axen  und  coincidirenden  Flächen  entweder 
mittelst  Aneinanderlegens  oder  mittelst  Durchwachsung  (wobei  jedes 
Individuum  in  mehrere  Theile  getrennt  sein  kann)  zu  einem  äusserlich 
einfach  erscheinenden  Krystalle  vereinigt ;  die  Grenzen  der  Zusammen- 
fügung geben  sich  auf  den  Rhomlweder-  und  Prismenflächen  nur  durch 
Unterschiede  in  Glanz  und  Glatte  der  Flächen  zu  erkennen.  ***)  In 


•)  Indessdarf  man  noch  fragen,  ob  die  von  Descloizeaux  beobachteten  Kry 
stalle  wirklich  einfache  gewesen  sind. 
*•)  S.  169  seiner  Abhandlung. 
•*•)  ü.  Kose  in  der  citirten  Abb.  S.  27  0  ff. 
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Bezug  auf  Stellung  und  Beschaffenheit  der  einzelnen  Individuen  (ob 
rechte  oder  linke),  sowie  in  Bezug  auf  ihre  Grösse  können  die  mannich- 
faltigsten  Modifikationen  statt  haben. 

Nach  den  Untersuchungen  Descloizeaux'  lässt  sich  aus  den 
äusserlich  sichtbaren  Begrenzungen  (Vorkommen  der  Rhomben-  und 
Trapezflächen)  auf  die  innere  Zusammensetzung  eines  Krystalles,  wie 
sie  durch  die  optische  Untersuchung  nachgewiesen  wird,  kein  Schluss 
machen ,  indem  keinesweges  die  aus  den  scheinbar  complicirtesten 
Kry stallen  senkrecht  gegen  die  Axe  geschnittenen  Platten  im  polarisirten 
Lichte  die  complicirtesten  Farbenzeichnungen  darbieten ;  *)  andererseits 
bestand  aber  ein  anscheinend  einfacher  Ki  stall,  welcher  an  dem  aus- 
gebildeten Ende  die  Rhombenflachen  auf  drei  abwechselnden  Ecken, 
sowie  glänzende,  aber  mit  kleinen  rundlichen  Erhebungen  versehene 
Flächen  des  Hauptrhomboeders  und  vollkommen  ebene  (unis)  Flächen 
des  Nebenrhomboeders  trug,  nicht  vollständig  aus  einer  einzigen,  im 
Sinne  jener  Flächen  drehenden  Masse,  sondern  schloss  noch  Lagen 
von  entgegengesetzter  Drehung  ein.  Ein  in  seiner  ganzen  Masse  ho- 
mogener Bergkrystall  dürfte  zu  den  mineralogischen  Seltenheiten  ge- 
hören. 

Descloizeaux  fand  bei  den  meisten  Bergkrystallen ,  besonders 
denen  des  Valais ,  fast  stets  einen  nahe  homogenen  Kern  von  einer  ge- 
wissen Ausdehnung,  welchen  eine  mehr  oder  minder  dicke  aus  keil- 
förmig in  einander  geschobenen  Stücken  von  verschiedenen  Dimen- 
sionen gebildete  und  von  der  äusseren  sechsseitigen  Begrenzung  um- 
schlossene Hülle  umgab.**)  Der  regelmässige  Fortschritt,  wie  er  wäh- 
rend der  Bildung  des  Kerns  unter  dem  Obwalten  gewisser  Bedingungen 
bestanden,  würde  also  beim  Beginn  der  Entstehung  der  abweichend  ge- 
formten Hülle  durch  den  Eintritt  anderer  störender  Verhältnisse  unter- 
brochen worden  sein;  Descloizeaux  nimmt  selbst  an,  dass  die  durch 
diese  Einflüsse  erfolgte  Erschütterung  sich  auch  auf  den  centralen  bereits 
consolidirten  Theil  habe  ausdehnen  können. 

Der  hemitropischen  Zwillingskrystalle,  welche  oben  und  unten  auf 
denselben  abwechselnden  Prismenflächen  grosse  oder  kleine  Rhomboeder- 
flächen  tragen,  ist  bereits  oben  S.  335  gedacht  worden. 


•)  8.  169  der  Abhandl.  Descloizeaux'. 
••;  S.  S74  ebendas. 
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VI.    Hülfsmittel  zur  Untersuchung  der  innern  Structur  der 

Bergkrystalle. 

I.    Ctrculare  Polarisation. 

Bekanntlich  wird  beim  Durchgange  eines  polarisirten  Lichtstrahles 
durch  eine  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  geschnittene  Bergkrystall- 
platte,  wenn  sie  der  Strahl  gerade  in  der  Richtung  dieser  Axe  durch- 
dringt, die  Polarisationsebene  in  einigen  Krystallen  von  Links  nach 
Rechts ,  in  anderen  von  Rechts  nach  Links  gedreht ,  und  es  hangt  dieser 
Unterschied  in  der  Einwirkung  auf  das  polarisirte  Licht  mit  der  Form 
der  Krystalle  zusammen. 

Die  Richtung  dieser  Drehung  lässt  sich  im  Allgemeinen  bei  einfachen 
Krystallen  aus  der  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhombenflächen  gegen  die 
Flächen  der  beiden  Rhomboeder  bestimmen.  Liegen  die  Flachen  der 
Trapezoeder  ersterOrdnung  und  ebenso  die  Rhombenflachen  oben  rechts 
unterhalb  der  Flüchen  des  Hauptrhomboeders,  so  ist  der  Krystall  ein 
rechts  drehender;  liegen  sie  links,  so  ist  er  ein  links  drehender.  Für 
die  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Flüchen  des  Gegen- 
rhomboeders  würde  die  Regel  gerade  umgekehrt  lauten  *) 

Dass  die  Bergkrystalle  häufig  aus  rechts  und  links  drehenden 
Stucken  zusammengesetzt  sind,  ist  schon  im  vorhergehenden  Abschnitte 
hervorgehoben  worden. 

2.    Aetzung  der  Krystalle  und  Platten  mittelst  verdünnter 

Fluorwasserstoffsäure. 

Um  die  Structur  des  Bergkrystalles  noch  in  anderer  Weise  als  mit- 
telst des  polarisirten  Lichtes  zu  untersuchen,  setzte  Leydolt**)  ent- 
weder ganze  Bergkrystalle  oder  geschliffene  Platten  der  Einwirkung 
verdünnter  Fluorwasserstoffsäure  aus,  und  erhielt  folgende  Resultate. 


•)  Bei  rechts  drehenden  Krystallen  folgen  die  Farben  in  der  Mitte  der  Ringe  in 
der  Ordnung:  Roth,  Orange,  Gelb,  Grün  u.  s.  w.  oder  erweitern  sich  die  Ringe  und 
entstehen  neue  Farbentöne  im  Mittelpunkte,  wenn  die  analysirende  Vorrichtung  rechts 
gedreht  wird;  dasselbe  erfolgt  bei  links  drehenden  Krystallen,  wenn  die  genannte  Vor- 
richtung links  gedreht  wird. 

••)  Sitzungsberichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Wiener  Akad.  der  Wissen- 
schaften 1855,  Bd.  4  5  S.  59  ff. 
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Wurden  ganze  Krystalle,  welche  zuvor  keine  Spur  von  Trape- 
zoeder-  und  Rhombenflächen  zeigten ,  in  die  Saure  gelegt ,  so  entstan- 
den durch  Aetzung  mittelst  der  Saure  die  genannten  Flachen,  wenn 
auch  meistens  etwas  uneben  und  gestreift.  Auf  den  Flachen  der  sechs- 
seitigen Zuspitzung  erschienen  Vertiefungen  mit  glänzenden  Flachen, 
die  bei  einfachen  Krystallen  auf  einer  und  derselben  Krystallfläche  eine 
parallele  Lage  hatten.  Auf  den  Flachen  des  Hauptrhomboeders  lagen 
sie  in  horizontaler  Richtung,  parallel  den  Kanten  dieser  Flachen  mit  den 
Flachen  des  Prismas;  auf  den  Flachen  des  Gegenrhomboeders  aber  par- 
allel mit  einer  Kante  des  Hauptrhomboeders.*) 

Als  Leydolt  senkrecht  gegen  die  Axe  geschnittene  Platten  von 
nicht  einfachen  Krystallen  der  Einwirkung  der  Saure  aussetzte ,  zeigten 
diese  Platten  bei  in  bestimmter  Richtung  reflectirtem  oder  durchgehen- 
dem Lichte,  vorzüglich  wenn  sie  gegen  einen  dunklen  Gegenstand  ge- 
halten wurden,  eigentümliche  Zeichnungen,  indem  ein  Theil  derselben 
matt,  der  andere  glänzend  erschien;  was  aber  wechselte,  wenn  die 
Platten  um  30»  oder  180°  gedreht  wurden.  Bei  genauer  Prüfung 
unter  dem  Mikroskope  (120— 500fache  Vergrößerung)  zeigten  die  ge- 
atzten Platten  sehr  kleine  regelmässige  Verliefungen  ganz  nahe  bei  ein- 
ander, so  dass  dadurch  die  Platten  etwas  rauh  erschienen.  »Diese 
Vertiefungen  entsprechen  theils  einem  dreiflächigen,  gleichwinkligen 
und  gleichkantigen  Ecke  ohne  alle  Seitenflächen ,  theils  einer  Combina- 
tion  von  einer  solchen  Ecke  mit  drei  gewundenen  seitlich  angesetzten 
Flächen.  Die  Flächen  dieser  dreiseitigen  Vertiefungen  und  die  damit 
verbundenen  Combinationsflächen  sind  glänzend,  haben  eine  bestimmte 
Lage  gegen  die  Flächen  des  sechsseitigen  Prismas  und  reflectiren  das 
Licht  auf  eine  ganz  bestimmte  Weise.«  Mit  dreiflächigen  Ecken  er- 
scheinen die  Rhomboeder  und  dreiseiligen  Pyramiden,  die  von  einander 
durch  die  Stellung  ihrer  Flächen  gegen  die  Flächen  des  sechsseiligen  Pris- 
mas unterschieden  werden ;  die  gewundenen  seitlichen  Flächen  dagegen 


*)  Wenn  diese  Bildungen  (Streifen)  constant  aufträten,  würden  sie  ein  Mittel 
zur  sicheren  Erkennung  der  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  selbst  in 
solchen  Fällen  darbieten,  wo  die  früher  angegebenen  Kennzeichen  fehlen.  Auch 
würde  sich,  wie  mir  scheint,  aus  der  Richtung  dieser  Streifen  erkennen  lassen,  ob  der 
Krystall  ein  rechts-  oder  ein  linksdrehender  ist ,  falls  dieselben  stets  so  erscheinen, 
wie  Leydolt  in  den  Abbildungen  sie  dargestellt  hat. 
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gehören  den  vier  Trapezoedern  an,  die  sich  aus  jeder  zwölfseitigen 
Pyramide  herleiten  lassen.  Während  die  Erscheinungen  im  polarisirtcn 
Lichte  nur  rechts  und  links  drehende  Theile  zu  erkennen  erlauben,  • 
würde  die  Aelzung  das  Mittel  zur  Untersuchung  sämmtlicher  vier  Tra- 
pezoeder  liefern.  Nach  Leydolt's  Beobachtungen  ist  die  Begrenzung 
zwischen  den  aus  rechten  und  linken  Trapezoedern  derselben  Ordnung 
gebildeten  Theilen  geradlinig  und  parallel  den  Flachen  des  Prismas, 
während  die  Grenzlinie  zwischen  den  aus  rechten  Trapezoedern  der 
beiden  Ordnungen  und  ebenso  zwischen  den  aus  linken  Trapezoedern 
der  beiden  Ordnungen  bestehenden  Theilen  krumm  und  unregelmässig 
verlauft. 

In  gleicher  Weise  hat  Descloizeaux  Aetzungs versuche  angestellt, 
und  dabei  ahnliche  Phänomene,  wie  sie  Leydolt  beschreibt,  wahrge- 
nommen; indess  haben  ihn  diese  nicht  zu  so  absoluten  und  allgemeinen 
Gesetzen  geführt,  und  er  ist  zweifelhaft,  ob  man  für  die  stets  sehr 
rauhen  (rttguetues)  Flächen  überhaupt  ein  völlig  bestimmtes  Zeichen* 
aufstellen  könne,  da  deren  Neigung  wenig  constant  zu  sein  scheine.*) 
Auch  der  Ansicht  Levdolt's,  dass  die  Lage  der  auf  den  Polkanten 
entstehenden  künstlichen  Flachen  mit  der  von  den  Krystallen  ausge- 
übten Drehung  in  Beziehung  stehe,  tritt  Descloizeaux  entgegen,  indem 
diese  Flachen  ebensowenig,  als  die  Flachen  der  Trapezoeder  den  Sinn 
der  Drehung  sicher  angeben  **) 

VII.    Verfahren  bei  der  Untersuchung  der  Thermoelektricität  des 
Bcrgkryslalles  und  Darstellung  der  erhaltenen  Resultate. 

Das  von  mir  zur  Beobachtung  der  Thermoelektricität  des  Bergkry- 
stalles  angewandte  Verfahren  glich  dem  bei  der  analogen  Untersuchung 
des  Boracits  (Bd.  VI  S.  158  ff.  dieser  Abhandl.)  benutzten.  Der  zu 
untersuchende  Bergkrystall  wurde  auf  die  obere  sehllsselförmige  Ver- 
tiefung a  des  kleinen  eisernen  Ofens  b  (Fig.  1 )  bis  auf  die  zu  prüfende 
Fläche,  Kante  oder  Ecke  in  Platinsand  oder  Eisenfeile***)  gelegt,  und 


*)  S.  dessen  Abb.  S.  114. 
*•)  Ebend.  S.  116. 

***)  Der  Platinsand  konnte  nur  bei  kleinen  Krystallen  angewandt  werden.  Es 
wäre  allerdings  wünschenswertli  gewesen,  denselben  stets  benutzen  zu  können,  wie 
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in  dieser  Lage  durch  eine  innerhalb  des  Ofens  angezündete  Spiritus- 
lampe erhitzt  Ein  Thermometer  c,  dessen  cylindrischer  Behälter  neben 
dem  Krystalle  in  der  Eisenfeile  stand,  diente  zur  ungefähren  Angabe 
der  Temperatur  der  Eisenfeile,  die  freilich,  namentlich  bei  sehr  grossen 
Krystallen  infolge  der  schlechten  Wärmcleitung  des  Quarzes  von  der 
Temperatur  der  freien  Oberflache  und  der  unter  ihr  liegenden  Schichten 
der  Krystalle  sehr  verschieden  sein  konnte. 

Als  Elektrometer  diente  das  von  mir  construirte,  in  den  Be- 
richten der  physisch-mathemalischen  Klasse  von  1850  und 
in  Poggendorff  s  Annale n  Bd.  84  S.  28  beschriebene  Instru- 
ment.*) Da  bei  den  folgenden  Untersuchungen  eine  Umlegung  des 
Commutators ,  welcher  die  Leitung  der  an  den  Polen  der  nassen  Säule 
vorhandenen  freien  Elektricilät  zu  der  jederseits  neben  dem  Goldblätt- 
chen befindlichen  Metallscheibe  vermittelte,  nicht  nöthig  war,  so 
konnte,  ohne  Uebelstände**)  zu  erzeugen,  die  Empfindlichkeit  des  Ap- 
parates durch  Vermehrung  der  kleinen  Elemente  der  Säule  (bis  gegen 
300)  bis  zum  Aeussersten  erhöht  werden.***) 

Um  mittelst  des  bezeichneten  Instrumentes  das  elektrische  Verhalten 
des  Bergkrystalles  zu  prüfen,  ging  gerade  wie  bei  den  früheren  analogen 
Untersuchungen  des  Boracits  von  dem  das  Goldblättchen  des  Elektrometers 


dies  bei  der  Untersuchung  des  Boracits  geschah ;  indess  blieb  mir  beim  Mangel  so 
beträchtlicher  Quantitäten  Platinsandcs,  wie  solche  zum  Einhüllen  der  grossen  Kry- 
stalle erforderlich  gewesen  waren,  keine  andere  Substanz  als  die  Eisenfeile  übrig.  Bei 
der  vollkommenen  Glätte  der  Flächen  der  Bergkryslalle  halte  die  Anwendung  der  Ei- 
senfeile auch  nicht  die  Uebelstände  im  Gefolge,  welche  ihre  Benutzung  bei  porösen 
Boracitkrystallen  verboten.  Die  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  zu  prüfenden  freien 
Stellen  der  Krystalle  wurden  vor  dem  Erhitzen  durch  Abfegen  mittelst  eines  Pinsels 
oder  einer  Feder  sorgfältig  gereinigt.  Die  Ableitung  der  Elektricität  der  eingehüllten 
Flächen  durch  die  Eisenfeile  erschien  trotz  der  Oxydation  der  Oberfläche  ihrer  Thuil- 
chen  noch  hinreichend. 

*)  Ueber  Einrichtung  und  Gebrauch  desselben  vergl.  auch  diese  Abhandl.  Bd.  V 
S.  392  ff.  und  Bd.  XI  S.  598. 

•*)  Vergl.  diese  Abb.  Bd.  XI  S.  598. 

***)  Als  ungefähre  Charakterisirung  der  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  möge 
folgende  Angabe  dienen.  Wenn  einer  der  beiden  Pole  eines  einzigen  aus  Zink,  Kupfer 
und  Wasser  gebildeten  Elementes  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbun- 
den, der  andere  aber  zur  Erde  abgeleitet  wurde,  so  erzeugte  die  Verwechselung  der 
beiden  Pole  einen  Ausschlag  des  Goldblättchens  von  nahe  30  Skalentheilen  des  Ocu- 
larmikromelers. 
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tragenden  Messingstäbchen  ein  sehr  dünner  Kupferdraht  W  (Fig.  I )  aus, 
dessen  anderes  binde  an  einem  Platindrahte  V  befestigt  war.  Das  un- 
tere abgerundete  Ende  dieses  durch  Anschmelzen  an  einen  Glasstab  T 
isolirten  Platindrahtes  ward  der  zu  prüfenden  Stelle  des  Krystalles  ge- 
nähert, und  der  infolge  der  Vertheilung  seitens  der  im  Krystall  vor- 
handenen Elektricität  erzeugte  Ausschlag  des  Goldblättchens  beob- 
achtet. 

Da  die  geringste  Reibung  des  Plalindrahtes  an  den  Flächen  des 
erwärmten  Bergkrystalles  starke  Elektricität  erzeugt,  so  durae  die 
Drahtspitze  niemals  bis  zur  Berührung  des  Krystalles  genähert  werden, 
während  doch  andererseits  bei  der  bisweilen  vorhandenen  Schwäche 
der  auftretenden  elektrischen  Erregung  eine  möglichst  grosse  Annähe- 
rung geboten  war.  Um  nun  die  abgerundete  Spitze  des  Drahtes  V 
stets  mit  Sicherheit  bis  zur  grössten  Nähe,  jedoch  unter  Ausschluss 
jeglicher  Berührung,  an  den  Krystall  heranfuhren  zu  können,  wurde  eine 
dem  in  Bd.  VI  S.  163  dieser  Abhandl.  beschriebenen  Apparate  ähnliche 
Vorrichtung  in  folgender  vollkommener  Gestalt  angewandt. 

Auf  das  starke  Brett  d,  welches  den  kleinen  eisernen  Ofen  6 
trug,  war  ein  zweites  kleineres  Brett  A  aufgeschraubt;  auf  demselben 
Hess  sich  zwischen  den  Leisten  B  und  !>  der  Schlitten  C  entweder  bei 
grösseren  Bewegungen  mittelst  der  Band  oder  bei  geringeren  mittelst 
der  Schraube  D  sanft  verschieben.  Dieser  Schlitten  C  trug  wieder 
zwei  Leisten  E  und  zwischen  denen  ein  zweiter  Schlitten  F  in 
einer  auf  der  zuvor  bezeichneten  Verschiebung  senkrechten  Richtung 
entweder  durch  die  Hand  oder  durch  die  Schraube  G  bewegt  werden 
konnte.  Auf  diesem  oberen  Schlitten  F  sassen  die  beiden  Messing- 
stücke  //,  H'  ;  die  Spitzen  der  durch  sie  hindurchgehenden  Schrauben 
dienten  zur  Aufnahme  der  Axe  /  des  Hebels  L,  V.  Auf  der  linken 
Seite  bewegte  sich  dieser  Hebel  frei  zwischen  den  Schenkeln  des  mes- 
singenen Bogens  Ä,  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  Schenkeln  der 
beiden  Messingbogen  M  und  N.  Durch  die  oberen  starken  Köpfe  aller 
drei  Bogen  waren  Schrauben  geführt;  die  linke  Schraube  K  und  die 
rechte  Schraube  N  dienten  zur  Regulirung  der  Grenzen  für  die  Bewe- 
gung des  Hebels. 

Das  linke  Ende  L  des  Hebels  trug  eine  hohle  Röhre  P,  in  welcher 
sich  ein  Messingstab  Q  verschieben  und  mittelst  der  Schraube  R  in  be- 
liebiger Höhe  feststellen  Hess.    Am  oberen  Ende  des  Messingstabes  Q 
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sass  eine  Hülse  S,  in  welcher  der  bereits  oben  erwähnte  Glasstab  T, 
der  behufs  besserer  Isolirung  aof  der  linken  Seite  eine  Strecke  weit 
mit  Siegellack  überzogen  war,  verschoben  und  mittelst  einer  Schraube 
festgeklemmt  werden  konnte.  An  der  linken  Seite  dieses  Glasstabes  T 
war  der  gleichfalls  schon  erwähnte  Platindraht  V  angeschmolzen ;  der- 
selbe hatte  oben  einen  horizontalen  T heil ,  und  dieser  legte  sich  beim 
Aufwärtsgehen  des  linken  Hebelarmes  gegen  einen  Platindraht  V .  der 
an  einen  starken  federnden  Draht  X  angelöthet  war;  letzterer  war  in 
der  Durchbohrung  des  Messingstabes  Y,  der  sich  mittelst  harter  Rei- 
bung in  der  aufgeschnittenen  messingenen  Hülse  Z  verschieben  liess, 
eingeklemmt.  Die  Axe  /  des  Hebels,  sowie  die  Hülse  Z  und  der  eiserne 
Ofen  6  waren  mit  der  Erde  leitend  verbunden,  um  alle  ihnen  mitgetheilte 
Eick  Irin  tat  sogleich  abzuführen. 

Sollte  die  eben  beschriebene  Vorrichtung  gebraucht  werden,  um 
z.  B.  die  Mitte  des  in  Eisenfeile  eingesetzten  Krystalles  zu  untersuchen, 
so  wurde  die  Anordnung  so  getroffen,  dass  bei  mittlerer  Stellung  der 
beiden  Schlitten  und  nahe  horizontaler  Lage  des  Hebels  die  untere  ab- 
gerundete Spitze  des  Platindrahtes  Vi  bis  1 V,  Linie  über  der  Mitte  der 
zu  untersuchenden  Fläche  stand.  Darauf  wurde  die  Schraube  N'  so 
regulirt,  dass  jene  Spitze  beim  Niedersinken  des  auf  der  linken  Seite 
schwereren  Hebels  der  Krystallfläche  äusserst  nahe  kam.  Dies  geschah 
unter  Beobachtung  mittelst  einer  starken  Loupe;  bei  dem  lebhaften 
Glänze  der  Flächen  des  Bergkrystalles  konnte  durch  Beobachtung  der 
Spitze  und  ihres  Bildes  ihr  Abstand  von  der  Fläche  äusserst  klein  ge- 
macht werden,  ohne  eine  Berührung  eintreten  zu  lassen.  Damit  eine 
solche  im  Falle  grosser  Annäherung  nicht  etwa  beim  raschen  Nieder- 
lassen des  Hebels  durch  elastische  Biegung  der  betreffenden  Theile  des 
Apparates  erfolgen  könnte,  wurde  der  Hebel  nicht  unmittelbar  mit  der 
Hand,  sondern  durch  Umdrehung  der  Schraube  M'  sanft  nieder- 

Um  andere  Punkte  derselben  Krystallfläche  zu  untersuchen,  wur- 
den die  beiden  Schlitten  C  und  F  angemessen  verschoben,  und  6odann 
die  Schraube  iV  unter  Beobachtung  der  Spitze  mittelst  der  Loupe  bis  zur 
gewünschten  Annäherung  des  Drahtes  an  den  betreffenden  Punkt  von 
Neuem  eingestellt.  Die  Schraube  A  wurde  dabei  stets  so  regulirt,  dass  beim 
Heben  des  linken  Hebelarmes  der  obere  horizontale  Theil  des  Platin- 
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dralites  V  sich  an  den  feststehenden  Platindraht  U  anlegte ,  und  durch 
diese  Berührung  das  Elektrometer  entlud. 

Da  die  Spitze  des  Platindrahtes  beim  Heben  nur  wenig  (i  bis  I  Vi 
Linie)  von  der  KrystallQäche  entfernt  wurde,  so  blieb  während  der  Ab- 
leitung des  Drahtes  zur  Erde  ein  Theil  Elektricität  in  seinem  unteren 
Ende  gebunden,  und  bei  Annäherung  an  den  Krystall  wurde  folglich 
nur  ein  dem  hiedurch  bewirkten  Zuwachse  der  Vertheilung  entsprechen- 
der Ausschlag  im  Elektrometer  beobachtet ;  sollen  also  die  auf  verschie- 
denen Punkten  ausgeführten  Messungen  unter  einander  vergleichbar 
sein,  so  müssen  die  grössten  und  kleinsten  Abstände  der  Spitze  von 
der  Krystallfläche  stets  dieselben  bleiben.*)  Indess  wird  der  Ausschlag 
im  Elektrometer  nicht  blos  durch  die  Elektricität  der  unmittelbar  unter 
der  Spitze  liegenden  Punkte,  sondern  auch  durch  die  Einwirkung  der 
seitlich  liegenden  Theile  der  Fläche  bewirkt;  ein  Umstand,  der  die 
Messungen  in  der  Mitte  der  Flächen  mit  den  an  den  Rändern  und  Ecken 
ausgeführten  nicht  streng  vergleichbar  macht,  und  unter  gewissen  Um- 
ständen eigentümliche  Bewegungen  des  Goldblättchens  im  Elektro- 
meter, sowie  selbst  irrthümliche  Resultate  in  Betreff  der  beobachteten 
Elektricität  veranlassen  kann. 

Gesetzt  es  sei  die  Mitte  und  rechte  Seite  der  Fläche  eines  Krystal- 
les,  dessen  übrige  Begrenzungen  sämmtlich  in  Eisenfeile  gehüllt  sind, 
stark  negativ,  die  linke  Seite  aber  schwach  positiv.  Befindet  sich  nun  die 
Platinspitze  z.  B.  V2  Zoll  hoch  über  der  Fläche,  und  wird  durch  Nieder- 
lassen der  linken  Seite  des  Hebels  allmählig  dem  linken  positiven  Theile 
der  Fläche  genähert:  so  wirkt  anfänglich  die  Gesammtheit  der  nega- 
tiven Elektricität  wegen  ihrer  höheren  Spannung  stärker  als  die  schwä- 
chere positive;  das  Goldblättchen  macht  also  zuerst  eine  Bewegung  in 
negativem  Sinne.  Kommt  die  Plalinspitze  dann  der  linken  positiven 
Seite  der  Fläche  näher,  so  beginnt,  weil  jetzt  die  positive  Elektricität 
durch  die  grössere  Nahe  einen  stärkeren  Einfluss  erlangt,  der  anfänglich 


*)  Der  Apparat  hätte  eigentlich  noch  eines  Zusatzes  bedurft,  durch  welchen  der 
Absland  des  Plalindrahtes  V  von  der  Krystallfläche ,  wenn  er  mit  seinem  oberen  hori- 
zontalen Theile  den  Ableilungsdraht  V  berührte ,  stets  gleich  erhalten  wurde.  Da 
indess ,  wie  oben  erwähnt ,  die  Beobachtungen  aus  anderen  Gründen  doch  nicht 
absolut  streng  vergleichbare  Werthe  liefern  konnten,  habe  ich  diese  Einrichtung  fort- 
gelassen und  jenen  Abstand  nur  bei  den  Beobachtungen  auf  einer  und  derselben 
Fläche  so  viel  möglich  genau  gleich  gemacht. 
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negative  Ausschlag  des  Goldblättchens  abzunehmen ,  und  geht  zuletzt, 
wenn  die  positive  Elektricität  der  unter  der  Platinspitze  befindlichen 
Stelle  nicht  zu  gering  ist ,  allmählig  durch  Null  in  einen  positiven  über. 
Ist  jedoch  die  bezeichnete  Stelle  sehr  schwach  elektrisch,  so  kommt 
das  Goldblättchen  nur  bis  auf  Null  zurück  oder  zeigt  selbst  noch  fort- 
während einen  schwachen  negativen  Ausschlag.  Bei  so  bewandten 
Umständen  muss  man  den  durch  vorhergehende  Versuche  als  stark  ne- 
gativ erkannten  Theil  der  Krystallfläche  mit  Eisenfeile  bedecken  und 
nur  die  zu  prüfende  Stelle  derselben  freilassen,  was  freilich  wieder  eine 
Aenderung  der  abgeleiteten  Oberfläche  zur  Folge  hat. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  die  eben  erwähnten  Störungen  sich 
sehr  vermindern  werden ,  wenn  man  nur  einen  sehr  kleinen  Hub  des 
Hebels  anwendet,  was  im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  absoluten,  son- 
dern nur  relative  Bestimmungen  der  Art  und  Stärke  der  Elektricität  an 
den  verschiedenen  Punkten  der  Flächen  gefordert  werden ,  ohne  Uebel- 
stand  geschehen  kann.  Dies  ist  der  Grund,  warum  in  den  nachfolgen- 
den Messungen  stets  nur  ein  geringer  Hub  der  Spitze  von  ungefähr  \ 
bis  IV2  Linie  benutzt  wurde. 

Bei  sehr  schwachen  elektrischen  Erregungen,  die  nicht  über  0,2 
Skalentheil  des  Okularmikrometers  betragen,  muss  man  sich  ferner  vor 
Täuschungen  durch  die  Elektricität  im  Zimmer  hüten,*)  indem  bei 
einiger  in  der  Luft  der  I  mgebung  des  Apparates  angehäuften  Elektricität 
selbst  durch  die  kleinen  Senkungen  des  zuleitenden  Drahtes  um  l'A  Linie 
Aenderungen  in  der  Vertheil ungs Wirkung  der  umgebenden  Luft  auf  die- 
sen Draht,  und  infolge  dessen  Bewegungen  des  Goldblättchens  von  der 
angegebenen  Grösse  (0,2  und  etwas  darüber)  entstehen  können.  Man 
prüft  den  Apparat  in  Bezug  auf  das  Vorhandensein  einer  solchen  Ver- 
theilungswirkung,  indem  man  den  Platindraht  V  seitwärts  Uber  die 
Eisenfeile  schiebt,  und  die  Bewegung  ebenso  wie  über  der  Krystall- 
fläche ausführt;  zeigen  sich  bei  diesem  Versuche  (wie  dies  z.  B.  slatt 
findet,  wenn  ein  lebhafter  Wind  auf  das  Fenster,  in  welchem  das 
Elektrometer  hinter  einem  Papierschirme  steht,  bläst,)  Ausschläge  von 
derselben  Grösse ,  wie  die  durch  die  Elektricität  des  Krystalles  erzeug- 
ten ,  so  hat  man  die  weitere  Untersuchung  gänzlich  zu  unterlassen ,  da 
eine  Correction  der  oberhalb  der  Krystallfläche  beobachteten  Ausschläge 


♦)  Vergl.  diese  Abhaodl.  Bd.  XI  S.  589  ff. 
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mittelst  der  seitwärts  von  ihr  gemachten  Beobachtungen  wegen  der 
möglichen  Veränderlichkeit  der  elektrischen  Spannung  der  Luft  nicht 
rathsam  sein  dürfte. 

Bei  dieser  Gelegenheit  hebe  ich  noch  die  Notwendigkeit ,  die  aus 
den  kleinen  Elementen  (Zink,  Kupfer,  Wasser)  gebildete  Säule  auf  einem 
Erschütterungen  möglichst  wenig  ausgesetzten  Orte  aufzustellen ,  her- 
vor; durch  Erschütterung  ändert  sich  nämlich  die  Spannung  in  den 
Polen  derselben ,  und  da  diese  Aenderungen  an  den  beiden  Polen  der 
in  ihrer  Mitte  abgeleiteten  Säule  niemals  in  genau  gleicher  Grösse  auf- 
treten werden,  so  haben  jene  Erschütterungen  eine  mehr  oder  minder 
grosse  Bewegung  des  Goldblättchens  zur  Folge.  Jeder  vorbeifahrende 
Wagen  nöthigt  deshalb,  selbst  wenn  die  Säule  auf  dem  festen  Mauer- 
werke steht,  die  Beobachtungen  zu  unterbrechen  bis  sich  wieder  eine 
bestimmte  Ruhelage  des  Goldblättchens  hergestellt  hat. 

Die  Vertheilung  der  Elektricitäl  in  einem  Krystalle  bildet  ein  zusam- 
menhängendes System,  dergestalt,  dass  die  auf  einer  Stelle  der  Ober- 
fläche wahrnehmbare  Grösse  der  elektrischen  Spannung  nicht  blos  von 
der  Wärmebewegung ,  sondern  auch  mehr  oder  weniger  von  den  Ablei- 
tungen an  den  übrigen  Theilen  des  Krystalles  abhängt.  Bereits  in  mei- 
ner Untersuchung  über  das  thermoelektrische  Verhalten  des  Boracits  *) 
habeich  denEinfluss  der  Ableitung  ausführlicher  dargelegt,  und  kann 
mich  deshalb  hier  mit  dem  Hinweise  auf  jene  Mittheilung  begnügen. 
Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  füge  ich  nur  die  Bemerkung  bei, 
dass  wenn  im  Folgenden  keine  besondere  Einhüllung  der  Krystalle  er- 
wähnt wird,  der  Krystall  stets  als  bis  auf  die  gerade  untersuchte  Fläche 
oder  Kante  in  Eisenfeile  oder  Platinsand  eingehüllt  anzunehmen  ist. 

Um  das  von  mir  angewandte  Verfahren  im  Speciellen  darzulegen, 
werde  ich  einige  Versuche  ausführlich  mi Itheilen,  und  zwar  wähle  ich 
dazu  denselben  Krystall,  der  in  meinen  früheren  1840  veröffentlichten 
Untersuchungen  am  vollständigsten  beobachtet  worden  war.  Es  ist 
dies  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  S.  606  mit  Nr.  I  bezeichnete  Krystall 
von  Striegau  in  Schlesien,  der  in  vorliegender  Abhandlung  in  Fig.  25 
Tafel  II  m  zwei  verschiedenen  Ansichten  (Vorder-  und  Rückseite)  in 
natürlicher  Grösse  abgebildet  ist.  Behufs  deutlicherer  Erkennung  der 
Verhältnisse  in  der  Ausdehnung  der  Prismenflächen  habe  ich  den  Kry- 


•)  Diese  Abhandl.  Bd.  VI  S.  174  ff. 
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stall  so  gestellt,  dass  die  Normale  auf  den  beiden  grössten  Prismen- 
flachen  zur  Ebene  des  Papieres  senkrecht  steht.  Fig.  26  Taf.  II  stellt 
das  Netz  eben  dieses  Krystalles  dar. 

Im  Anschluss  an  die  alteren  Mittheilungen  werde  ich  die  sechs 
Prismenflächen  der  Reihe  nach  von  links  nach  rechts  (vergl.  die  Figur) 
durch  die  Zahlen  1  bis  6 ,  die  Rhomboederflächen  des  oberen  Endes 
durch  1  u  bis  6  a  und  die  Rhomboederflachen  des  unteren  Endes  durch 
16  bis  6  6  bezeichnen.  Kanten  und  Ecken  erhalten  ihre  Bezeichnung 
durch  Zusammenstellung  der  Zeichen  für  die  sie  bildenden  Flächen. 

An  dem  oberen  Ende  a  dieses  Krystalles  siud  die  Flachen  des 
Haupt-  und  Gegenrhomboeders  deutlich  durch  ihre  Grösse  unterschie- 
den; dagegen  zeigt  das  untere  Ende  6  die  S.  334  beschriebene  Schneide; 
dieselbe  wird  durch  die  Flachen  1  6  und  4  6  gebildet ;  an  ihren  End- 
punkten liegen  die  übrigen  vier  geneigten  kleineren  Flachen  dieses 
Endes. 

Die  Kanten  dieses  Krystalles  sind  nicht  scharf  erhalten ;  doch  lasst 
sich  auf  der  Kante  (6.  1  a)  deutlich  die  sogenannte  Rhombenflache  er- 
kennen. An  der  Ecke  (6.  1.16),  also  dem  unteren  Endpunkte  der 
Kante  (6.  1)  zeigen  sich  wiederholte  Ansätze  eines  trigonalen  Trape- 
zoeders,  besonders  durch  Streifungen  parallel  der  Combinalionskante 
der  Flache  6  6  mit  einer  an  dieser  Ecke  auftretenden  Rhombenflache 
(wenn  solche  vorhanden  wäre)  erkennbar.  Das  bezeichnete  Trape- 
zoeder  würde  also  nach  G.  Rose's  Bezeichnung  ein  rechtes  Trape- 
zoeder  zweiter  Ordnung  sein.  Zwischen  3  und  3  6  liegt  die  Flache 
eines  spitzeren  Rhotnboeders  zweiter  Ordnung. 

Da  nach  G.  Rose  die  Flächen  des  rechten  Trapezoeders  zweiter 
Ordnung  mit  den  Flächen  des  linken  Trapezoeders  erster  Ordnung 
gleichzeitig  auftreten,  so  deuten  sie  ebenso  wie  die  Lage  der  Rhomben- 
fläche darauf  hin ,  dass  wir  diesen  Krystall ,  seine  Einfachheit  voraus- 
gesetzt, als  einen  sogenannten  linken  zu  betrachten  haben. 

Der  Krystall  war  ursprünglich,  wie  auch  die  Abbildung  in 
Poggendorff's  Annalen  Bd.  50  Tafel  I  Fig.  10  zeigt,  ringsum  voll- 
ständig ausgebildet;  durch  eine  sehr  starke  Erhitzung  bei  den  frü- 
heren Untersuchungen,  wobei  der  Krystall  blos  mit  einer  seiner 
Flächen  auf  einer  Metallplatte  lag,  war  an  der  Ecke  (4.  4  6.  5) 
ein  Stück  abgesprungen,  wie  dies  in  der  dieser  Abhandlung  beige- 
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fügten  Abbildung  auf  Tafel  II  Fig.  25  durch  punktirte  Linien  ange- 
deutet ist. 

Die  Prisnienflächen  1 ,  3  und  5  erscheinen  starker  glänzend  als  die 
zwischen  ihnen  liegenden  2,  4  und  6;  sonach  sind  also  bei  diesem 
Krystalle,  ebenso  wie  dies  G.  Rose  bei  den  Jarischauer  Krystallen,  wo 
aber  nur  ein  Ende  ausgebildet  war,  angegeben  hat  (s.  oben  S.  336)  am 
oberen  Ende  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  auf  die  glänzenderen 
Prismenflächen  aufgesetzt. 

Um  die  verschiedenen  Stellen  der  Prismenflächen  kurz  bezeichnen 
zu  können ,  wollen  wir  jede  dieser  Flächen  zunächst  als  vollständiges 
Rechteck  betrachten ;  die  vier  Ecken ,  sowie  die  Mitte  der  Fläche  und 
die  Mitten  der  vier  Seiten  sollen  dann  in  der  Fig.  2  Taf.  I  angedeu- 
teten Weise  mit  den  Buchslaben  a  bis  t  bezeichnet  werden.  Treten 
Abstumpfungen  der  Ecken  ein,  so  mögen  die  genannten  Buchstaben 
ftlr  die  möglichst  analogen  Punkte,  wie  in  der  regelmässigen  Figur,*) 
gelten. 

Da,  wie  erwähnt,  die  Polaritäten  bei  der  Erwärmung  gerade  die 
entgegengesetzten  als  bei  der  Abkühlung  sind,  so  genügt  es,  wenn  im 
Nachfolgenden  stets  nur  die  während  der  Abkühlung  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  angeführt  werden. 

Prismenfläche  1. 

Als  das  in  der  Eisenfeile  stehende  Thermometer  auf  1 28°  gestie- 
gen war,  wurde  die  Lampe  ausgelöscht,  und  der  Kryslall  der  Abkühlung 
Uberlassen;  die  Beobachtung  begann,  als  das  Thermometer  bis  70°  ge- 
sunken war. 

e  -  4,4  (70°) **);  d  +  0,6;  e  -  2,0  (60°);  f-  1,0;  a  +  0,7; 
6  —  2,0  ;  c  —  3,0 ;  Mitte  zwischen  e  und  c  —  5,0 ;  Mitte  zwischen  e  und 
t  —  3,0;  g  2,4;  h  —  3,0;  t  —  4,0;  d  +  3,5 ;  e—  4,0;  Mitte  zwi- 
schen e  und  f  —  5,0  (32°);  f  —  3,0;  Mitte  zwischen  e  und  c  —  9,3; 


*)  Ein  Tbeil  der  Messungen  ist  Taf.  II  Fig.  86  in  das  Kelz  dieses  Krystalles  ein- 
getragen worden ;  die  Zeichen  -l-  und  —  geben  auf  den  Flächen  den  Ort  an,  wo  die 
Messungen  ausgeführt  wurden ,  und  gewähren  durch  ihre  Vergleichung  mit  den  oben 
im  Texte  namhaft  gemachten  ein  Mittel  die  mit  a  bis  t  bezeichneten  Punkte  mit  Be- 
stimmtheit aufzufinden. 

**)  Die  durch  die  Klammern  (  )  eingeschlossenen  Zahlen  bedeuten  den  bei  der 
betreffenden  Beobachtung  abgelesenen  Stand  des  Thermometers. 
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a  +  1,4;  6-3,0;  c-5,5;  t-  1,4  (28°);  A  -  4.0 ;  g  +  4,5 ;  d  +  4,0 ; 
e— 5,0;  Mitte  zwischen  c  und  e  —  9,0.*) 

Die  kleinere  linke  Hälfte  der  Fläche  ist  also  (stets  beim  Abkühlen 
verstanden)  positiv,  die  grössere  rechte  negativ;  die  grösste  negative 
Spannung**)  öndet  sich  ungefähr  in  der  Mitte  zwischen  e  und  c. 

Prismenflache  2. 

Krystall  zuvor  bis  1 20°  erhitzt. 
e  +  2,0  (85°);  d  0,9;  a  +  1,8;  b  +  2,7 ;  c  +  2,0;  f  2,0; 
i  +  0,7;  Ä-f-1.5;  0  +  1,7;  d  +  2,8;  e  +  7.2  (48°) ;  a  +  4,7 ;  6  -|-  6,2 ; 
c  +  5,7;  /"  +  4,0;  i  +  1,0;  h  +  2,5;  £  +  2,4;  d  +  3,0;  e  +  11,2; 
(35°);  a  +  4,6;  6+8,5;  c  +  6,0;  /"-h  6,0;  i  +  0,9;  h  +  2,7;  g  + 
2,6;  d  +  3,0;  e  +  11,0;  Mitte  zwischen  e  und  f  +  7,8 ;  /"  -+-  4,0; 
Mitte  zwischen  e  und  6  12,0  (24°). 

Die  ganze  Flache  zeigt  also  positive  Elektricitat;  die  höchste  posi- 
tive Spannung  liegt  zwischen  e  und  b  ungefähr  in  der  Mitte. 

Prismenflache  3. 

Krystall  zuvor  bis  1 36°  erhitzt. 
e__0,4(77°);  d  +  0,7  (70°);  a  -  0,3;  b  -  1,0;  c  -  1,0;  f-  1.0; 
,_0,7;A  +  1,0;  £  +  2,0;  e  +  1,4  (48°;;  d+2,6;  a  +  1,0;  6  -  2,2; 
c  -  2,9;  f- 3,0;  i  — 1,2;  A  +  2,0;  g  +  2.6;  e  +  3,0  (36°);  d+4,5; 
a  +  M  ;  6  _  3,7;  c  -  3,1  ;  f-  4,6;  i  -  0,7;  A  +  2,4;  9+3,0; 


*)  Zur  Beurtbeilung  der  Stärke  der  elektrischen  Erregung  des  Bergkrystalles 
wird  folgende  Angabe  dienen  können. 

Auf  den  kleinen  Ofen  b  wurde  eine  eben  abgeschliffene  KupferplaUe  von  95mro 
Durchmesser  isolirt  gelegt,  und  dieselbe  mit  dem  einen  Pole  einer  aus  48  Elementen 
Zink-Kupfer- Wasser  gebildeten  SHule  verbunden,  während  der  andere  Pol  dieser 
Säule  zur  Erde  abgeleitet  war ;  die  Metalle  hatten  bereits  vier  Wochen  in  Wasser  ge- 
standen. Als  der  Mitte  dieser  Platte  die  Platinspitze  ebenso  wie  der  KrystallflSche  in 
der  obigen  Versuchsreihe  genähert  wurde ,  entstand  im  Elektrometer ,  dessen  Em- 
pfindlichkeit oben  S.  343  angegeben  wurde,  ein  Ausschlag  von  4  Skth. ;  der  Hub  des 
Platindrahles  betrug  dabei  ungefähr  I V»  Linien.  Wurde  die  Hubhöhe  des  Platindrahtes 
auf  4  bis  5  Linien  vergrössert,  so  stieg  der  Ausschlag  bereits  über  7  Skth. 

**)  Wie  viel  die  Spannung  in  c  durch  den  Umstand ,  dass  sie  in  unmittelbarer 
Nähe  einer  Ecke  gemessen  z.  B.  gegen  die  in  e  auf  der  Mitte  der  Fläche  beobachtete 
verringert  wird,  lässt  sich  uichl  wohl  angeben. 
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e  nach  anfänglicher  Bewegung  im  negativen  Sinne*)  +  4,0;  zwischen 
e  und  f  nahe  bei  f  —  5,3. 

Die  linke  Hälfte  dieser  Flache  ist  sonach  positiv,  die  rechte  ne- 
gativ; die  grösste  Intensität  der  negativen  Spannung  liegt  ungefähr  in 
der  Mitte  zwischen  e  und  c. 

Prismenfläche  4. 

Krystall  zuvor  bis  120°  erhitzt. 
e  0,0  (85°);  d  0,0;  o  0,0;  6  +  1,0;  c  +  2,0;  f  1,8;  $  -|-  3,0; 
Ä  2,0 ;  g  —  1 ,4 ;  d  —  2,0;  e  ■+•  5,0  (50°);  a  (durch  anfängliches  + 
zu)  —  1,2;  b  +  1,5;  c  +  5,5;  /  -I-  5,0;  t  •+■  5,0;  An- 4,0;  p  —  2,2; 
d  —  3,2;  e  +  8,5  (36°),  o  (durch  zu)  —  2,5;  6  +  2,0;  c  7,0; 
/•+  6,0;  »  ■+-  6,0;  h  +  5,0;  p  —  2,3;  d  —  4,0;  e  +  8,2  (28*); 
Mitte  zwischen  e  und  /*  13,0  (27°). 

Hiernach  ist  beim  Erkalten  eine  Zone  in  der  Nähe  des  linken  Ran- 
des der  Fläche  4  negativ,  während  ihre  Mitte  und  rechte  Seite  positiv 
erscheinen.  Das  Maximum  der  positiven  Elektricität  liegt  von  der  Mitte 
nach  rechts  hin,  wahrscheinlich,  wie  so  oft,  etwas  nach  oben. 

Prismen  fläche  5. 

Krystall  zuvor  erhitzt  bis  120°. 
e  —  2,0  (70°);  d  (durch  —  zu)  +  0,2;  a  —  0,2;**)  b  —  3,0;  c  —  5,0; 

3,5;  *  —  2,2;  h  —  2,2;  e  —  4,0  (48 ») ;  d  (durch  —  zu)  -|-  1.0; 
a  (durch  —  zu)  -t-  0,4 ;  b  —  5,0;  c  —  8,8;  Mitte  zwischen  e  und  c  — 
'  8,0;        6,0;  %  —  3,3;  h  —  2,5;  e  —  4,5  (33°);  d  (durch  —  zu)  + 
1,0 ;  a  (durch  —  zu)  +  0,4 ;  zwischen  e  und  c,  jedoch  näher  an  c,  — 
10,5;  c  —  9,3  (28°). 

Während  die  linke  Seite  der  Fläche  5  schwach  positiv  ist,  er- 
scheint die  Mitte  und  rechte  Seite  stark  negativ.  Das  Maximum  der 
negativen  Spannung  liegt  in  der  Nähe  von  c. 


*)  Diese  anfängliche  Bewegung  des  Goldblättchens  nach  der  negativen  Seite 
entsteht  durch  die  Vertheilungswirkung  der  bei  /  befindlichen  starken  negativen 
Bleklricität. 

**)  Dieser  schwache,  negative  Ausschlag  ist  wohl  nur  eine  Folge  der  rechts  he- 
genden stark  negativen  Flächenstücke. 
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Prismen  fläche  6. 

Krystall  zuvor  erhitzt  bis  1  24°. 
e  0,0(70ON;  e  +  0,5  (60°);  d  —  0.8;  a  —  1,5;  b  +  1,2;  c  +  2,5; 
an  der  Kante  zwischen  c  und  f  +  2,2;  f  +  3,0;  •  «+■  2,0;  h  ■+■  2,0; 
g  —  4,2; e  8,0  (44°);  d  (durch  -+-  zu)  —  3,0;  o  —  5,0;  fr  +  2,5; 
c-i-6,6;  zwischen  c und  /"-hö.ö;  /*h-6,2;  t  -|-  4,0;  A  -f-  3,6;  9 (durch 
-I-  zu)  —  1,0;  d  (durch  +  zu)  —  3,2;  a  —  5,5;  e  ■+•  10,5;  Mitte 
zwischen  e  und  c  -h  11,5  (28°). 

Der  links  liegende  Theil  der  Flache  6  ist  hiernach  ziemlich  stark 
negativ,  namentlich  in  seinem  oberen  Theile,  wahrend  die  Mitte  und 
die  rechte  Seile  sich  stark  positiv  zeigen.  Das  Maximum  der  positiven 
Spannung  liegt  ungefähr  in  der  Mitte  von  c  nach  c. 

Die  vorstehend  ausführlich  mitgelheilten  Versuchsreihen  werden 
ausreichen ,  um  das  angewandte  Verfahren ,  sowie  die  Bedeutung  der 
aufgezeichneten  Ausschlage  des  Goldblättchens  im  Elektrometer  in  kla- 
res Licht  zu  Selzen.  Dagegen  dürfte  eine  Mittheilung  in  vorstehender 
Form  jeder  Uebersichtlichkeit  entbehren.  Um  diese  Uebersichtlichkeit 
der  Resultate,  auf  die  es  vor  Allem  ankommt,  zu  erreichen,  habe  ich 
daher  im  Folgenden  eine  andere  Art  der  Darstellung  gewählt.  Ich 
habe  die  Prismenflächen,  jede  mit  den  ihr  zugehörigen  Pyramiden- 
flachen neben  einander  gezeichnet,  und  in  dieses  Netz  an  den  betreffen- 
den Punkten  die  beobachteten  Eleklriciläten  eingetragen,  wie  dies  für 
den  Krystall  Nr.  XII  Fig.  26  Tafel  II  zeigt ;  ausserdem  sind  durch  grün- 
liche Farbe  die  beim  Erkalten  negativen,  und  durch  rölhliche  Farbe  die 
beim  Erkalten  positiven  Zonen  leicht  keuntlich  gemacht  worden.  Damit 
dies  jedoch  mit  gehöriger  Deutlichkeit  geschehen  konnte ,  bin  ich  öfter 
gezwungen  gewesen,  die  Dimensionen  der  Krystalle  zu  verdoppeln  oder 
gar  zu  vervier-  oder  zu  verachtfachen,  was  durch  f  oder  f  oder  f  neben 
den  Zeichnungen  angegeben  ist. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  war  der  Krystall  nur  bis  un- 
gefähr 1 30°  des  Thermometers  erhitzt  worden ;  was  zur  Folge  hatte, 
dass  wegen  der  schlechten  Warmeleitungsfähigkeit ,  die  erst  spat  eine 
Abkühlung  in  der  gesammlen  Masse  eintreten  liess,  bei  noch  etwas 
höheren  Temperaturen  (70°,  60°)  nur  schwache  Elektricitaten  auftraten, 
und  erst  nach  und  nach  an  den  einzelnen  Punkten  ein  Maximum  er- 
reicht wurde.  Um  diesen  Uebelstand  möglichst  zu  beseitigen,  sind  bei 
den  folgenden  Versuchen,  wenn  nicht  besondere  Bemerkungen  beige- 

AUmJI.  d.  K.  S.  fcwllwfc,  d.  WiMMrtch.  XIII.  *3 
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fügt,  die  Temperaturen  des  neben  dem  Krystall  in  der  Eisenfeile  stehen- 
den Thermometers  bis  200°  und  selbst  darüber  gesteigert,  und  erst  die 
bei  der  Erkaltung  bis  unter  30  9  (gewöhnlich  von  30—22°),  wo  keine 
erhebliche  Zunahme  in  den  Intensitäten  mehr  stattfand,  beobachteten 
Ausschlage  in  die  Zeichnungen  eingetragen  worden. 

Ich  erwähne  nochmals ,  dass  ich  die  reinen  Beobachtungsdata  ein- 
getragen habe ;  eine  Messung  an  einer  Kante  oder  gar  an  einer  Ecke 
wird  also  eine  etwas  mindere  Starke  zeigen ,  als  eine  Messung  auf  der 
Mitte  oder  Uberhaupt  auf  einer  von  der  Kante  entfernten  Stelle  der 
Flache.  Auch  erinnere  ich  daran,  dass  die  Hubhöhen  des  Hebels,  wenn 
auch  nahe,  doch  nicht  in  allen  Fällen  absolut  gleich  waren,  und  dass 
bei  jeder  Beobachtung  nicht  nur  die  genau  unterhalb  der  Spitze  des 
Platindrahtes  liegenden  Punkte,  sondern  auch  in  einem  gewissen  Grade 
die  diesen  benachbarten  Flächenstücke  von  Einfluss  gewesen  sind. 

VIII.   Resultate  meiner  früheren  Untersuchungen. 

In  der  Eingangs  dieser  Abhandlung  gegebenen  historischen  Ueber- 
sicht  Uber  die  früheren  Arbeiten  in  Betreff  des  thermoelektrischon  Verhal- 
tens des  Bergkrystalles  habe  ich  (S.  324)  absichtlich  die  von  mir  bereits 
vor  26  Jahren  über  diesen  Gegenstand  veröffentlichten  Beobachtungen 
übergangen ,  um  sie  der  Mittheilung  meiner  im  Laufe  der  letzten  Jahre 
gemachten  Untersuchungen  unmittelbar  vorangehen  zu  lassen.  Die 
Resultate  meiner  früheren  Beobachtungen  sind  in  der  Kürze  die  fol- 
genden. 

Im  Allgemeinen  zeigte  der  Bergkrystall #)  drei  elektrische  Axen, 
dergestalt,  dass  die  Prismenflachen  abwechselnd  positiv  und  negativ 
erschienen,  und  zwar  waren  ebenso  wie  bei  den  übrigen  thermoelektri- 
schen  Krystallen  die  Polaritäten  beim  Erwärmen  gerade  die  umgekehr- 
ten von  den  beim  Erkalten  auftretenden.  Jedoch  lagen  die  elektrischen 
Pole  (die  Orte  der  stärksten  Spannung)  nicht  in  der  Mitte  jener  Flächen, 
sondern  waren  nach  den  Seiten  hin  verschoben.  Ausserdem  fand  sich 
die  Stärke  der  einzelnen  Pole  sehr  verschieden,  und  es  kamen  Fälle 
vor,  wo  ein  oder  zwei  Pole  durch  die  benachbarten  unterdrückt  wur- 
den, und  sich  nur  noch  dadurch  kund  gaben,  dass  die  entgegengesetzte 

■j  Vo&.  Aniial.  Bi.  50.  s.606. 
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Elektricitat  an  dieser  Stelle  schwacher  auftrat,  als  auf  den  benachbarten 
Flachen. 

Bei  einzelnen  Krystallen  boten  die  Enden  der  Hauptaxe  allerdings 
verschiedene  Elektricitaten  dar ;  jedoch  habe  ich  daraus  nicht  mit  Be- 
stimmtheit auf  eine  mit  der  krystallographischen  parallele  elektrische 
Axe  zu  schliessen  gewagt. 

Die  Hervorrufung  der  Thermoelektricitat  im  Bergkrystall  erforderte 
nur  massige  Erhitzung. 

Im  Nachfolgenden  werde  ich  den  Beweis  liefern,*)  dass  die  von  mir 
früher  gemachten  Beobachtungen  trotz  der  unvollkommenen  Apparate, 
welche  damals  zu  ihrer  Ausführung  dienten ,  sich  bei  der  neuen  Unter- 
suchung vollkommen  bestätigt  haben.  Dagegen  reichte  das  früher  an 
Krystallen  mir  zu  Gebote  stehende  Material  nicht  aus,  die  speciellen 
Beziehungen  zwischen  der  Form  und  der  elektrischen  Vertheilung  auch 
nur  einigermassen  festzustellen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  forderte 
erneute  Prüfungen ,  und  ich  freue  mich  aussprechen  zu  können ,  dass, 
wie  das  Folgende  zeigen  wird ,  dieselbe  mir  in  vollständigster  Weise 
gelungen  ist. 

IX.  Zusammenstellung  der  neuen  Beobachtungen.**) 

Sowohl  in  der  äusseren  Form  als  auch  im  Verhalten  gegen  das 
polarisirte  Licht  findet,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  zwischen  ver- 
schiedenen Bcrgkrystallen  ein  Gegensatz  von  rechts  und  links  statt; 
wir  dürfen  wohl  erwarten,  dass  ein  solcher  auch  in  elektrischer  Bezie- 
hung auftreten  wird ,  und  betrachten  deshalb  die  sogenannten  rechten 
und  linken  Krystalle  besonders. 

Die  untersuchten  Krystalle  sind  sammllich  in  zwei  Projectioneo 


*)  Für  den  in  meinen  früheren  Untersuchungen  (Pogg.  Annal.  Bd.  50  S.  606) 
mit  Nr.  I  und  in  vorliegender  Abhandlung  mit  Nr.  XII  bezeichneten  KrysUill  folgt 
dieser  Beweis  schon  aus  einer  Vergleichung  der  zuvor  mitgelheilten  speciellen  Ver- 
suchsreihen mit  jenen  früheren  Beobachtungen ;  die  Ermöglichung  einer  solchen  Ver- 
gleichung bestimmte  mich,  die  speciellen  Beobachtungsdata  gerade  von  diesem  Kry- 
stalle zu  geben. 

**)  Ausser  den  im  Folgenden  beschriebenen  Krystallen  sind  noch  viel«  andere 
auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft  worden ;  bei  der  Auswahl  für  die  Nittheiiung 
hat  mich  besonders  das  Streben  geleitet ,  möglichst  viele  Variationen  in  der  elektri- 
schen Vertheilung  zur  Anschauung  zu  bringen. 
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und  ausserdem  in  ihren  Netzen  auf  den  beifolgenden  Tafeln  abgebildet. 
Die  beiden  orthographischen  Projectionen  sind  stets,  wie  schon  oben 
S.  349  angegeben,  so  gewählt,  dass  bei  der  einen  die  äussere  Normale 
auf  der  Prismenfläche  1 ,  bei  der  anderen  die  äussere  Normale  auf  der 
Flüche  4  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  nach  oben  hin  senkrecht  steht. 

Um  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  sich  selbst  in  völlig  unbe- 
fangener Weise  ein  Urtheil  zu  bilden,  vermeide  ich  in  diesem  Ab- 
schnitte absichtlich  jede  theoretische  Betrachtung  und  gebe  nur  die  Re- 
sultate der  Beobachtung.  Dieselben  beziehen  sich,  wie  oben  S.  354 
bereits  bemerkt,  auf  den  Zustand  der  elektrischen  Vertheilung,  wie 
derselbe  während  des  Erkaltens  der  Krystalle  bei  Temperaturen  zwi- 
schen 30°  bis  20°  R.  sich  darstellt  ;  beim  Erwärmen  ist,  wie  dies  auch 
schon  S.  350  hervorgehoben,  die  elektrische  Vertheilung  gerade  die 
entgegengesetzte. 

A.    Sogenannte  rechte  [in  elektrischer  Beziehung 

linke*)]  Krystalle. 

Krystall  Nr.  I. 

Der  kleine  Krystall  Nr.  I  gehört  zu  den  schönsten  und  vollkom- 
mensten Bergkrystallen ;  er  stammt  wahrscheinlich  aus  der  Marmaros 
und  ist  ein  Geschenk  des  Herrn  G.  Rose,  dem  ich  dafür  zu  ganz  be- 
sonderem Danke  verpflichtet  bin.  Seine  zwei  Projectionen  sind  Fig.  3 
Taf.  I  in  natürlicher  Grösse,  sein  Netz  in  Fig.  4  Taf.  I  in  vierfach 
linearer  Vergrösserung  dargestellt.  Der  Krystall  ist  vollständig  klar, 
und  auf  seinen  Flächen  vollkommen  glatt ;  er  zeigt  ausser  den  Flächen 
des  Prismas  und  der  beiden  Grundrhomboeder  die  sömmtlichen  6  Flü- 
chen  einer  trigonalen  Pyramide  (sogenannten  Rhombenflächen),  und 
zwar  je  zwei  oben  und  unten  auf  den  abwechselnden  Kanten  des  Pris- 
mas. Die  Flächen  des  Hauplrhomboeders  sind  an  ihrer  grösseren  Aus- 
dehnung erkennbar;  unterhalb  derselben  liegen  am  oberen  Ende  die 
Rhombenflächen  rechts,  in  der  Zeichnung  des  Netzes  also  am  oberen 
und  unteren  Ende  der  Prismenkanten  (I.  2),  (3.  4)  und  (5.  6).  Der 
Krystall  gehört  hiernach  zur  Klasse  der  sogenannten  rechten  **;  Berg- 
krystalle. 

*)  Das  Nähere  hierüber  im  X.  Absrhnille. 
*•)  «.  oben  S.  3  40. 
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Wegen  der  Kleinheit  des  Krystalles  konnte  derselbe  bei  der  Unter- 
suchung auf  sein  elektrisches  Verhalten  in  Platinsand  eingehüllt  und 
erhitzt  werden. 

Die  Betrachtung  der  in  das  Netz  Fig.  4  Taf.  I  eingetragenen  Beob- 
achtungen gewährt  einen  leichten  Ueberblick  über  die  Vertheilung  der 
Klektricität  auf  diesem  Krvstalle. 

Wahrend  bei  Krystallen,  welche  mit  einem  Ende  angewachsen 
sind,  oder,  wenn  auch  ringsum  ausgebildet,  doch  an  dem  einen 
Ende  eine  vollkommenere  Ausbildung  zeigen  als  an  dem  anderen,  eine 
Unterscheidung  der  beiden  Enden  nothwendig  wird,  fällt,  wie  bereits 
oben  S.  337  erwähnt,  ein  solcher  Unterschied  hinweg,  wenn  beide 
Enden  eines  Krystalles  mit  gleicher  oder  nahe  gleicher  Vollkommenheit 
und  ftegelraässigkeit  ausgebildet  sind.  Letzteres  ist  in  dem  vorliegen- 
den Krystalle  Nr.  I  angenähert  der  Fall,  wenngleich  sich  nicht  in  Ab- 
rede stellen  lässt,  dass  das  in  der  Zeichnung  als  oberes  abgebildete 
Ende  doch  noch  eine  etwas  grössere  Regelmässigkeit  besitzt  als  das 
untere.  Für  den  Krystall  Nr.  I  muss  es  also  gleichgültig  sein,  welches 
Ende  wir  als  das  obere  und  als  das  untere  betrachten ;  und  dies  ist  in 
der  That  der  Fall,  indem  die  Vertheilung  der  Elektricität  im  Allgemeinen 
dieselbe  bleibt,  wenn  wir  die  Zeichnung  umkehren,  und  das  obere  Ende 
zum  unteren  machen. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen  Ende  (1  a,  3  a  und 
5  a)  erscheinen  auf  ihren  grösseren  linken  Hälften  und  dem  entsprechend 
die  Flächen  desselben  Hauptrhomboeders  am  unteren  Ende  (2  6,  i  6 
und  6  6)  auf  ihren  grösseren  rechten  Hälften  negativ ,  die  rechten  Rän- 
der am  oberen  Ende  und  die  linken  Ränder  am  unteren  Ende  nebst 
den  äussersten  Spitzen  zeigen  sich  dagegen  entweder  positiv  elektrisch 
oder  auch  unelektrisch. 

Die  kleineren  Flächen  des  Gegenrhomboeders  (2  a,  4  a,  6  a,  16,  3  6 
und  5  6)  verhalten  sich  im  Allgemeinen  gerade  entgegengesetzt;  am 
oberen  Ende  ist  die  linke  Seite,  am  unteren  die  rechte  Seite  positiv, 
während  am  oberen  Ende  die  rechte  und  am  unteren  die  linke  Seite  ne- 
gativ oder  unelektrisch  erscheinen. 

Auf  den  Prismenflächen  sind  meistens  beide  Elektricitäten  vorhan- 
den ,  und  dabei  durch  eine  von  rechts  oben  nach  links  unten  gezogene 
Linie  geschieden ;  auf  den  Flächen  1 ,  3  und  5  ist  der  linke  und  obere 
Theil  negativ ,  der  rechte  und  untere  positiv  (auf  i  nur  unelektrisch} : 
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umgekehrt  erscheint  auf  den  Flachen  2,  4  und  6  <ler  linke  und  obere 
Theil  positiv,  der  rechte  und  untere  Theil  negativ. 

Wir  können  die  angegebene  elektrische  Vertheilung  in  folgender 
Weise  zusammenfassen.  Von  jeder  oberen  Fläche  des  Hauptrhomboe- 
ders  zieht  sich  eine  negative  Zone  abwärts  nach  links  zu  der  entspre- 
chenden nächsten  unteren  Fläche  des  Hauptrhomboeders ,  und  ebenso 
geht  eine  positive  Zone  von  jeder  oberen  Fläche  des  Gegenrhomboeders 
in  gleich  schiefer  Richtung  abwärts  zu  der  entsprechenden  nächsten 
unteren  Fläche  des  Gegenrhomboeders. 

Es  wurde  oben  bemerkt,  dass  die  Kanten  (1.  2),  (3.  4)  und  (5.  6) 
an  ihren  oberen  und  unteren  Enden  die  Rhombenflächen  tragen.  Wären 
diese  Flächen,  wie  es  häußg  vorkommt,  gestreift,  so  würden  die  Strei- 
fungen parallel  den  Combinalionskanten  dieser  Flächen  mit  den  Flächen 
des  Hauptrhomboeders  gehen,  also  im  Allgemeinen  die  Richtung  der  zu- 
vor bezeichneten  elektrischen  Zonen  haben.  Zugleich  sehen  wir,  dass  die 
positiven  Zonen  stets  diejenigen  Kanten  enthalten  oder  kreuzen,  welche 
an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Rhombenflächen  tragen. 

Ein  Blick  auf  die  Zeichnung  lehrt ,  dass  die  Ausdehnungen  der 
verschiedenen  Zonen,  so  wie  die  innerhalb  derselben  beobachteten  In- 
tensitäten der  Elektricität  nicht  gleich  sind;  eine  Folge  der  nicht  in 
allen  Theilcn  des  Krystailcs  absolut  gleichartigen  oder  gleichmassigen 
Bildung,  die  sich  ja  auch  in  der  nicht  vollkommenen  Regelmässigkeit 
der  äusseren  Begrenzungen  ausspricht. 

Man  könnte  vielleicht  versucht  sein,  diese  Verschiedenheit  einer 
etwas  verschiedenen  Einhüllung  oder  einer  etwas  abweichenden  Er- 
wärmung und  Abkühlung  zuzuschreiben.  Die  Beobachtung  lehrt  aller- 
dings, wie  dies  auch  schon  früher  (S.  348)  angedeutet  ,  dass  die  Art 
der  Einhüllung  eines  Krystalles  in  einen  Leiter  für  die  an  einer  Stelle 
der  freigelassenen  Oberfläche  zu  beobachtende  Elektricität  nicht  völlig 
gleichgültig  ist;  indess  finden  die  obigen  Unterschiede  dadurch  nicht 
ihre  Erklärung :  ich  erwähne  z.  B.,  dass  als  der  Krystall  Nr.  I  bis  auf 
die  Kante  (1 .  2)  und  die  unmittelbar  ihr  anliegenden  Theile  der  Flächen 
i  und  2  in  Platinsand  gehüllt  war,  auf  dem  unteren  Theile  der  frei- 
stehenden Kante  (4.  2)  ebensowenig  positive  Elektricität  gefunden  wer- 
den konnte,  als  eine  solche  bei  den  in  die  Zeichnung  eingetragenen 
Beobachtungen,  wo  der  Krystall  bis  auf  die  Prismenfläche  i  in  Platin- 
saml  eingehüllt  war,  wahrgenommen  wurde. 
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Schliesslich  halte  ich  es  nicht  für  überflüssig,  speciell  hervorzu- 
heben ,  dass  die  1 8  Beobachtungsreihen ,  welche  in  das  Netz  des  Kry- 
stalles  Nr.  I  Fig.  4  eingetragen  sind,  streng  genommen  nicht  völlig  ver- 
gleichbar sind,  weil  die  Eleklricität  auf  jeder  Flüche  unter  anderen 
Umständen  beobachtet  worden,  indem  bei  den  einzelnen  Versuchsreihen 
stets  andere  und  andere  Flachen  in  den  Platinsand  gehüllt  und  abge- 
leitet waren.  Indess  scheint  dieser  Umstand  gerade  beim  Bergkrystall 
die  Vergleichung  der  Beobachtungen  auf  den  benachbarten  Flächen 
wenig  zu  stören;  denn  die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  auf  benachbarten 
Punkten  zweier  an  einander  stossenden  Flächen  gemachten  Beobachtun- 
gen sehr  wohl  zu  einander  stimmen,  obwohl  bei  der  Beobachtung  der 
einen  Flache  mittelst  des  Platinsandes  oder  der  Eisenfeile  andere  Stellen 
zur  Erde  abgeleitet  waren  als  bei  der  Untersuchung  der  zweiten  be- 
nachbarten Flache.  Vielleicht  haben  wir  gerade  in  der  eigenthümlichen 
Vertheilung  der  Eleklricität  am  Bergkrystalle  den  Grund  zu  suchen, 
dass  das  von  mir  meist  angewandte  Verfahren  (den  Bergkrystall  bis 
auf  eine  Flache  einzuhüllen)  zu  unter  einander  möglichst  vergleich- 
baren Resultaten  geführt  hat. 

Krystall  Nr.  II. 

Der  sehr  kleine  in  Fig.  5  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  gezeichnete 
Krystall  stammt  aus  New -York;  genauer  vermag  ich  den  Fundort  nicht 
anzugeben.  Fig.  6  stellt  sein  Netz  in  vierfach  linearer  Vergrößerung 
dar.  Er  trägt  fünf  Rhombenflachen :  eine  am  oberen  Ende  der  Kante 
(1.  2),  und  je  zwei  an  den  oberen  und  unteren  Endpunkten  der  Kanten 
(3.  4)  und  (5.  6);  gehört  also,  wenn  wir  die  Flächen  des  Hauptrhom- 
boeders  durch  ihre  grössere  Ausdehnung  bestimmen,  zu  den  sogenann- 
ten rechten  Krystallen. 

Mit  dieser  Annahme  stimmt  auch  die  elektrische  Vertheilung  über- 
cin,  die  bis  auf  die  negative  Zone ,  die  auf  2  unten  rechts  und  auf  3 
oben  links  auftreten  sollte,  regelmässig  ist.  Wahrend  auf  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  Nr.  I  die  positive  Zone  unten  auf  1  durch  die  nega- 
tive Elektricität  verdrängt  war,  ist  jetzt  umgekehrt  die  zuvor  bezeich- 
nete negative  Zone  auf  (2.  3)  durch  die  positive  Elektricität  verdrängt, 
und  erscheint  erst  weder  auf  den  in  ihrer  Richtung  liegenden  Haupt- 
rhomhoederfläcben  3d  und  2  6,  die  behufs  dieser  Nachweisung  einer 
speciellen  Prüfung  unterworfen  wurden;  der  Einfluss  der  negativen 
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Elektricität  gihl  sich  in  der  Nähe  der  Kante  (2.  3)  nur  durch  eine  Schwä- 
chung der  positiven  kund. 

Es  ist  mir  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese  Unregelmässigkeit 
in  der  elektrischen  Yerthcilung  mit  den  Unregelmässigkeiten  der  äusse- 
ren Form  zusammenhängt ;  denn  während  die  Fläche  2  6  des  Haupt- 
rhomboeders  verkümmert  ist,  haben  sich  die  Flächen  des  Gegenrhoin- 
boeders  16,  2  a  und  3  6  über  die  Grösse,  wie  sie  3  a,  5  6  und  6  a  zei- 
gen, ausgedehnt. 

Der  Krystall  wurde  im  Plalinsande  erhitzt. 

Krystall  Nr.  III. 

Diesen  ausgezeichnet  schönen  Krystall  aus  New- York  verdanke  ich 
ebenso  wie  den  Krystall  Nr.  I  der  Güte  des  Herrn  G.  Rose;  Fig.  7 
Taf.  I  stellt  den  Krystall  in  natürlicher  Grösse ,  Fig.  8  sein  Netz  in  dop- 
pellen Lineardimensionen  dar.  Er  trägt  ebenso  wie  Nr.  I  sämmtliche 
sechs  Rhombenflächen  in  normaler  Lage,  d.  h.  auf  den  abwechselnden 
Kanten  (I.  2),  (3.  4)  und  (5.  6);  doch  ist  der  Krystall  in  seinem  Inneren 
wahrscheinlich  nicht  einfach.  Als  er  zum  ersten  Male  erhitzt  wurde, 
und  das  neben  ihm  in  der  Eisenfeile  stehende  Thermometer  105°  zeigte, 
sprang  zu  meinem  grössten  Bedauern  aus  der  seitwärts  gelegenen 
Fläche  5  ein  Stück  mit  einer  kleinen  Explosion  heraus.  Die  beiden 
Bruchstücke  zeigen  an  einer  Stelle  Krystallflächen ,  deren  Lage  nicht 
mit  den  äusseren  Begrenzungen  des  Krystalles  Ubereinzustimmen 
scheint.  Entweder  die  ungleiche  Ausdehnung  oder  ein  kleines  mit 
Flüssigkeit  gefülltes  Bläschen  hat  durch  seine  Spannung  die  Zerspren- 
gung  verursacht. 

Die  Elektricität  dieses  Krystalles  ist  nur  schwach;  denn  trotz  seiner 
grossen  Klarheit  und  nicht  unbeträchtlichen  Grösse  zeigte  er  nirgends 
eine  so  starke  elektrische  Erregung  als  der  kleine  Krystall  Nr.  I;  es 
dürfte  dieser  Umstand  wohl  auf  eine  Zusammensetzung  aus  verschieden 
gelagerten  Schichten  hinweisen. 

Um  den  Krystall,  der  zur  sicheren  Bestimmung  der  Elektricität 
stark  erhitzt  werden  musste,  damit  die  Abkühlung  in  seiner  ganzen 
Masse  möglichst  gleichförmig  wurde,  zu  schonen,  habe  ich  nur  die 
Prismenflächen  untersucht;  übrigens  lässt  sich  die  elektrische  Verlhei- 
lung auf  den  Rhomboederflüchen  nach  den  Beobachtungen  auf  dem 
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Krystall  Nr.  I  und  nach  den  später  mitzutheilenden  Versuchen  voraus- 
sehen. 

Die  Vertheilung  der  elektrischen  Zonen,  wie  sie  Fig.  8  zeigt, 
stimmt  mit  der  oben  S.  357  angegebenen  Uberein;  eine  Unregelmässig- 
keit tritt  nur  darin  hervor,  dass  die  positive  Eleklricität  der  Zone  (1.  2) 
die  negative  Zone  (6.  1),  die  nicht  blos  unten  rechts  auf  6,  sondern 
auch  oben  links  auf  1  erscheinen  sollte ,  von  letzterer  Fläche  ganz  ver- 
drängt hat. 

Ich  muss  auch  hier  wieder  auf  einen  möglichen  Zusammenhang 
dieser  Unregelmässigkeit  mit  der  äussern  Form  aufmerksam  machen: 
wahrend  alle  übrigen  Flächen  des  Gegenrhomboeders  beträchtlich  klei- 
ner sind  als  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders,  ist  allein  die  Flache  \  b 
des  Gegenrhomboeders  sogar  grösser  als  einige  der  Flächen  des  Haupt- 
rhomboeders, so  dass  also  auch  bei  diesem  Krystalle  ebenso  wie  bei 
dem  vorhergehenden ,  die  Unregelmässigkeit  in  der  äusseren  Forin  mit 
einer  Unregelmässigkeit  in  der  elektrischen  Vertheilung  zusammentrifft : 
eine  grössere  Ausdehnung  und  eine  Verstärkung  der  positiven  Zone 
scheint  mit  einer  grössern  Ausbildung  der  Flächen  des  Gegenrhomboe- 
ders verbunden  zu  sein. 

Krystall  Nr.  IV. 

Den  Fundort  des  Fig.  9  und  10,  Taf.  I  abgebildeten  Krystalles 
Nr.  IV  vermag  ich  nicht  genau  anzugeben;  es  ist  mir  nicht  unwahr- 
scheinlich, dass  er  gleich  mehreren  der  später  zu  beschreibenden  Kry- 
stalle aus  Striegau  in  Schlesien  stammt.  Derselbe  ist  nur  am  oberen 
Ende  ausgebildet;  mit  dem  unteren  war  er  aufgewachsen.  Am  oberen 
freien  Ende  trägt  die  Kante  (1.  2)  eine  Rhombenfläche,  deren  Strei- 
fung ihrer  Combinationskante  mit  1  a  parallel  geht ;  eine  etwas  kleinere 
zweite  Rhombenfläche  findet  sich  oberhalb  der  Kante  (3.  4).  Ob  ober- 
halb der  Kante  (5.  6)  eine  dritte  gelegen ,  lässt  sich ,  da  der  Krystall 
hier  etwas  abgerieben  ist ,  nicht  mit  Sicherheit  erkennen.  Der  Krystall 
ist  durch  seine  Form  vollständig  als  ein  sogenannter  rechter  charak- 
terisirt. 

Die  Prismenfläche  5  zeigt  darin  eine  mangelhafte  Ausbildung,  dass 
ein  Theil  derselben  rechts  der  Diagonale  vom  oberen  rechten  nach  dem 
untern  linken  Eckpunkte  hin  eingedrückt  ist;  der  Krystall  scheint  bei  der 
Bildung  mit  der  bezeichneten  Stelle  angelegen  zu  haben.  Die  elektrische 
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Vertheilung  ist  jedoch  durch  diesen  Umstand  nicht  gestört  worden.  Das 
untere  Ende  ist  völlig  trübe  und  in  gemeinen-Quarz  übergehend. 

Nach  den  dargelegten  Vertheilungen  an  vollständigen  Krystailen 
mit  nur  kurzen  Prismenflachen  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  sich  im  Vor- 
aus eine  Vorstellung  über  die  elektrische  Vertheilung  auf  Bergkrystallcn 
zu  machen,  die  nur  an  einem  Ende  ausgebildet  und  mit  lang  gestreckten 
Prismenflachen  versehen  sind. 

Die  drei  Flachen  des  Hauptrhomboeders  werden  bei  einem  soge- 
nannten rechten  Bergkrystalle  in  ihrer  grösseren  linken  Halde  negativ, 
am  rechten  Rande  und  an  der  Spitze  positiv  erscheinen.  Umgekehrt 
wird  die  Vertheilung  auf  den  Flächen  des  Gegenrhomboeders  sein.  Auf 
den  Prismen  flachen  werden  die  Begrenzungen  der  Zonen  nicht  mehr 
so  schief  liegen  können,  wie  auf  den  kurzen  Krystailen  mit  vollständiger 
Ausbildung  beider  Enden ;  doch  wird  von  jeder  Hauptrhomboederfläche 
eine  negative  und  von  jeder  Gegenrhomboederflache  eine  positive  Zone 
in  mehr  oder  weniger  schiefer  Lage  von  rechts  oben  nach  links  unten 
herabgehen  müssen. 

Mit  diesen  Angaben  stimmen  die  Beobachtungen  auf  den  Haupt- 
rhomboederflachen ,  auf  der  Flache  2  a  des  Gegenrhomboeders  und  auf 
den  Prismenflächen  vollständig  überein.  Auf  den  beiden  kleineren 
Flächen  des  Gegenrhomboeders  4  a  und  6  a  hat  die  positive  Elektri- 
cität  am  unteren  linken  Rande  nicht  hervorzutreten  vermocht ;  an  ihrer 
Stelle  erscheint  Null,  oder  eine  gegen  die  umliegenden  Theilo  sehr  ge- 
schwächte negative  Elektricität. 

Während  die  elektrische  Polarität  am  oberen  Ende  und  in  der 
Mitte  des  Krystalles  sehr  stark  ist,  nimmt  sie  gegen  das  untere  Ende 
hin,  wo  der  Krystall  trübe  wird,  schnell  ab,  und  ist  am  unteren  Ende 
selbst,  wo  der  Krystall,  wie  schon  angeführt,  in  gemeinen  Quarz  über- 
geht, fast  oder  gänzlich  verschwunden. 

Beiläufig  bemerke  ich  hier,  dass  es  mir  nicht  gelungen  ist,  an 
Krystailen  von  gemeinem  Quarz  elektrische  Polaritäten  nachzuweisen; 
es  durfte  dieser  Umstand .  ebenso  wie  der  Mangel  an  Durchsichtigkeil 
wohl  auf  eine  gestörte  Krystallisalion  hinweisen. 

Krystall  Nr.  V. 

Der  an  beiden  Enden  ausgebildete  Krystall  Nr.  V  stammt  aus  dem 
Dauphine,  und  ist  in  Fig.  II  Taf.  1  in  natürlicher  Grösse  abgebildet; 
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Fig.  12  stellt  sein  Netz  in  richtiger  Langen-,  aber  in  doppelter  Quer- 
dimension*) dar,  wie  man  leicht  durch  Vergleichung  mit  Fig.  \\  er- 
kennt. Der  Krystall  Nr.  V  tragt  oben  auf  den  Kanten  (4.  2),  (3.  4)  und 
(5.  6)  und  unten  auf  der  Kante  (5.  6),  also  auf  den  abwechselnden 
Kanten  sehr  kleine  Rhombenflächen.  Ausserdem  schien  am  unteren 
Endpunkte  der  Kante  (2.  3)  auf  der  Fläche  2  die  sehr  kleine  Flache 
eines  Trapezoeders  zu  liegen.  Die  Flachen  1 ,  3  und  5  sind  glänzender, 
als  die  Flachen  2,  4  und  6.  Die  Ausbildung  des  oberen  Endes  be- 
zeichnet den  Krystall  als  einen  sogenannten  rechten ;  am  unteren  Ende 
findet  sich  die  S.  334  beschriebene  Form  einer  Schneide,  was  jeden- 
falls mit  einer  Störung  in  der  Bildung  des  Krystalles  zusammenhangt. 
Auch  erschien  das  untere  Ende  (vergl.  S.  334)  verdickt:  wahrend  der 
Abstand  der  Kanten  (5.  6)  und  (2.  3)  von  einander  am  oberen  Ende 
nur  7mm  betrug,  stieg  derselbe  am  unleren  Ende  bis  auf  8**". 

Die  Gestaltung  der  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende,  sowie 
das  Vorhandensein  dreier  Rhombenflachen  weist  auf  eine  vollkom- 
menere Ausbildung  des  oberen  Endes  hin,  und  bei  der  Bestimmung  der 
elektrischen  Polaritäten  werden  wir  also  auch  dieses  obere  Ende  zu 
Grunde  legen  müssen.  Eben  dafür  spricht  auch  der  Unterschied  im 
Glänze  der  Prismenflachen ,  die  das  obere  Ende  als  so  zu  sagen  freies 
charakterisiren. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  Hessen  sich  wegen  der 
zu  grossen  Lange  des  Krystalles  nicht  gut  untersuchen;  es  unterliegt 
aber  keinem  Zweifel ,  und  wird  auch  direkt  durch  die  Vertheilung  der 
Elektricitat  auf  den  Prismenflächen  bestätigt ,  dass  sie  dem  früher  an- 
gegebenen Gesetze  folgen.  Gehen  wir  von  ihnen  aus,  so  müssen  von 
den  drei  Flachen  des  Hauptrhomboeders  negative,  und  von  den  drei 
Flachen  des  Gegenrhomboeders  positive  Zonen  in  etwas  schräger  Rich- 
tung von  rechts  oben  nach  links  unten  herabgehen.  Dies  ist  in  der 
Thal  der  Fall,  mit  Ausnahme  der  Flache  6,  wo  die  positive  Zone  oben 
nur  als  unelektrisch  bezeichnet  ist.  Die  etwas  schiefe  Lage  ist  noch 
deutlich  durch  die  Grenze  der  negativen  und  positiven  Zone  auf  der 
Flache  5  angedeutet,  so  wie  auch  auf  den  Flachen  3  und  4  darin,  dass 

*)  Bei  der  Schmalheit  der  Flächen  wäre  es  sonst  nicht  möglich  gewesen,  die  zur 
Charakterisirnng  der  elektrischen  Vt  rlhcihmg  nöthigen  Beobachtungen  deutlich  ein- 
zutragen. 
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in  der  Mitte  derselben  die  Polarität  am  linken  Rande  sich  starker  zeigt 
als  am  rechten. 

Krystall  Nr.  TL 

Der  ungemein  klare  gleichfalls  Dauphinöer  Krystall  Nr.  VI  Fig.  \  3 
und  Fig.  i  4  Taf.  I  ist  nur  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet,  an  seinem 
unteren  aber,  wo  er  jedenfalls  angewachsen  gewesen,  abgebrochen, 
und  zeichnet  sich  durch  die  eine  bei  den  Krystallen  des  Dauphine  ge- 
wöhnlich vorkommende  sehr  grosse  Fläche  des  Hauptrhomboeders  \  a 
aus.  Er  tragt  oben  rechts  auf  der  Prismenfläche  1  die  Flache  eines 
rechten  Trapezoeders  erster  Ordnung ,  sowie  auf  der  Kante  (5.  6)  die 
Flache  einer  trigonalen  Pyramide  (Rhombenflache). 

Die  eigenthUmliche  Ausbildung  der  einen  Flache  des  Hauptrhom- 
boeders hat  eine  Störung  in  der  Regelmassigkeit  der  elektrischen  Ver- 
theilung  zur  Folge.*)  Die  erste  negative  Zone,  von  links  her  gezahlt, 
beherrscht  die  ganze  Flache  1  sammt  der  grossen  Flache  des  Haupt- 
rhomboeders ,  und  erstreckt  sich  auch  Uber  einen  Theil  der  Flache  6 ; 
dagegen  besitzt  die  zweite  negative  Zone  auf  3  nur  eine  geringe  Aus- 
dehnung, und  die  dritte  ist  auf  eine  kleine  negative  Stelle  oben  auf  der 
FlacheS  reducirt;  weiter  unten  gibt  sie  sich  nur  durch  eine  Schwächling 
der  positiven  Elektricität  kund.  Die  erste  positive  Zone  auf  2  zeigt 
eine  umgekehrte  Bildung,  als  sie  sonst  bei  sogenannten  rechten  Kry- 
stallen auftritt,  indem  die  linke  Seite  der  Flache  2  schwacher  elektrisch 
ist  als  die  rechte;  wahrend  sonst,  wenn  eine  Prismenflüche  an  bei- 
den Randern  dieselbe  Polarität  besitzt,  bei  rechten  Krystallen  der  linke 
Rand  stärkere  Elektricität  zeigt  als  der  rechte.  Ausserordentlich  stark 
ist  die  zweite  positive  Zone  auf  4,  die  mit  der  dritten  zusammenhängt , 
und  so  eine  sehr  ausgedehnte  positive  Region  bildet. 

Bei  dieser  eigentümlichen  Verlheilung  der  Elektricität  schien  es 
mir  nicht  ohne  Interesse,  den  Krystall  auch  in  optischer  Beziehung 
noch  genauer  zu  untersuchen.  Ich  liess  daher  von  dem  unteren  Ende, 
an  welchem  die  eine  negative  Zone  gänzlich  fehlte,  eine  nahe  4,5,nro 
dicke  Platte  (a  rV  y  d  in  Fig.  1 3)  senkrecht  gegen  die  Hauptachse  ab- 
schneiden und  poliren.   Die  Platte  zeigte  im  Polarisalionsapparatc  bei 


')  Vergl.  den  späteren  linken  Krystall  Nr.  XVI,  der  ebenfalls  aus  dem  Dauphine 
stammt ,  und  bei  analoger  Ausdehnung  der  einen  Flüche  des  Hauptrhomboeders  eine 
gleiche  Störung  in  der  elektrischen  Polarität  zeigt. 
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parallelen  Strahlen  zwischen  gekreuzten  Spiegeln  (oder  Nicol'schen 
Prismen)  ein  gleichfarbiges  Gelb  bis  auf  einen  an  der  Flache  5  gele- 
genen, 3mm  breiten  Streifen,  der  bei  gekreuzten  Spiegeln  dunkel,  bei 
parallelen  hell  erschien.  In  convergentem  Lichte  bei  gekreuzten  Spiegeln 
zeigte  der  grösste  Theil  der  Fläche  die  farbigen  Ringe  mit  gelber  Mitte, 
wahrend  der  am  Rande  nach  der  Flache  ö  hin  gelegene  Theil  die  Ringe 
mit  schwarzem  Kreuz  (wie  im  Doppelspath)  darbot ,  und  zwar  waren 
diese  letzteren  Ringe  nahe  von  gleichem  Durchmesser,  wie  in  dem  übri- 
gen Theile  der  Platte.  Auf  der  Grenze  der  beiden  verschiedenen  Tbeile 
erschienen  die  Ringe  nicht  als  vollständige  Kreise,  sondern  ahnlich 
unterbrochen ,  als  wenn  bei  Betrachtung  des  Ringsystems  im  Doppel- 
spath zwischen  gekreuzten  Spiegeln  ein  Glimmerblattchen  eingeschaltet 
wird,  das  den  einen  Strahl  gegen  den  andern  um  ungefähr  %  Wellen- 
lange verzögert. 

Die  vorstehenden  optischen  Untersuchungen  zeigen  also  an  der- 
selben Stelle,  wo  die  elektrische  Prüfung  eine  Störung  nachwies, 
gleichfalls  eine  Störung  in  Bezug  auf  die  optischen  Erscheinungen ,  wie 
sie  sonst  ein  einfacher  Bergkrystall  darbietet. 

Krystall  Nr.  VII. 

Fig.  15  und  Fig.  16  Taf.  I  stellen  den  Krystall  Nr.  VII  von  Strie- 
gau*)  nebst  seinem  Flächennetzc  in  natürlichen  Dimensionen  dar.  Der 
Krystall  ist  an  beiden  Enden  ausgebildet.  Am  oberen  Ende  lassen  sich 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders ,  deren  eine  (I  a)  ausserordentlich 
gross  ist,  erkennen;  von  den  Flächen  des  Gegenrhomboeders  ist  nur 
die  Flache  (2  a)  auf  der  Kante  (1  a,  3)  als  sehr  schmale  Flache  sicht- 
bar. Am  unteren  Ende  zeigt  der  Krystall  wieder  die  schon  oft  er- 
wähnte Schneide.  Oben  auf  der  Kante  (1  o,  2)  und  unten  an  der  Kante 
(3.  4)  befindet  sich  eine  Rhombenflache ;  ob  solche  etwa  auch  an  den 
oberen  Endpunkten  der  Kanten  (3.  4)  und  (5.  6)  gelegen  haben ,  lässt 
sich  nicht  mehr  erkennen ,  da  der  Krystall  gerade  an  diesen  Stellen  et- 
was verletzt  ist.  Die*FIache  4  zeigt  auf  ihrer  rechten  Hälfte  eine  man- 
gelhafte Ausbildung  durch  eine  parallel  mit  der  Kante  (4.  5  a)  gehende 


*)  Die  sSmmllichen  Krystalle  von  Striegau  in  Schlesien ,  die  im  Folgenden  er- 
wähnt werden,  verdanke  ich  der  Güle  meines  Freundes,  des  Herrn  Prof.  Dr.  Mar- 
bach in  Breslau. 
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Streifung;  auch  die  Kanten  (3.  4}  und  (4.5)  sind  in  ihrer  unteren  Hälfte 
nicht  vollkommen. 

Um  das  elektrische  Verhalten  zu  bestimmen,  haben  wir  das  als 
oberes  gezeichnete  Ende,  wo  die  Flüchen  des  Hauptrhomboeders 
unterschieden  sind ,  zu  Grunde  zu  legen.  Es  sollten  hiernach  auf  den 
Flächen  1 ,  3  und  5  negative  Zonen  liegen.  Die  Zonen  auf  I  und  5  sind 
auch  in  der  ganzen  Erstreckung  des  Krystalles  vorhanden  und  zwar  die 
erstere  in  sehr  ausgedehntem  Masse ,  während  die  negative  Zone  auf  3 
nur  im  unteren  Theile  dieser  Flächen  aufzutreten  vermag,  was  ähnlich 
wie  beim  vorhergehenden  Krystalle  die  Bildung  einer  zusammenhängen- 
den grossen  positiven  Zone  veranlasst. 

Die  Berechtigung,  das  als  oberes  gezeichnete  Ende  bei  Bestim- 
mung der  elektrischen  Polarität  zu  Grunde  zu  legen,  durfte  auch  noch 
aus  dem  Umstände  herzuleiten  sein ,  dass  die  Entwicklung  der  Elektri- 
cität  an  diesem  oberen  Ende  im  Allgemeinen  viel  stärker  hervortritt,  als 
an  dem  unteren,  was  auf  eine  reinere  und  vollkommenere  Bildung  jenes 
ersteren  Endes  hinweist. 

Behufs  optischer  Prüfung  liess  ich  aus  diesem  Krystalle  eine  nahe 
4.2  mm  dicke  Platte  (in  Fig.  15  ist  ihre  Lage  im  Kryslall  mit  «  6'  y  d  be- 
zeichnet) senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  herausschneiden.  Die  Platte 
erschien  im  Polarisationsapparate  bei  parallelen  Strahlen  gleichartig, 
wie  ein  rechts  drehender  Krystall ,  mit  Ausnahme  einer  sehr  schmalen 
Stelle  am  Rande,  nach  der  Fläche  3  hin.  An  dieser  Stelle,  am  Rande 
der  Fläche  3 ,  nach  der  Kante  (3.  4)  zu ,  zeigte  sich  hei  convergentem 
Lichte  das  Ringsystem  mit  schwarzem  Kreuze;  etwas  mehr  nach  der  Mitle 
der  Fläche  3  hin  ging  es  («  6'  nach  oben)  durch  einigermassen  deutliche 
links  gedrehte  Spiralen  in  das  gewöhnliche  Ringsystem  bei  Bergkrystal- 
len  (im  vorliegenden  Falle  mit  gelber  Mitte  bei  gekreuzten  Spiegeln)  Uber. 

Kryslall  Nr.  VIII. 

Der  aus  Striegau  stammende  in  Fig.  1 7  und  1 8  Taf.  I  in  natür- 
licher Grösse  gezeichnete  Kryslall  Nr.  VIII  ist  ringsum  ausgebildet,  wird 
jedoch  gegen  sein  unteres  Ende  unklar  und  trübe.  Er  trägt  oben  auf 
der  Kante  (3  a,  4)  eine  Rhombenfläche  und  rechts  daneben ,  also  oben 
links  auf  der  Prismenfläche  4  eine  im  wiederholten  Wechsel  mit  der 
ebengenannten  Rhombenfläche  auftretende  Fläche  eines  Tiapezoeders 
zweiter  Ordnung.    Unten  an  der  Kante  (I.  2}  sitzt  gleichfalls  eiue 
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Rhonibenflüche  und  Uber  ihr  unten  rechts  auf  I  sieht  man  Andeutungen 
einer  Trapezoederflache.  Ein  Theil  der  Flachen  I  und  2  ist  mangelhaft 
ausgebildet.  Die  Hauplrhomboederflacben  1,  3  und  5  sind  am  oberen 
Ende  durch  die  Streifung  der  Trapezoederflache  zweiter  Ordnung  (oben 
links  auf  4)  deutlich  bezeichnet;  ihre  Grösse  allein  wurde  sie  nicht 
sicher  unterscheiden. 

Auch  bei  diesem  Krystalle  ist  eine  der  negativen  Zonen,  die  auf 
der  Flache  3  auftreten  sollte,  sehr  reducirt,  und  tritt  nur  an  einer 
Stelle  von  geringer  Ausdehnung  im  oberen  Theile  der  Flüche  3  auf;  da- 
gegen macht  sie  ihren  Einfluss  in  einer  Schwächung  der  positiven  Elek- 
tricitat  unten  auf  2  an  der  Kante  (2.  3)  noch  geltend.  Gewissermassen 
als  Ersatz  für  sie  tritt  die  negative  Zone  auf  I ,  namentlich  in  der  Nahe 
des  linken  Randes  dieser  Flache,  mit  grosser  Intensität  auf;  und  ausser- 
dem greift  die  dritte  negative  Zone  (wahrscheinlich  die  Folge  einer  Zwil- 
lingsbildung) oben  auf  der  Flache  5  auf  die  Flache  4  hinüber. 

Krystalt  Nr.  IX. 

Der  aus  Neumark  in  Schlesien  stammende  Krystall  Nr.  IX  (Fig.  19 
und  20  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  abgebildet)  zeigt  keine  Flachen, 
welche  den  Sinn  seiner  Drehung  erkennen  liessen ;  die  elektrische  Ver- 
lheilung auf  seinen  Flachen  weist  ihn  aber  zu  den  sogenannten  rechten. 
Die  Flachen  2  und  3  sind  durch  staubartige  eingewachsene  Theilchen 
sehr  rauh.  Auf  der  Flache  1  ist  unten  ein  kleiner  Krystall  eingewach- 
sen ;  was  eine  eigentümliche  Verbreiterung  der  Flüche  3  am  unteren 
Ende  zur  Folge  hat ,  und  die  Prüfung  der  unteren  Theile  der  Flachen  1 
und  2  unmöglich  macht.  Ausserdem  ist  l/4  vom  oberen  Ende  auf  der 
Kante  (1.  2)  ein  zweiler  kleinerer  Krystall  eingewachsen. 

Die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  in  der  Mittellinie  der  Flüche  4 
die  negative  Elektricitat  oben  stark,  V*  der  Lange  vom  oberen  Ende  ab- 
wärts schwach  und  darauf  in  der  Mitte  wieder  stark  auftritt,  ist  wahr- 
scheinlich eine  Folge  des  in  der  Nahe  eingewachsenen  kleinen  Krystalles. 
üebrigens  sind  sammtliche  sechs  elektrische  Zonen  ausgebildet;  nur  ist 
durch  die  Störung  in  der  Bildung  des  Krystalles  an  seinem  unteren  Ende 
die  zweite  positive  Zone  unten  sehr  ausgedehnt ,  und  (he  bei  der  ersten 
und  zweiten  negativen  und  ebenso  bei  der  ersten  und  zweiten  positiven 
Zone  deutlich  von  rechts  oben  nach  links  unten  gehende  Lage  für  die 
dritte  negative  und  positive  Zone  abgeändert  worden. 
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Krystall  Nr.  X. 

Der  aus  Striegau  stammende,  in  Fig.  21  und  22  Taf.  I  in  natür- 
licher Grösse  gezeichnete  Krystall  Nr.  X  erscheint  in  Bezug  auf  die 
Ausdehnung  seiner  Flächen  sehr  im  regelmässig  gebildet.  Auf  der  Kante 
(I  o,  2)  liegt  eine  schmale  Rhombenfläche,  die  sich  auch  in  einer  nahe 
dabei  befindlichen  Vertiefung  oben  links  auf  der  Flache  2  wiederholt. 
In  einer  Vertiefung  in  der  Mitte  der  Kante  (1.  6  6)  liegt  eine  kleine 
glanzende  Flache,  die  gleichfalls  eine  Rhombenfläche  ist,  und  also  der 
anderen  trigonalen  Pyramide  angehört. 

Ungeachtet  der  grossen  Unregelmässigkeit  in  der  Ausdehnung  der 
äusseren  Begrenzungsflächen  ist  doch  die  elektrische  Vertheilung  eine 
ziemlich  regelmässige ,  und  namentlich  tritt  in  demjenigen  Theile ,  wo 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  (6  6,  1  a,  2  6,  3  a)  durch  ihre 
Grösse  sich  auszeichnen,  die  schiefe  Lage  der  Zonen  sehr  deutlich  her- 
vor, so  dass  auch  bei  Umkehrung  des  Krystalles  die  Vertheilung  im 
Allgemeinen  dieselbe  bleibt. 

B.    Sogenannte  linke  (in  elektrischer  Beziehung 

rechte)  Krystalle. 

Krystall  Nr.  XI. 

Der  kleine  vollständig  ausgebildete  Krystall  Nr.  XI,  den  ich  der 
Gute  des  Herrn  Sack  in  Halle  verdanke,  stammt  ebenso  wie  der  Kry- 
stall Nr.  I  aus  der  Marmaros,  ist  aber  nicht  völlig  so  klar  und  auf 
seinen  Flächen  nicht  so  vollkommen  eben  und  glatt  wie  der  Krystall 
Nr.  I.  Fig.  23  Taf.  II  stellt  die  beiden  Ansichten  des  Krystalles  Nr.  XI 
in  natürlicher.  Fig.  24  sein  Netz  in  achtfach  linearer  Vergrösserung  dar. 
Die  beiden  Endpunkte  seiner  Hauptaxe  endigen  in  vollkommene 
Spitzen,  und  die  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  sind 
deutlich  an  ihren  relativen  Grössen  Verhältnissen  zu  erkennen.  Die  Kan- 
ten (6.  1  o)  und  (2.  3  o)  tragen  sehr  schmale  Rhombenflächen,  und 
charakterisiren  den  Krystall  hiedurch  als  einen  sogenannten  linken. 

Die  Vertheilung  der  Elektricität  an  diesem  Krystalle  ergibt  sich  aus 
den  in  Fig.  24  eingetragenen  Beobachtungen;  ein  Vergleich  dieser 
Figur  mit  Fig.  4  Taf.I  lässt  sofort  den  Unterschied  zwischen  sogenannten 
linken  und  rechten  Krystallen  erkennen 
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Es  wurde  oben  S.  358  aus  der  Beobachtung  an  rechten  Kry- 
stallen  folgendes  Gesetz  der  Vertheilung  hergeleitet:  beim  Erkalten 
eines  Bergkrystalles  gehen  die  negativen  Zonen  von  einer  Flache  des 
Hauptrhomboeders  über  die  Prismen  flachen  zu  einer  nächsten  Flache 
desselben  Rhomboedcrs  am  anderen  Ende,  und  entsprechend  die  posi- 
tiven Zonen  von  einer  Flache  des  Gegenrhomboeders  zu  einer  nächsten 
Flache  desselben  Rhomboeders  am  anderen  Ende,  und  zwar  sind  die 
Richtungen  der  Zonen'  den  Combinationskanten  zwischen  den  Haupt  - 
rhomboeder-  und  den  Rhombenflachen  parallel,  oder  die  positiven 
Zonen  enthalten  oder  kreuzen  diejenigen  Prismenkanten,  an  deren  End- 
punkten die  Rhombenflachen  auftreten. 

Bei  den  rechten  Krystallen  folgte  aus  diesem  Gesetze  eine  schiefe 
von  rechts  oben  nach  links  unten  gerichtete  Lage  der  elektrischen 
Zonen. 

Ein  Blick  auf  Fig.  24  lehrt  nun,  dass  das  zuvor  ausgesprochene 
Gesetz  auch  ftlr  die  linken  Krystalle  gilt ;  da  jedoch  bei  den  linken  Kry- 
stallen die  Combinationskanten  der  Flachen  des  Hauptrhomboeders  mit 
den  Rhombenflachen  eine  andere  Richtung  haben ,  weil  die  Rhomben- 
flachen in  Bezug  auf  die  Flachen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders 
gerade  auf  den  anderen  abwechselnden  Kanten  als  bei  den  rechten 
Krystallen  auftreten,  soresultirt  aus  der  Anwendung  des  obigen  Gesetzes 
auf  die  linken  Krystalle  eine  schiefe  Lage  der  elektrischen  Zonen  von 
links  oben  nach  rechts  unten.  In  dieser  Verschiedenheit  der  Richtung 
der  Zonen  besieht  in  elektrischer  Beziehung  der  ganze  Unterschied 
zwischen  rechten  und  linken  Bergkryslallen ;  ein  Unterschied ,  der  je- 
doch so  bestimmt  heraustritt,  dass  es  bei  regelmassiger  Bildung  eines 
Krystalles  genügt  eine  einzige  Rhomboeder-  oder  Prismenflache  auf  ihr 
elektrisches  Verhallen  zu  prüfen,  um  ohne  weitere  äussere  Kennzeichen 
(d.  h.  ohne  Vorhandensein  von  Rhomben-  und  Trapezflachen)  zu  ent- 
scheiden, ob  der  Krystall  ein  sogenannter  rechter  oder  linker  ist. 

Untersuchen  wir  z.  B.  eine  Hauptrhomboederfläche  am  oberen 
Ende,  so  ist  bei  den  rechten  Krystallen  die  linke  grössere  Hälfte  negativ, 
und  nur  der  rechte  Rand  positiv;  umgekehrt  ist  bei  den  linken  Krystal- 
len die  grössere  rechte  Hälfte  negativ,  und  nur  der  linke  Rand  positiv 
(oder  schwächer  negativ).  Gerade  entgegengesetzt  verhalten  sich  die 
Flachen  des  Gegenrhomboeders. 

AMi.idl.  d.  K.  S.  GeulUrh.  d.  WUseiitrh.  Mit.  24 
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Kryslall  Nr.  XII. 

Dieser  von  Striegau  in  Schlesien  stammende  Krystall  ist  bereits 
oben  S.  349  beschrieben  und  die  elektrische  Vertheilung  auf  seinen 
Prismenflachen  angegeben  worden.  Fig.  25  stellt  seine  Projection  und 
Fig.  26  sein  Netz  dar.  In  letzteres  sind  ausser  den  auf  den  Prismen- 
flachen gemachten  oben  bereits  mitgetheilten  Beobachtungen  auch  die 
auf  den  Rhomboederflächen  ausgeführten  Untersuchungen  eingetragen 
worden. 

Nur  sein  oberes  Ende  lauft  in  eine  Spitze  aus  und  an  ihm  allein 
sind  die  Flachen  des  Haupt«  und  Gegenrhomboeders  durch  ihre  relative 
Grösse  deutlich  unterschieden;  das  untere  Ende  zeigt  die  so  häufig 
vorkommende  Form  einer  Schneide. 

Die  schiefe  Lage  der  Zonen  von  links  oben  nach  rechts  unten  ist 
deutlich  zu  erkennen,  namentlich  an  der  Stelle  (von  3  a  Uber  3  und  4 
nach  4  6),  wo  auch  am  unteren  Ende  die  Flache  des  Hauptrhomboe- 
ders  (4  6)  durch  ihre  Grösse  sich  auszeichnet  und  also  beide  zu  einer 
Zone  gehörige  Flachen  in  normaler  Weise  ausgebildet  sind.  Ferner  ent- 
halten die  positiven  Zonen  stets  die  Kanten ,  an  welchen  die  Rhomben- 
flächen (wie  eine  solche  in  [6.  1  a)  erscheint;  auftreten  würden,  wenn 
sie  sämmtlich  vorhanden  wären.  Am  oberen  Ende  endlich  zeigen 
sämiutliche  Flächen,  sowohl  des  Haupt-  als  auch  des  Gegenrhomboe- 
ders die  normale  Vertheilung,  während  dieselbe  am  unteren  Ende  nur 
auf  der  Fläche  4  b  hervortritt,  auf  allen  übrigen  Flächen  dagegen  durch 
die  schneidenförmige  Bildung  desselben  gestört  ist. 

Krystall  Nr.  XIII. 

Der  Krystall  Nr.  XIII  zeichnete  sich  durch  ungemein  grosse  Klar- 
heit aus,  während  der  Krystall  Nr.  XII,  wenn  auch  im  Allgemeinen 
durchsichtig,  doch  nicht  völlig  rein  war;  er  stammt  wahrscheinlich  aus 
dem  Dauphine.  In  Fig.  27  Tai'.  II  ist  er  in  natürlicher  Grösse  abgebil- 
det, Fig.  28  stellt  sein  Netz  in  doppeller  Grosse  dar. 

Der  Krystall  ist  nur  an  dem  oberen  Ende  ausgebildet  ,  und  zeigt 
daselbst  sämmtliche  drei  Rhombenflächen  auf  den  abwechselnden  Kan- 
ten (G.  I),  (2.  3)  und  (4.  5);  ausserdem  auch  unterhalb  der  oben  auf 
der  Kante  (2.  3)  liegenden  Rhombenfläche  links  auf  der  Flache  3  die 
matte  Fläche  eines  linken  Trapezoeders  C  V  \  erster  Ordnung.  Die 
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Hauptrhombnederflächen  lassen  sich  sowohl  durch  die  Streifung  auf  der 
zuletzt  genannten  Rhombenflache  als  auch  durch  die  Trapezoederfläche 
erkennen;  hiernach  sind  die  Flachen  I  a,  3  a,  5  a  die  Flachen  des 
Hauptrhomboeders ,  der  Krystall  ist  also  ein  sogenannter  linker  (oder 
links  drehender}.  Am  unteren  Ende,  das  auch  noch  völlig  klar  er- 
scheint, ist  der  Krystall  abgebrochen. 

Im  Glänze  der  Prismenflachen  bemerkt  man  bei  der  Reflexion 
einer  Kerzenflamme  einen  Unterschied;  die  Flächen  1  ,  3  und  5,  also 
diejenigen ,  welche  am  oberen  Ende  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders 
tragen,  zeigen  etwas  starker  glanzende  Bilder,  als  die  dazwischen  lie- 
genden Flachen  2,  4  und  6. 

Die  Prismenflächen  2,  3  und  4  sind  in  den  unteren  Hälften 
mangelhaft  ausgebildet:  auf  2  und  3  ist,  wie  Fig.  27  zeigt,  ungefähr 
in  der  Mitte  wahrscheinlich  durch  Anlegen  an  ein  anderes  Individuum 
das  Niveau  der  Flache  eingedruckt  ,  und  erbebt  sich  erst  wieder  ganz 
unten  am  Ende.  Auch  die  Fläche  4  wird  von  einem  solchen  Eindrucke 
noch  etwas  getroffen :  dagegen  sind  die  Flachen  6  und  (auch  fast)  5  und 
1  vollkommen  ausgebildet. 

Auf  den  Prismenflächen  ziehen  sich  die  negativen  Zonen  von  den 
Hauptrhomboederflächen  am  oberen  Ende  abwärts,  zeigen  hier  aber  im 
(Tanzen  eine  geringere  Ausdehnung  als  die  positiven  ;  auf  den  Rhom- 
boederflachen  herrscht  dagegen  die  negative  Elektricitat  vor.  Wahrend 
l>ei  sogenannten  rechten  Krystallen  eine  Prismenflache,  welche  in  ihrer 
ganzen  Erslreckung  nur  eine  Art  von  Elektricitat  zeigt ,  auf  ihrem  lin- 
ken Rande  die  stärkste  Polarität  besitzt  (S.  364),  tritt  die  grösste  Inten- 
sität bei  linken  Krystallen,  wie  auf  der  Fläche  2  oder  6  des  vorliegen- 
den, am  rechten  Rande  auf.  Sämmlliche  Prismenkanten,  welche  oben 
die  Rhombenflachc  tragen,  liegen  auch  hier  wieder  im  Bereiche  der 
positiven  Zonen. 

Krystall  Nr.  XIV. 

Der  Krystall  Nr.  XIV  stammt  von  Striegau  und  ist  nur  an  dem 
einen  Ende  ausgebildet,  an  dem  anderen,  wo  er  wahrscheinlich  ange- 
wachsen gewesen,  verbrochen.  Fig.  29  und  30  Taf.  II  stellen  ihn  in 
natürlicher  Grösse  dar.  Die  Prismenflachen  waren  gut  ausgebildet  bis 
auf  die  Flache  5  und  die  linke  Kante  von  C.  Die  Flächen  1 ,  3  und 
selbst  5,  soweit  sie  eben  ausgebildet,  erscheinen  glänzender  als  die 
Flachen  2,  4  und  6 ;  besonders  malt  ist  die  Flache  4. 
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Der  Krystall  trug  zwei  Rhombenflachen,  oben  auf  den  Kanten 
(6.  I)  und  (2.  3);  die  Streifung  auf  der  oben  an  (2.  3)  liegenden  Flache 
bezeichnet  die  Flachen  1  a,  3  a  und  5  a  als  die  Flachen  des  Haupl- 
rhomboeders,  sodass  also  auch  hier,  ebenso  wie  bei  den  beiden  vor- 
hergehenden Krystallen ,  am  oberen  Ende  die  Hauptrhomboederflachen 
auf  den  glänzenderen  Prismenflachen  aufgesetzt  sind. 

Zwei  der  positiven  Zonen  erscheinen  am  oberen  Ende  schmaler 
als  weiter  abwärts;  ein  Umstand,  der  mit  der  Ausbreitung  der  nega- 
tiven Elektricitat  über  die  oberhalb  derselben  belindlichen  Rhomboeder- 
flachen  zusammenhangt.  Die  Rhombenflache  auf  (6.  \  a)  war  überall 
positiv,  dagegen  ging  durch  die  Rhombenflache  auf  (2.  3  a)  die  Grenze 
der  positiven  und  negativen  Zonen  hindurch;  von  den  beiden  an  der 
Fläche  2  gelegenen  Eckpunkten  dieser  Flache  war  der  linke  positiv,  der 
rechte  unelektrisch ;  die  beiden  an  3  a  gelegenen  Endpunkte  gehörten 
bereits  der  negativen  Zone  an*) 

Krystall  Nr.  XV. 

Der  Krystall  Nr.  XV  (Fig.  31  u.  32  Taf.  II),  der  wahrscheinlich 
auch  aus  Striegau  stammt ,  ist  nur  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet, 
am  unteren  war  er  aufgewachsen;  im  unteren  Drittel  wird  er  nament- 
lich gegen  das  Ende  hin  undurchsichtig.  Unter  den  Prismenflachen  ist 
die  Flache  4  sehr  matt;  1  und  5  sind  stark  glänzend,  und  2  und  G 
stehen  ihnen  im  Glänze  wenig  oder  gar  nicht  nach. 

Die  Flachen  des  Hauplrhombocdcrs  sind  durch  ihre  grössere  Aus- 
dehnung charakterisirt.  Auf  der  Kante  (6.  \  a)  findet  sich  die  Flache 
einer  trigonalen  Pyramide  (Rhombenfläche),  so  dass  der  Krystall  also  zu 
den  sogenannten  linken  gehört. 

Infolge  des  Undurehsiehligwerdens  und  Uebergehens  in  gemeinen 
Quarz  nimmt  nach  dem  unteren  Ende  hin,  wie  dies  auch  schon  früher 
S.  3ü2  hervorgehoben  wurde,  die  Intensität  der  elektrischen  Erregung 
ab.  Infolge  einer  Störung  verschmälert  sich  die  um  die  Kante  (2.  3) 
liegende  positive  Zone  nach  unten  hin,  was  eine  etwas  anomale  Lage 
der  rechts  angrenzenden  negativen  Zone  bewirkt ;  indess  lässt  sich  doch 

*}  Ich  bemerke  beiläufig,  dass  meistens  viel  mehr  Punkte  der  verschiedenen 
Flüchen  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht  sind ,  als  in  die  Netze  eingetragen 
werden  konnton.  So  wurden  auch  die  beiden  Rhombenflächen  an  dem  Krystall  Nr.  XIV 
einer  speciellen  Prüfung  unterworfen. 
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die  Eigenschaft  des  Krystalles  als  eines  linken  selbst  iu  dieser  negativen 
Zone  auf  der  Flache  3  daran  erkennen ,  dass  nach  dem  rechten  Rande 
hin  die  Starke  der  Elektricität  wachst ,  während  dies  bei  einem  rechten 
Krystalle  nach  dem  linken  Rande  hin  erfolgen  würde. 

Kryslall  Nr.  XVI. 

Der  aus  dem  Dauphine  stammende  Kryslall  Nr.  XVI  war  nur  an 
dem  einen  Ende  ausgebildet  und  mehrere  Zoll  lang ,  als  ich  ihn  erhielt. 
Da  indess  sein  unteres  Ende  trübe  aussah ,  und  seine  grosse  Länge 
einer  bequemen  Untersuchung  hinderlich  war,  so  liess  ich  ihn  in  einer 
Höhe  von  ungePähr  2  Zollen,  wie  ihn  Fig.  33  und  34  Taf.  II  darstellen, 
durchschneiden.  Jedoch  auch  bei  dieser  Lange  erschien  sein  unteres 
Drittel  nicht  völlig  klar,  sondern  von  kleinen  Bläschen  erfüllt.  Die 
Flächen  3  und  4  waren,  wie  Fig.  33  zeigt,  nicht  vollkommen  ausge- 
bildet; auch  die  Flächen  \  und  2  zeigten  am  unteren  Rande  in  der 
Nahe  der  Kante  {1.  2)  eine  mangelhafte  Bildung.  Die  Fläche  4  war 
selbst  auf  dem  oberen  vollkommen  ausgebildeten  Theile  unter  allen  die 
matleste  im  Glänze ;  zwischen  den  Übrigen  Flächen  wage  ich  nicht  in 
Bezug  auf  Glanz  einen  Unterschied  mit  Sicherheit  aufzustellen. 

Die  Kante  (6.  1  o)  trug  eine  ziemlich  grosse,  die  Kante  (2  a.  3) 
eine  sehr  schmale  Rhombenfläche.  Da  die  Flächen  des  Hauptrhomboc- 
ders  an  ihrer  Ausdehnung  mit  Sicherheit  erkannt  werden  können,  so  ist 
der  Kryslall,  seine  Einfachheit  vorausgesetzt ,  ein  sogenannter  linker. 

Auf  den  Prismenflächen  herrscht  ebenso  wie  bei  dem  rechten  gleich- 
falls aus  dem  Dauphine  stammenden  Krystall  Nr.  VI  die  positive  Polarität 
in  bedeutendem  Grade  vor,  und  auch  darin  zeigt  sich  zwischen  beiden 
Krystallen  eine  merkwürdige  Uebereinslimmung,  dass  bei  beiden  die  ne- 
gative Zone  der  Fläche  5  auf  eine  sehr  kleine  negative  Stelle  reducirt  ist. 

Weitere  Beobachtungen  werden  zeigen  müssen ,  ob  diese  eigen- 
thümliche  Vertheilung  der  Elektricität  ,  wie  wir  sie  bei  den  Krystallen 
Nr.  VI  und  Nr.  XVI  gefunden  haben,  bei  allen  mit  einer  ausserordentlich 
grossen  Fläche  des  Hauptrhomhoeders  versehenen  Dauphineer  Kry- 
stallen vorkommt. 

Krystall  Nr.  XVIt. 

Der  ziemlich  verzerrte  in  Fig.  35  und  36  Taf.  II  abgebildete  Kry- 
stall Nr.  XVII  aus  Striegau  trägt  oben  auf  der  Kante  (6  a.  1)  eine 
Rhombenfläche,  die  parallel  ihrer  Kante  mit  1  a  gestreift  ist,  und  gleich 
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rechts  daneben ,  also  links  oben  auf  der  Fläche  1  die  glatle  Fläche  eines 
linken  Trapezoeders  erster  Orduung;  weiter  abwärts  zeigt  die  Kante 
(6.  1)  mehrfache  Einschnitte ,  und  in  diesen  erscheint  die  Rhomben- 
flache nebst  der  gestreiften  Flache  eines  rechten  Trapezoeders  zweiter 
Ordnung  (die  also  ebenfalls  auf  der  Fläche  1  liegt).  An  beiden  Enden 
der  Kante  (2.  3)  liegen  Rhombenflächen,  die  obere  deutlich  gestreift  par- 
allel ihrer  Kante  mit  (3  a  ;  auf  der  Kante  (4.  5  a)  sieht  man  nur  Spu- 
ren einer  Rhombenfläche.  Die  Fläche  4  ist  rauh ;  auf  ihr  scheint  der  in 
der  Richtung  der  Normale  auf  den  Flächen  1  und  4  sehr  stark  zusammen- 
gedruckte Krystall  bei  seiner  Bildung  gelegen  zu  haben;  auch  die 
Flächen  ü  a  und  der  rechte  Rand  von  5  a  sind  unvollkommen  aus- 
gebildet. 

Ungeachtet  der  sehr  starken  Verzerrung  in  der  äusseren  Form  er- 
scheint die  elektrische  Verlheilung  an  diesem  Krystalle  nur  in  der  ersten 
negativen  Zone,  die  nach  rechts  und  oben  gedrängt  wurde,  gestört; 
was  jedenfalls  ebenso,  wie  bei  dem  Krystall  Nr.  III,  mit  der  grossen 
Ausdehnung  der  Fläche  1  b  des  Gcgenrhomboeders  zusammenhängt. 

Krystall  Nr.  XVIII. 

Bei  meinen  früheren  Untersuchungen  hatte  ich  einen  Krystall  aus 
Striegau,  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  Taf.  I  Fig.  14  abgebildet  ist,  erst 
in  unversehrtem  Zustande  auf  sein  elektrisches  Verhallen  untersucht, 
später  aus  seiner  Milte  ein  8,5 mm  dickes  Stück  senkrecht  gegen  die 
Ilauptaxe  herausgeschnitten  und  auch  dieses  geprüft.  In  Betreff  des 
unversehrten  Krystailes  lindet  sich  in  dem  genannten  Bande  von 
Pogg.  Annal.  S.  6 11  über  das  elektrische  Verhallen  der  Prismen- 
flächen die  Angabe:  Fläche  1  — ,  2  -K  3  — ,  4  +,  5  —  und  6  +. 
Nach  Untersuchung  des  mittleren  Stückes  ist  S.  61  4  noch  die  Bemer- 
kung beigefügt,  dass  die  Pole  nicht  in  der  Mitte  der  Flächen  liegen, 
sondern  die  obere  Schnittfläche  nach  oben  gerichtet ,  stets  auf  der  dem 
Beschauer  zugewandten  Fläche  nach  rechts  hin  verschoben  sind.  Der 
Krystall  wurde  damals,  wie  dies  bei  allen  früheren  Versuchen  geschah, 
nur  auf  einem  Bleche  liegend  erhilzt. 

Diese  früher  angegebene  Vertheilung  der  Elektriciläl  wird  nun 
durch  die  neueren  Versuche  vollkommen  bestätigt.  In  Fig.  37  Taf.  II 
ist  der  Krystall  in  unversehrter  Form ,  wie  er  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50 
Taf.  1  Fig.  14  abgebildet  ist,  dargestellt;  das  ausgeschnittene  Stück 
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ist  mit  a6  y  d  angedeutet.  In  das  Fig.  38  Taf.  II  gezeichnete  Netz 
dieses  mittleren  Stückes  sind  die  neueren  Beobachtungen  eingetragen. 

Der  Krystall ,  nur  von  den  Flachen  des  Prismas  und  der  gewöhn- 
lichen Rhomboeder  begrenzt,  besass  ausserlich  kein  Anzeichen,  aus 
welchem  erkannt  werden  konnte,  ob  er  ein  rechts  oder  ein  links  drehen- 
der sei;  die  elektrische  Verlheilung  charaklerisirte  ihn  aber  als  einen 
sogenannten  linken,  was  der  Polarisationsapparal  bestätigte,  als  das 
mittlere  Stück  in  ihm  untersucht  wurde;  dasselbe  zeigte  Uberall  eine 
Linksdrehung  der  Polarisationsebene. 

C.    Zusammengesetzte  Krystalle. 

Zu  den  bisherigen  Untersuchungen  waren  möglichst  einfache  Kry- 
stalle verwandt  worden ;  ich  will  zum  Schluss  noch  die  Beobachtungen 
an  einigen  deutlich  zusammengesetzten  Krystallen  angeben .  um  zu  zei- 
gen, wie  auch  in  dem  elektrischen  Verhalten  sich  die  Zusammengeselzt- 
heit  ausspricht. 

Krystall  Nr.  XIX. 

Der  in  Fig.  39  und  Fig.  40  Taf.  II  abgebildete,  aus  Striegau 
stammende  Krystall  Nr.  XIX  zeigt  am  oberen  vollkommen  ausgebil- 
deten Ende  auf  den  Kanten  (6.  I  a)  und  (2  o.  3)  die  Rhombenflachen ; 
die  Rhombenflache  auf  (2  a.  3)  ist  parallel  ihrer  Kante  mit  3  a  gestreift; 
auch  auf  der  Kante  (4.  5  a)  bemerkt  man  Spuren  einer  Rhombenflache. 
Am  unteren  Ende  ist  die  Krystallisalion  etwas  geslört  gewesen;  das- 
selbe endigt  in  zwei  Spitzen ,  und  dies  so  wie  die  auf  dem  unteren 
Theile  der  Flachen  5  und  6  vorhandenen  Absätze  dürften  wohl  auf  ein 
Zusammenwachsen  zweier  Krystalle  hinweisen.  Die  Flache  2  tragt  an 
diesem  (unteren)  Ende  rechts  die  Flache  eines  linken  Trapezoeders 
erster  Ordnung,  wahrend  sich  auf  der  Kante  (2  b.  3)  Spuren  einer  Rhom- 
benflache finden. 

Das  elektrische  Verhalten  dieses  Krystalles  ist  sehr  eigentümlich ; 
derselbe  zeigt  1 )  die  elektrischen  Zonen  in  einer  grösseren  Anzahl  als 
ein  einfacher  Krystall,  und  bietet  2)  eine  Verlheilung  auf  den  beiden 
grossen  Flachen  1  a  und  2  h  des  Hauptrhomboeders  dar,  wie  wir  sie 
sonst  nirgends  beobachtet  haben.  Beide  Erscheinungen  bestätigen  die 
vorhin  aus  der  blossen  Betrachtung  der  äusseren  Gestalt  gezogene 
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Schlussfolgerung,  dass  der  vorliegende  Krystall  kein  einfacher ,  sondern 
ein  zusammengesetzter  ist. 

Um  diese  Ansicht  noch  weiter  zu  erharten ,  liess  ich  aus  dem  Kry- 
stall eine  Platte  «  ß  r  d  (Fig.  39  Taf.  II)  senkrecht  auf  seine  Hauptaxe 
herausschneiden  und  die  beiden  Schnittflächen  poliren.  Im  Polarisations- 
apparate erschien  bei  parallelen  Strahlen  die  Platte  nicht  gleichfarbig; 
während  jedoch  der  grössere  Theil  derselben  nur  geringe  Abweichun- 
gen in  der  Farbennuance  zeigte,  fanden  sich  am  Rande  der  Platte  in 
der  Nähe  der  Fläche  3  nach  2  hin.  und  am  Rande  der  Fläche  5  stärkere 
Verschiedenheiten.  Im  convergenten  Lichte  erschien  die  Platte  Uberall 
links  drehend,  mit  Ausuahme  des  zuvor  bezeichneten  Theiles  in  der  Nähe 
der  Prismenfläche  3  nach  2  hin;  an  diesem  zuletzt  bezeichneten  Theile 
erschienen  an  einer  Stelle  Spiralen  und  zwar  (a  6  nach  oben)  links  gewun- 
dene, so  dass  hier  also  gleich  dicke  Platten  rechter  und  linker  Krystalle 
über  einander  lagen ,  und  zwar  die  Platte  des  rechten  Kryslalles  nach 
dem  oberen  Ende  hin.  In  dem  grösseren  Theile  der  Platte  traten  beim 
Verschieben  geringe  Aendcrungen  in  der  Form  der  Ringe  und  der 
Farbe  ihres  Centrums  ein ;  in  der  Nahe  der  Fläche  2  bildeten  sich  die 
allmähligen  Uebergänge  in  die  Spiralform. 

Die  in  die  Hauptmasse  dieses  Krystalles  eingeschobenen  fremden 
Stucke  waren  viel  grösser  als  die  in  den  oben  S.  364  und  366  beschrie- 
benen rechten  Krystallen  Nr.  VI  und  Nr.  VII  beobachteten.  Um  eine 
genaue  Deutung  der  eingeschobenen  Stücke  und  ihres  Einflusses  auf  die 
elektrische  Vertheilung  geben  zu  können,  würde  es  übrigens  nöthig  ge- 
wesen sein,  noch  neue  Platten  in  den  verschiedensten  Höhen  aus  dem 
Kryslallo  zu  schneiden,  und  der  optischen  Prüfung  oder  der  Aetzung  mit 
verdünnter  Fluorwasserstoffsäure  zu  unterwerfen.  Leider  fehlte  es  hier 
aber  an  einem  geeigneten  Künstler  zur  Anfertigung  dieser  Platten ;  die 
obige  Platte  war  ebenso,  wie  die  früheren,  einfach  auf  der  Drehbank 
mittelst  einer  Kupferscheibe  aus  dem  Krystall  herausgeschnitten. 

Krystall  Nr.  XX. 

Der  in  Fig.  41  und  42  Taf.  II  abgebildete  Krystall  stammt  aus 
Carrara ;  er  zeichnet  sich  durch  seine  hohe  Klarheil  und  Durchsichtig- 
keit aus;  ist  aber  nur  am  oberen  Ende  vollkommen  ausgebildet,  am 
unteren  dagegen  abgebrochen ;  an  letzterem  Ende  sind  nur  noch  Theile 
von  Rhomboederflächen  sichtbar. 
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Die  Kante  (6.  1)  zeigt  eine  sehr  schmale  Zuschärfung  oder  Ab- 
stumpfung und  Zuschärfung.  Am  oberen  und  unteren  Ende  dieser 
Kante  finden  sich  auf  den  Kanten  (8.  1  a)  und  (6  b.  \ )  ebenfalls  schmale 
Abstumpfungen  (oder  Zuschärfungen),  die  jedoch  keine  Rhombenflachen, 
sondern  die  Flächen  eines  trigonalen  oder  hexagonalen  Trapezoeders  zu 
sein  scheinen;  auf  der  Kante  (6  b.  1)  sind  deutlich  zwei  Flächen  zu 
erkennen ;  auf  der  Kante  (6.  I  a)  ist  mit  Bestimmtheit  nur  eine  Fische 
wahrzunehmen,  die  jedoch  gegen  6  eine  geringere  Neigung  hat  als 
gegen  1  a.  Ausserdem  zeigt  die  Kante  (4.  5)  in  ihrem  oberen  Theile, 
soweit  derselbe  nicht  verletzt  ist.  eine  der  Kante  (6.  1)  analoge  Abstum- 
pfung oder  Zuschärfung. 

Die  Prismenflächen  sind  mit  Ausnahme  der  Fläche  4 ,  und  geringer 
ihr  benachbarter  Stellen  auf  3  und  5  unverletzt.  Uebrigens  ist  der 
Krystall,  wie  die  Beschaffenheit  der  Prismenflächen  nachweist,  kein 
einfacher:  auf  Fläche  1  findet  sich  ungefähr  %  vom  rechten  Rande  eine 
mit  diesem  Rande  parallele  Naht;  eine  ungefähr  ähnlich  gelegene  aber 
viel  schwächere  gewahrt  man  auf  Fläche  3 ;  dagegen  zeigt  die  Fläche 
2  drei  solcher  Nähte ,  von  denen  die  beiden  links  liegenden  am  deut- 
lichsten hervortreten.  Die  Fläche  4  lässt  wegen  ihrer  Verletzungen 
keine  Beobachtungen  zu ;  auf  den  Flächen  5  und  6  endlich  ist  keine  Spur 
einer  Naht  sichtbar. 

Aus  Fig.  42  erkennt  man  leicht ,  dass  zwei  der  elektrischen  Zonen 
auf  2  oder  3,  ebenso  wie  die  kleine  positive  Stelle  oben  rechts  auf  4  in 
die  gewöhnliche  Vertheilung  eingeschoben  sind.  Die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  denjenigen  Flächen,  wo  keine  Nähte  sichtbar  werden ,  also 
auf  den  Flächen  5  und  6,  und  auch  zum  Theil  1  und  4,  weist  im  Allge- 
meinen auf  einen  sogenannten  rechten  Krystall  hin. 

Krystall  Nr.  XXI. 

Dieser  gleichfalls  aus  Carrara  stammende  nur  am  oberen  Ende 
ausgebildete,  am  unteren  aber  abgebrochene  äusserst  durchsichtige 
Krystall  (Fig.  43  und  Fig.  44  Taf.  II  in  natürlicher  Grösse  abgebildet) 
ist  in  noch  höherem  Grade  als  der  vorhergehende  zusammengesetzt; 
alle  seine  Flächen  mit  Ausnahme  von  2,  auf  welcher  an  der  linken  Seite 
ein  kleiner  Krystall  heraustritt,  zeigen  vielfache  Nähte ,  die  Flächen  3 
und  4  in  ihren  Mitten  sogar  tiefer  liegende ,  den  Randkanten  parallele 
Strecken.    Am  oberen  Ende  der  Prismenflächen  finden  sich  Flächen 
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spitzerer  Rhomboeder,  oft  nur  auf  einer  Hälfte  ,  wo  dann  eine  Naht  die 
Begrenzung  bildet. 

Am  oberen  Ende  der  Kante  (1.  2}  liegt  auf  dem  Uber  das  allge- 
meine Niveau  der  Flache  2  heraustretenden  kleinen  Krystalle  eine  schmale 
Rhombenflache,  und  links  darunter  (also  oben  rechts  auf  I)  eine  Trape- 
zoederflache.  Eben  diese  Bildung  wiederholt  sich  auch  in  der  Mitte  der 
Kante  (1 .  I  o) ,  wo  eine  starke  Naht  einsetzt  und  die  linke  Hälfte  der  ge- 
nannten Kante  etwas  höher  liegt  als  die  rechte.  Ferner  sieht  man  am 
oberen  Ende  der  Kante  (3.  4)  auf  einer  Stelle  eine  Rhombenflache,  auf 
einer  links  darunter  liegenden  durch  einen  Absatz  von  der  vorher- 
gehenden getrennten  Stelle  (also  oben  rechts  auf  3)  eine  Trapezoeder- 
flache;  die  Kante  (6.  I  a)  zeigt  gleichfalls  eine  schmale  Rhombenflachc, 
so  wie  links  unter  ihr  (also  oben  rechts  auf  6)  eine  grosse  glanzende 
Trapezoederfläche. 

Die  in  das  Netz  eingetragenen  Polaritäten  beweisen  durch  ihre 
vielfachen  Wechsel*;  und  durch  ihre  ausserordentliche  Schwache  ebenso 
wie  die  zuvor  erwähnte  Beschaffenheit  der  Flachen  die  grosse  Zusam- 
mengesetztheit dieses  Krystalles. 

Schliesslich  erwähne  ich  nur  noch,  dass  grosse  schöne,  aber  gleich- 
falls vielfach  zusammengesetzte  Krystalle  aus  der  Schweiz,  die  ich  der 
Güte  des  Herrn  Prof.  Naumann  verdanke,  gleich  dem  zuletzt  beschrie- 
benen Krystalle,  im  Allgemeinen  sehr  schwach  elektrisch  waren,  so 
dass,  wenn  auch  auf  einzelnen  Flachen  noch  eine  massige  Spannung  be- 
obachtet wurde,  dieselbe  wiederum  auf  anderen  kaum  mit  Sicherheil 
ihrem  Zeichen  nach  bestimmt  werden  konnte.**) 


•)  Auf  der  rechten  Seile  der  Fläche  4  wurde  zwischen  zwei  positiven  Zonen 
eino  nicht  elektrische  Stelle  beobachtet ,  die  wohl  auch  als  eine  schwach  negative 
Zone  betrachtet  worden  darf. 

*")  Sehr  wahrscheinlich  haben  die  grossen  dicken  von  Riess  und  Rose  zu 
ihren  thermoelektrischen  Untersuchungen  benutzten  Exemplare  (s.  oben  S.  324)  zu 
dieser  Kategorie  gehört,  und  es  findet  das  Nichlwahrnehmen  von  elektrischen  Span- 
nungen auf  den  Flächen  der  Krystalle  in  dem  Vorstehenden  seine  genügende  Erklä- 
rung, zumal  das  von  genannten  Forschern  nngewandle  Elektrometer  jedenfalls  nicht 
so  schwache  elektrische  Hrrcgungen  angab ,  als  das  von  mir  construirle ,  dessen  Em- 
pfindlichkeil, wie  ich  bereits  S.  3  43  hervorgehoben  habe,  möglichst  erhöht  war. 
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D.   Abnahme  der  elektrischen  Erregung  der  Bergkrystalle 

bei  höheren  Temperaturen. 

Es  wurde  gleich  im  Eingange  dieser  Arbeit  S.  324  erwähnt ,  dass 
die  Elektricitül  der  Bergkrystalle  bei  höheren  Temperaturen  ver- 
schwinde. Zum  speciellen  Nachweise  dieses  Vorganges  will  ich  zwei 
Versuchsreihen  min  heilen,  welche  an  der  Flüche  4  des  oben  S.  364 
beschriebenen  Krystalles  Nr.  VI  unmittelbar  nach  einander  ausgeführt 
wurden;  ich  wähle  gerade  diese  Flüche,  weil  dieselbe  sich  durch  eine 
ausserordentlich  starke  Elektricitül  auszeichnet. 

Der  Kryslall  Nr.  VI  wurde  bis  auf  die  Flüche  4  in  eine  grössere 
Menge  Eisenfeile  eingehüllt ,  und  der  Mitte  dieser  Flüche  die  Spitze  des 
Platindrahtes  V  in  der  oben  S.  344  beschriebenen  Weise  genähert.  Die 
im  Folgenden  angegebenen  Temperaturgrade  (hundertth.  Skale)  beziehen 
sich  auf  den  Stand  des  neben  dem  Krystalle,  und  zwar  etwas  tiefer  als 
dieser,  in  die  Eisenfeile  eingesetzten  Thermometers. 

Lampe  in  dem  kleinen  Ofen  b  angezündet:  22°  Null;  75°  —  2,0 
Skth.;  95°-  6,0;  120»  —  15,0;  140«  -  20,2;  160°  -  19,0; 
180'  — 43,5;  200°-  11,0;  210«  -  8,7;  230°  -  5,0;  240°-2,5; 
250°  —  1.3  Skth. 

Lampe  ausgelöscht:  230°  —  0,2;  210°  +  0,2;  190°  +  1,1  ; 
90"  -4-  18,0;  70°  +  27,5;  38°  -h  36,5  Skth. 

Unmittelbar  darauf,  wührend  also  das  Thermometer  noch38°  zeigte, 
wurde  die  Lampe  mit  etwas  grösserer  Flamme  wieder  angezündet. 
Wührend  bei  den  vorhergehenden  Beobachtungen  die  Krvslallflüche  un- 
angerührt  blieb,  so  wurde  jetzt  von  Minute  zu  Minute  mittelst  einer 
Spiritusflamme  wenigstens  die  auf  ihrer  Oberflüche  angehäufte  Elektri- 
citül hinweggenommen,  und  jedes  Mal  Va  Minute  nach  dem  Bespülen  mit 
der  Flamme  die  elektrische  Spannung  in  der  Mitte  der  Flüche  beobachtet. 

Lampe  angezündet:  84°  +  4,5;  120"  —0,2;  100°  —  5,0;  200° 
—  6,0;  220°  —  5,5;  250°  —  4,0;  270«  —  1,0. 

In  dieser  zweiten  Versuchsreihe  erfolgt  die  Abnahme  in  der  elek- 
trischen Spannung  erst  bei  scheinbar  höheren  Temperaturen;  es  liegt 
dies  daran ,  dass  die  Flamme  der  Lampe  beträchtlich  grösser  war  als  in 
der  ersten  Versuchsreihe,  und  mithin  die  Temperatur  der  Eiseufeile  sehr 
viel  rascher  stieg  als  die  des  schlechtleitenden  Bergkrystalles. 
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X.  Resultate  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen. 
A.    In  elektrischer  Beziehung. 

Durch  den  glücklichen  Umstand,  dass  es  mir  gelungen  ist,  mög- 
lichst vollkommene  Exemplare  der  beiden  verschiedenen  Modifikationen 
des  Bergkrystalles  zu  erlangen ,  wird  die  Aufstellung  der  allgemeinen 
Gesetze  über  das  thermoelektrische  Verhalten  dieses  Minerals  sehr  er- 
leichtert ;  sie  reducirt  sich  grösstenteils  auf  eine  Zusammenstellung  der 
bereits  an  verschiedenen  Orten  des  vorstehenden  Abschnittes  als  un- 
mittelbares Ergebniss  der  Beobachtung  ausgesprochenen  Satze. 

In  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollkommen  aus- 
gebildeten einfachen  Bergkrystalle  treten  beim  Erkalten  sechs  elektri- 
sche Zonen,  abwechselnd  negativ  und  positiv ,  auf,  und  zwar  gehen 
die  negativen  Zonen  von  den  Flachen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen 
Ende  schief  abwärts  zu  einer  nächsten  Flache  eben  dieses  Hauptrhom- 
boeders am  unteren  Ende,  wahrend  die  positiven  Zonen  sich  in  gleich 
schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flächen  des  Gegenrhom- 
boeders  erstrecken.  Wir  können  hiernach,  im  Anschluss  an  die  übliche 
Ausdrucksweise,  dem  Bergkrystalle  sechs  elektrische  Pole,  abwech- 
selnd positiv  und  negativ ,  oder  drei  an  ihren  Enden  entgegengesetzt 
elektrische  Axen ,  die  mit  den  sogenannten  Nebenaxen  der  sechsseitigen 
Pyramide  zusammenfallen,  zuschreiben. 

Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elektrischen  Zonen  vom 
oberen  Ende  nach  dem  unteren  ziehen,  ist  nun  aber  bei  den  beiden  Modi- 
ficationen  des  Bergkrystalles,  den  sogenannten  rechten  und  linken  Kry- 
stallen  verschieden ;  sie  ist  nämlich  stets  parallel  mit  den  Streifungen  der 
Rhombenflächen  oder  parallel  mit  den  Combinationskanten  dieser  Flä- 
chen mit  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die 
positiven  Zonen,  welche  zwischen  den  Flächen  der  Gegen rhomboeder 
liegen,  stets  über  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  müssen, 
welche  an  ihren  oberen  und  unteren  Endpunkten  Hhombenflächen  tra- 
gen, oder  dass  die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der 
elektrischen  Axen  in  die  Mitten  der  eben  bezeichneten  verticalen  Kanten 
des  Prismas  fallen,  während  die  negativen  Pole  oder  negativen  End- 
punkte der  elektrischen  Axen  den  dazwischenliegenden  Prisrnenkanten 
angehören. 
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Suchen  wir  im  hexagonalen  Systeme  diejenige  hemiedrischc  Kry- 
stallgestalt ,  welche  bei  ihrem  Uebergange  in  eine  scheinbar  holoedrische 
sechsseitige  Pyramide  in  ihren  Flachensystemen  dieselbe  Lage  zeigt,  wie 
die  elektrischen  Zonen  am  Bergkrystalle  sie  darbieten,  so  erhalten  wir  als 
solche  das  hexagonale  Trapezoeder;  je  zwei  zu  dem  einen  Eckpunkte 
einer  Nebenaxe  gehörige  Flachen  bezeichnen  die  Strecken,  über  welche 
sich  die  einzelnen  elektrischen  Zonen  ausdehnen.  Je  nachdem  nun  aber 
bei  der  Bildung  des  Trapezoeders  die  einen  oder  die  anderen  zwei  an  dem 
Eckpunkte  einer  Nebenaxe  der  zwölfseitigen  Pyramide  gelegenen  Flachen 
wachsen,  entsteht  ein  rechtes  oder  ein  linkes  hexagonalcs  Trapezoeder. 
Ein  Blick  auf  Fig.  4  Taf.  I  und  Fig.  24  Taf.  II  lehrt  sofort,  dass  in  einem 
sogenannten  rechten  Krystalle  (Fig.  4)  ein  linkes  (vergl.  S.  386),  und  in 
einem  sogenannten  linken  Krystalle  (Fig.  24)  ein  rechtes  hexagonales 
Trapezoeder  enthalten  ist.  Sonach  sind  also,  wenn  wir  die  Benennung 
des  rechten  und  linken  Trapezoeders  in  der  bisher  üblichen  Weise  bei- 
behalten, die  bisherigen  Bezeichnungen  rechte  und  linke  Bergkrystalle, 
wenn  sie  die  in  ihm  enthaltene  Krystallgestalt  ausdrücken  sollen ,  in  die 
entgegengesetzten  umzuwandeln ;  die  Drehungen  der  Polarisations- 
ebene des  Lichtes  erfolgen  dann  in  dem  rechten  Krystalle  links  um,  und 
in  dem  linken  Krystalle  rechts  um. 

Die  Drehung  der  Polarisalionsebene  ist  ein  allerdings  mit  der  Kry- 
stallgestalt, aber  in  einer  uns  noch  unbekannten  Weise,  zusammenhan- 
gendes Phänomen,  und  wir  haben  daher  keinen  Grund,  in  einem  die 
Polarisalionsebene  rechts  drehenden  Krystalle  gerade  ein  rechtes  Trape- 
zoeder vorauszusetzen  und  umgekehrt.  Ganz  anders  ist  dies  mit  der 
elektrischen  Vei  theilung ,  welche  durch  ihre  Zonen  in  der  allerbeslimm- 
testen  Weise  die  zu  demselben  Eckpunkte  einer  Nebenaxe  gehörigen 
zwei  Flachen  (das  zusammengehörige  Flachenpaar)  kennzeichnet ,  und 
damit  den  Krystall  als  rechten  oder  linken  darstellt. 

In  einem  an  beiden  Endpunkten  der  Hauptaxe  vollkommen  aus- 
gebildeten Krystalle  mit  abwechselnd  grösseren  Flachen  des  Ilaupt-, 
und  kleineren  Flachen  des  Gegenrhomboeders ,  so  wie  mit  massig  aus- 
gedehnten Prismenflachen  und  mit  6  Rhombenflächen,  zu  je  zwei  auf 
den  abwechselnden  Kanten,  stellt  sich  nun  die  elektrische  Verlheilung 
folgendermassen  dar : 

Bei  einem  sogenannten  rechten  Krystalle  sind  die  Pi 'ismenflachen 
nahe  durch  die  von  links  unten  nach  rechts  oben  gehenden  Diagonalen 
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in  zwei  elektrisch  verschiedene  Hälften  getheilt ;  die  an  einer  Flache 
des  Hauptrhomboeders  liegende  Hälfte  ist  negativ,  die  an  einer  Fläche 
des  Gegenrhoraboeders  liegende  dagegen  positiv ,  und  zwar  gehen,  wie 
bereits  wiederholt  bemerkt,  die  positiven  Zonen  Uber  diejenigen  verti- 
calen  Kanten  des  Prismas,  welche  oben  und  unlen  die  Rhombenflachen 
tragen.  Die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen  Ende  erschei- 
nen auf  ihrer  Mitte  und  am  linken  Rande  negativ,  am  rechten  Rande 
positiv ;  die  Flächen  desselben  Rhomboeders  am  unteren  Ende  verhalten 
sich  ebenso,  müssen  also  auf  ihrer  Mitte  und  dem  rechten  Rande  nega- 
tiv, am  linken  Rande  positiv  sein.  Ganz  in  derselben  Weise,  nur  mit 
entgegengesetzten  Elektricitaten  treten  die  Flachen  des  Gegenrhomboe- 
ders  auf. 

Bei  einem  sogenannten  linken  Kryslalle  gelten  dieselben  Sätze  nur 
mit  den  durch  die  andere  Richtung  der  Zonen  bedingten  Modifikationen. 
Die  Diagonalen,  welche  auf  den  Prismenflachen  die  beiden  entgegen- 
gesetzt elektrischen  Hälften  scheiden,  gehen  von  rechts  unten  nach  links 
oben;  aber  gerade  wie  zuvor  liegt  das  negative  Flächenstück  an  der 
Flache  des  Haupt-,  und  das  positive  Flächenstück  an  der  Fläche  des 
Gegenrhoraboeders,  und  gehen  die  positiven  Zonen  Uber  die  mit  Rhom- 
benflächen  versehenen  Kanten  hinweg.  Die  Flächen  des  Hauptrhom- 
boeders erscheinen  am  oberen  Ende  auf  ihrer  Mitte  und  dem  rechten 
Rande  negativ,  am  linken  Rande  positiv,  am  unteren  Ende,  in  ihrer 
Mitte  und  linken  Rande  negativ,  am  rechten  Rande  positiv,  während 
die  Flächen  des  Gegen  rhomboeders  in  entsprechender  Weise  die  ent- 
gegengesetzte Polarität  darbieten. 

Ich  habe  auf  den  Flüchen  der  beiden  Rhoniboeder  zuvor  beide 
Elektrizitäten,  jedoch  in  verschiedenen  Ausdehnungen  und  Intensitäten 
angegeben ;  es  fragt  sich ,  ob  dies  nicht  blos  eine  Folge  des  Zwischen- 
schiebens der  Prismenflächen  ist,  und  ob  nicht  bei  einer  gewissen 
Grösse  dieser  letzteren  auch  eine  solche  Verkeilung ,  wie  wir  sie  beim 
Krystall  Nr.  XI  Fig.  24  Tal'.  II  am  unleren  Ende  linden,  wo  die  Flüchen 
des  Hauplrliomboeders  uberall  negativ,  die  des  Gegenrhoraboeders  da- 
gegen überall  positiv  erscheinen,  als  eine  völlig  normale  zu  betrachten 
ist.  Jedoch  wird  die  Intensität  der  elektrischen  Erregung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  einer  solchen  Fläche  verschieden  sein  müssen ,  und 
namentlich  an  denjenigen  Rändern,  wo  zuvor  die  entgegengesetzte  Pola- 
rität angeführt  wurde,  nur  schwach  auftreten  können. 
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Die  zuvor  beschriebene  regelmässige  Vertheilung  der  Elektricität 
am  Bergkrystall  kann  nun  aber  durch  mancherlei  Umstände  abgeändert 
werden.  Gesetzt  der  Krystall  ist  nicht  ringsum  in  gleicher  Weise  voll- 
kommen ausgebildet,  sondern  mit  seinem  einen' Ende  aufgewachsen, 
und  entwickelt  sich  erst  von  hier  aus,  aus  einer  trüben  verworrenen 
Masse,  zu  einer  vollkommenen  Kt ystallisation  seines  oberen  Endes:  so 
wird  dieses  obere  Ende  für  die  Vertheilung  der  Elektricität  massgebend 
und  bestimmend  sein.  Die  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders 
zeigen  die  zuvor  beschriebene  elektrische  Vertheilung;  von  den  Flächen 
des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  gehen  die  negativen  Zonen  bei  den 
sogenannten  rechten  Krystallen  in  schiefer  Richtung  von  rechts  oben 
nach  links  unten ,  und  bei  den  sogenannten  linken  Krystallen  in  schiefer 
Richtung  von  links  oben  nach  rechts  unten  herab ,  während  von  den 
Flächen  des  Gegenrhomboeders  die  positiven  Zonen  in  gleich  schiefer 
Richtung  abwärts  ziehen,  und  dabei  Uber  die  Kanten ,  welche  oben  die 
Rhombenflächen  tragen,  hinweglaufen.  Die  Schiefe  in  der  Richtung  der 
Zone  ist  nach  den  Umständen  sehr  verschieden .  so  dass  in  vieleu  Fällen 
die  Grenzen  der  Zonen  nahe  mit  den  Rändern  der  Prismenfläcnen  par- 
allel laufen. 

Durch  weitere  Störungen  in  der  Krystallisation  (Wechsel  von  rech- 
ten und  linken  Bildungen?)  gewinnen  einzelne  der  Zonen  eine  grössere 
Ausdehnung  als  andere,  ja  es  kommen  vielfach  Fälle  vor,  in  denen 
eine  Zone  durch  die  benachbarten  entgegengesetzt  elektrischen  unter- 
druckt wird,  und  sich  nur  noch  durch  eine  Schwächung  der  entgegen- 
gesetzten Polarität  kundgibt.  Sehr  gewöhnlich  drucken  sich  auch  solche 
Störungen  durch  die  Grössenverhältnisse  der  Begrcnzungsflächen  aus, 
und  ich  habe  im  Vorhergehenden  wiederholt  Anlass  genommen,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  anomalen  Ausbildungen  der  Flächen  und  Stö- 
rungen der  regelmässigen  elektrischen  Vertheilung  hinzuweisen. 

Bei  ringsum  ausgebildeten  Krystallen ,  bei  denen  beide  Enden  der 
Hauptaxe  gleich  vollkommen  erscheinen  (beide  von  gleicher  Klarheit  und 
mit  grossen  Flachen  des  Haupt-  und  kleinen  Flächen  des  Gegenrhom- 
boeders in  regelmässiger  Abwechselung  versehen) ,  bleibt ,  wie  bereits 
S.  357  hervorgehoben,  die  elektrische  Vertheilung  ungeändert,  wenn 
man  den  Krystall  umkehrt ,  d.  h.  das  zuvor  als  oberes  betrachtete  Ende 
zum  unteren  macht.  Dies  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  der  Krystall 
zwar  ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt ,  doch  an  dem  einen  Ende 
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eine  vollkommenere  Bildung  (in  grösserer  Klarheit  und  regelmassigerer 
Abwechselung  von  grossen  und  kleinen  Flächen  des  Haupt-  und  Gegen- 
rhomboeders  sich  aussprechend)  zeigt,  als  an  dem  anderen.  Um  in  einem 
solchen  Falle,  wie  z.  6.  der  Krystall  Nr.  XII  Fig.  2»  Taf.  II  ihn  darstellt, 
die  Yertheilung  der  Elektricilät  zu  bestimmen,  hat  man  von  dem  oberen 
vollkommeneren  Ende  auszugehen  ;  auf  den  Flüchen  seiner  Rhomboeder 
wird  man ,  wenn  keine  weiteren  Störungen  vorliegen,  die  normale  Ver- 
theilung  finden;  von  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gehen  dann 
die  negativen  und  von  den  Flächen  des  Gegen rhomboeders  die  positiven 
Zonen  in  mehr  oder  minderer  Schiefe,  je  nach  der  Kraft  und  Regelmässig- 
keil  des  unteren  Endes,  und  zwar  je  nachdem  wir  es  mit  einem  soge- 
nannten rechten  oder  linken  Krystall  zu  thun  haben,  in  verschiedenen 
Richtungen  abwärts.  Fehlen  äussere  Kennzeichen  zur  Bestimmung  des 
Sinnes  der  Drehung,  so  ergibt  die  elektrische  Prüfung  sowohl  der  Rhoro- 
boeder-  als  auch  der  Prismenflächen  (vergl.  S.  364  u.  371)  sofort,  ob 
ein  sogenannter  rechter  oder  linker  Krystall  vorliegt. 

Ladern  sich  Schichten  verschiedener  Krystalle  in  verschiedenen 
Stellungen  übereinander,  so  wird  diese  Ueberlagerung,  falls  ungleich- 
namige Zonen  über  einander  fallen,  eine  Schwächung  in  der  Intensität 
der  Elektricität  bewirken,  während  die  Einkeilung  eines  Bruchstückes 
eines  Krystalles  in  einen  andern  sich  ausser  durch  Schwächung  der 
elektrischen  Polarität  auch  durch  mehrfache  Abwechselungen  in  den 
Zonen  bemerklich  machen  kann. 

B.    In  krystallographischer  Beziehung. 

Für  die  Auflassung  von  Weiss,  wonach  die  Grundform  des  Berg- 
krystalles  die  hexagonale  Pyramide,  also  eine  holoedrische  Gestalt  sein 
soll,  wird  sich  jetzt  Niemand  mehr  erklären;  es  scheint  also  nur  die  Wahl 
zwischen  der  von  Hauy  und  der  von  Naumann  aufgestellten  Ansicht 
übrig  zu  bleiben ;  nach  erslerer  würde  der  Bcrgkrystall  der  scalenoedri- 
schen  Abtheilung  der  hemiedrischen  Formen  des  hexai?onalen  Systems 
angehören,  während  er  nach  Naumann  zu  der  trapezoedrischen  Ab- 
theilung der  tetartoedrischen  Formen  eben  dieses  Systemes  zu  stellen 
wäre. 

Aus  den  vorstehend  mitgetheillen  Untersuchungen  Uber  die  thermo- 
elektrischen  Verhältnisse  des  Bergkrystalles  lässt  sich  indess  der  Nachweis 
fuhren,  dass  auch  diese  beiden  Ansichten  in  der  Natur  des  Bergkrystalles 
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nicht  begründet  sind ;  die  Wahrheit  liegt  zwischen  beiden  Ansichten  ge- 
wissermassen  in  der  Mitte:  der  Bcrgkrystall  gehört  der  hemiedrischen 
Abtheilung  des  hexagonalen  Systemes,  jedoch  nicht,  wie  Hauy  wollte, 
der  scalenoedrischen,  sondern  der  trapezoedrischen  Abtheilung  an,  wo- 
bei ich  indess  gleich  hinzufüge,  dass  durch  eine  besondere  Eigentümlich- 
keit ,  welche  der  Bergkrystall  eben  seines  thermoelektrischen  Verhaltens 
wegen  besitzen  muss ,  gewisse  Gestalten  allerdings  der  von  Naumann 
angenommenen  trapezoedrischen  Tetartoedrie  entsprechend  auftreten. 

Nach  der  Meinung  der  Kryslallographen  ist  bisher  die  trapezoedri- 
sche  Hemiedrie  noch  an  keinem  Minerale  beobachtet  worden ;  ich  musste 
also  um  so  mehr  Bedenken  tragen,  dieselbe  beim  Bergkrystalle  anzu- 
nehmen ;  jedoch  lassen  die  von  mir  beobachteten  elektrischen  Phänomene 
keine  Wahl  übrig. 

Was  zunächst  die  Gruppirung  der  Flächen  an  der  zwölfseitigen  Pyra- 
mide (als  der  allgemeinsten  Form  der  hexagonalen  Gestalten)  zu  gewissen 
Systemen  betrifft,  so  ist  die  in  der  Krystallographie  übliche  Weise,  die 
Uber  einem  Sextanten  der  Basis  gelegenen  vier  Flachen  (zwei  obere  und 
die  entsprechenden  zwei  unteren)  zu  einem  Systeme  zusammenzufassen, 
mit  dem  im  Vorhergehenden  dargelegten  Verhalten  des  Bergkryslalles 
nicht  vereinbar,  weil  dieselbe,  wenn  sie  auch  schliesslich  zu  derselben 
äusseren  Gestalt  führt,  doch  eine  Beziehung  in  die  Formen  trägt,  die  der 
Wirklichkeit  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  bisher  die  drei  Nebenaxen  (d.  h.  die  Diagonalen  des  regel- 
mässigen Sechseckes,  welches  die  Basis  der  gleichschenkligen  sechssei- 
tigen Pyramide  bildet)  gewissermassen  nur  eine  ideelle  Existenz  behufs 
der  krystallographischen  Ableitungen  besassen,  so  liefern  die  vorstehen- 
den Untersuchungen  den  Beweis  für  ihre  physische  Existenz.  Die  zu- 
vor erwähnte  Gruppirung  der  Flächen  zu  vierflächigen  Systemen,  welche 
über  einem  Sextanten  der  Basis  liegen,  ist  nun  wohl  mit  einer  blos  be- 
hufs krystallographischer  Ableitungen  gemachten  Annahme  dreier  Neben- 
axen verträglich,  dagegen  mit  der  beim  Bergkrystall  nachweisbaren  phy- 
sischen Existenz  dieser  Axen  unvereinbar,  indem  sie  einerseits  die  zu 
einem  Endpunkte  einer  Ncbenaxe  gehörigen  und  eben  deshalb  gleich- 
artigen Flächen  auseinander  reisst  und  zwei  verschiedenen  Systemen  zu- 
theilt,  und  andererseits  ungleichartige  zu  gerade  entgegengesetzt  be- 
schaffenen Halbaxen  gehörige  Flächen  in  ein  System  vereinigt.  Nalur- 
geraäss  haben  wir  also,  wenigstens  beim  Bergkrystalle,  nicht  die  über 
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einem  Sextanten  der  Basis,  sondern  vielmehr  die  um  den  Endpunkt 
einer  Nebenaxe  liegenden  und  eben  wegen  ihrer  Zugehörigkeit  zu  einer 
und  derselben  Halbaxe  physisch  gleichartigen  vier  Flachen  zu  einem  Sy- 
steme zusammenzufassen. 

Bilden  wir  aus  der  zwölfseitigen  Pyramide  die  beiden  hemiedri- 
schen  Körper,  indem  wir  nur  die  abwechselnden  Flachen  derselben  zur 
Ausbildung  gelangen  lassen,  so  entstehen,  je  nachdem  wir  die  einen  oder 
anderen  Flachen  beibehalten,  die  beiden  sich  wie  rechts  zu  links  verhal- 
tenden hexagonalen  Trapezoeder.  Gruppirten  wir  die  Flachen  nach  der 
bisher  üblichen  Weise,  so  würden  in  diesen  Trapezoedern  jedes  Mal  zwei 
in  einer  secundären  (d.  h.  den  Endpunkt  einer  Nebenaxe  nicht  enthal- 
tenden) Mittelkante  zusammenstossende  Flachen  zu  einem  Systeme  gehö- 
ren; fassen  wir  dagegen  die  um  eine  Halbaxe  liegenden  Flachen  zusam- 
men, so  bilden  die  beiden  in  einer  primären  Mittelkante,  deren  Mitte  den 
Endpunkt  einer  Halbaxe  enthalt,  zusammenstossenden  Flachen  ein  Sy- 
stem. Die  vorstehenden  Untersuchungen  liefern  nun  durch  die  Lage  der 
elektrischen  Zonen  den  strengen  Beweis,  dass  beim  Bergkryslall  das 
Letztere  der  Fall  ist. 

Die  altere  Weise  der  Gruppirung  der  Flachen  entlehnte  die  Benen- 
nung der  beiden  Trapezoeder  als  linkes  und  rechtes  von  dem  Umstände, 
ob  in  jedem  Sextanten  die  obere  linke  oder  die  obere  rechte  Fläche  zur 
Ausbildung  gelangt  ist.  Wollten  wir  ein  ahnliches  Verfahren  auf  die  Be- 
nennung bei  der  neuen  Gruppirung  der  Flachen  anwenden,  und  also  die 
beiden  Trapezoeder  nach  der  Lage  ihrer  oberen  Flache  in  Bezug  auf  die 
Halbaxe,  zu  welcher  sie  gehören,  bezeichnen,  so  würde  die  Benennung 
natürlich  gerade  umgekehrt  zu  lauten  haben,  als  bisher.  Mir  scheint  aber 
weniger  diese  Beziehung  der  Lage  der  Flächen  gegen  ihre  Halbaxe,  als 
vielmehr,  was  freilich  eine  Folge  jener  Beziehung ,  die  schiefe  Lage  des 
aus  den  beiden  zu  einer  Halbaxe  gehörigen  Flächen  bestehenden  Syste- 
mes  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  den  beiden  hexagona- 
len Trapezoedern  zu  bilden,  und  von  ihr  dürfte  daher  auch  die  Benen- 
nung derselben  zu  entnehmen  sein.    Hall  der  Beschauer  ein  nach  der 
alteren  Auffassung  linkes  Trapezoeder  so  vor  sich,  dass  der  Endpunkt 
einer  Halbaxe  auf  ihn  gerichtet  ist,  so  zieht  sich  das  ihr  zugehörige  aus 
zwei  gleichartigen  Flachen  bestehende  System  schief  von  links  unten  nach 
rechts  oben;  denken  wir  uns  in  die Hauplaxe  dieser  Kryslallform  gestellt, 
so  müssen  wir,  um  vom  Schwerpunkte  der  unteren  Fläche  zum  Schwer- 
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punkte  der  zweiten  oberen  Fläche  des  Systemes  zu  gelangen,  eine  Dre- 
hung iinksum  ausführen.  Bei  einem  nach  der  Ulteren  Auffassung  rech- 
ten hexagonalen  Trapezoeder  wird,  um  bei  gleicher  Stellung  unseres 
Körpers  von  dem  Schwerpunkte  der  unteren  Flüche  zum  Schwerpunkte 
der  oberen  Flache  eines  Systems  zu  kommen ,  eine  Drehung  rechtsum 
erfordert.  Entlehnen  wir  von  diesen  Drehungen  die  Bezeichnungen  der 
beiden  Trapezoeder,  so  bleiben  ihre  Namen  dieselben,  wie  in  der  älteren 
Herleilung;  nur  hat  die  Bezeichnung  des  Links  und  Rechts  jetzt  einen 
andern  Sinn,  und  erhalten  die  Flächen  eine  andere  Beziehung  zu  einander. 

Treten  in  der  zu  Grunde  gelegten  zwölfseitigen  Pyramide  die  Zwi- 
schenaxen  (welche  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  regulären  Hcxagons 
gehen;  so  weit  zurück ,  dass  eine  gleichschenklige  sechsseitige  Pyramide 
entsteht ,  so  gehen  die  beiden  hexagonalen  Trapezoeder  in  zwei  zwar 
äusserlich  gleich  gestaltete,  aber  physisch  von  einander  verschiedene 
gleichschenklige  sechsseitige  Pyramiden  über.  In  jeder  dieser  beiden 
Pyramiden  gehören  von  den  um  den  Endpunkt  einer  Halbaxe  gelegenen 
vier  Flächen  nur  zwei  dieser  Halbaxe  an ,  während  die  beiden  anderen 
auf  die  benachbarten  Halbaxen  zu  beziehen  sind;*)  je  nachdem  wir  es 
mit  einem  linken  oder  rechten  Körper  zu  thun  haben ,  wird  das  zu  einer 
Halbaxe  gehörige  aus  zwei  Flächen  bestehende  System  entweder  von 
links  unten  nach  rechts  oben,  oder  von  rechts  unten  nach  links  oben  ge- 
richtet, und  also  in  ihm  der  Sinn  einer  Drehung  ausgedrückt  sein.  Doch 
bietet  die  äussere  Form  einer  solchen  hexagonalen  Pyramide  kein  Mittel 
dar,  den  Sinn  dieser  Drehung  zu  erkennen. 

Lassen  wir  die  Hauptaxc  der  eben  genannten  Gestalt  unendlich  wer- 
den, so  entsteht  ein  sechsseitiges  Prisma  mit  regulärem  Querschnitt;  je- 
doch sind  die  Flächen  desselben  nicht  in  ihrer  ganzen  Erst  reckung  gleich- 
artig, sondern  in  ihrer  linken  und  rechten  Hälfte  wegen  Zugehörigkeit 
derselben  zu  verschiedenen  Halbaxen  verschieden.  Könnte  ein  solches 
Prisma  allein  für  sich  erscheinen,  so  würde  die  Trennungslinie  der  bei- 
den ungleichartigen  Hälften  einer  Fläche  die  mit  den  Seitenkanten  par- 
allele Mittellinie  sein.  Dies  muss  sich  jedoch  ändern,  wenn  blos  ein  kur- 
zes Stück  eines  solchen  Prismas  zwischen  die  Flächen  der  sechsseitigen 
Pyramide  eingeschaltet  ist;  dann  wird  die  Trennungslinie  in  ihrer  Rich- 
tung sich  mehr  und  mehr  der  einen  oder  anderen  Diagonale  der  Pris- 

•)  Yergl.  auch  das  über  den  Boracit  Bd.  VI  S.  1 U3  dieser  Abhandlungen  Gesagte. 
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menfläche  nahern,  weil  eine  Verbindung  jeder  Flache  der  sechsseitigen  Py- 
ramide an  dem  einen  Ende  mit  der  zugehörigen  Flache  am  anderen  Endo 
durch  gleichartige  Stücke  der  Prismenflächen  gefordert  wird.  Nehmen  wil- 
der Einfachheit  wegen  den  äusserten  Fall ,  wo  die  eine  Diagonale  die 
Grenze  zwischen  den  beiden  ungleichartigen  Hälften  der  Prismenflache 
bildet,  so  würde  diese  Trennungslinie  bei  einem  linken  Krystalle  von  links 
unten  nach  rechts  oben,  und  bei  einem  rechten  Krystalle  von  rechts  un- 
ten nach  links  oben  Uber  die  Prismenflachen  gehen.  In  wie  weit  die 
Lage  jener  Trennungslinie  der  Erfahrung  gemäss  sich  ändert,  ist  bereits 
oben  S.  383  u.  384  angegeben  worden. 

Bekanntlich  äussert  der  Bergkrystall  auf  einen  ihn  parallel  mit  sei- 
ner Hauptaxe  durchdringenden  polarisirten  Lichtstrahl  eine  eigenthüm- 
liche  Wirkung  in  der  Weise,  dass  die  ursprüngliche  Polarisationsebene  des 
Strahles  nach  seinem  Austritte  aus  dem  Krystalle  eine  Drehung  in  der 
einen  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  erlitten  hat.  Es  wäre  möglich, 
wenngleich  nicht  wahrscheinlich,  dass  die  bisher  betrachteten  Formen  der 
hexagonalen  Trapezoeder  allein  schon  genügten ,  um  die  eben  erwähnte 
optische  Eigenschaft  hervorzubringen ;  dagegen  sind  diese  Formen  zur 
Erzeugung  der  thermoelektrischen  Eigenschaften,  wenigstens  wie  wir  sie 
beim  Bergkrystalle  gefunden  haben,  noch  unzureichend.  Die  vorstehen- 
den Versuche  haben  dargethan ,  dass  die  thermoelektrischen  Axen  des 
Bergkrystall  es  mit  seinen  Nebenaxen  zusammenfallen,  so  dass  die  beiden 
Endpunkte  einer  und  derselben  Nebenaxe  oder  die  benachbarten  End- 
punkte benachbarter  Nebenaxen  polarisch  entgegengesetzt  sind.  Wo  aber 
bisher  an  ihren  Enden  polarisch  entgegengesetzte  elektrische  Axen  be- 
obachtet wurden ,  haben  sie  sich  stets  mit  einer  verschiedenen  Ausbil- 
dung ihrer  Enden,  also  mit  dem  Auftreten  des  sogenannten  Hemimor- 
phismus  verknüpft  gezeigt,  und  diesem  Gesetze  werden  also  auch  die 
elektrischen  Axen  des  Bergkrystalles  d.  h.  seine  Nebenaxen  unter- 
worfen sein. 

Die  ki  \  allographischen  Beobachtungen  an  den  übrigen  thermo- 
elektrischen Krvstallen  haben  nun  gezeigt,  dass  es  nicht  absolut  nothwendig 
ist,  dass  sämmtliche  Flächen  an  dem  einen  Ende  der  hemimorphischen 
Axe  von  sämmtlichen  Flächen  am  anderen  polarisch  entgegengesetzten 
Ende  gänzlich  verschieden  sind  (wie  dies  z.  B.  bei  dem  von  Kose*;  ab- 


♦)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1843.  Taf.  I  Fig.  i. 
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gebildeten  Kryslalle  von  Kieselzinkerz  der  Fall  ist),  sondern  dass  es  schon 
genügt,  wenn  (wie  dies  gewöhnlich  zutrifft)  nur  einThcil  der  Flachen  an 
dem  einen  Ende  von  den  Flächen  am  anderen  Ende  abweicht  ,  ja  dass 
bei  selbst  krystallographisch  gleichen  Flüchen  an  beiden  Enden  schon 
eine  verschiedene  Ausbildung  derselben,  die  ihre  Verschiedenheit  ausser 
in  der  Grösse  auch  noch  in  einer  abweichenden  physikalischen  Be- 
schaffenheit kund  geben  kann  (wie  z.  B.  beim  Boracit),  zur  Ausprägung 
eines  elektrischen  Gegensatzes  zwischen  den  beiden  Enden  der  elek- 
trischen Axe  ausreicht. 

Zuvor  ist  erlüutert,  dass  die  sechsseitige  Pyramide,  wie  sie  beim 
Bergkrystalle  erscheint,  nicht  die  gewöhnliche  holoedrische,  sondern 
vielmehr  eine  dem  hexagonalen  Trapezoeder  entsprechende  hemiedrische 
Gestalt  ist,  bei  welcher  nur  durch  die  Axenverhültnisse  die  trianguläre 
Form  der  Flüchen  bedingt  wird ;  es  gehören  bei  ihr  von  den  um  den 
einen  Endpunkt  einer  Halbaxe  liegenden  vier  Flüchen  stets  nur  zwei  ein- 
ander gegenüberliegende  zu  dieser  Halbaxe.  Tritt  nun  an  den  Nebenaxen 
dieser  Gestalt  ein  Hemimorphismus  auf  ,  der  sich  nur  in  einer  ungleich- 
grossen  Ausbildung  der  zu  den  polarisch  entgegengesetzten  Enden  einer 
Nebenaxe  gehörenden  Flüchen  ausdrückt ,  so  geht  die  Form  der  sechs- 
seitigen Pyramide  mit  gleich  stark  ausgebildeten  Flüchen  in  eine  schein- 
bare Combination  zweier  in  verwendeter  Stellung  zu  einander  stehender 
Khomboeder  mit  ungleich  ausgebildeten  Flüchen  über,  wie  wir  solche 
beim  Quarz  in  der  That  antreffen.  Je  nuchdem  der  Krystall  ein  linker 
oder  ein  rechter  ist ,  gehören  die  Flüchen  von  gleicher  Ausbildung  ent- 
weder in  der  Richtung  von  links  unten  nach  rechts  oben  oder  von 
rechts  unten  nach  links  oben  zu  einander. 

Die  zu  den  polarisch  entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Neben- 
axe gehörigen  Flüchensysteme  unterscheiden  sich  aber  von  einander  nicht 
blos  durch  ihre  verschiedene  Grösse,  sondern  öfter  auch  noch  durch  Glanz 
und  Glatte,  wie  ein  solcher  Unterschied  ebenfalls  beim  Boracit  auftritt. 

Diese  verschiedene  Beschaffenheit  der  Flüchen  übertrügt  sich  öfter 
auch  auf  die  Flüchen  des  sechsseitigen  Prismas;  kann  jedoch  nur  hervor- 
treten, wenn  das  eine  Ende  der  Hauptaxe  allein  oder  stürker  (oder  voll- 
kommener) ausgebildet  ist  als  das  andere,  und  infolge  dessen  die  Bildung 
der  Prismenflüchen  gewissermassen  beherrscht,  wie  ich  dies  früher  nach- 
gewiesen habe ;  bei  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  voll- 
kommen ausgebildeten  Krystalle  kann  durch  die  hemimorphische  Bildung 
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in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  der  Prisnicnflächen  gar  kein  Unterschied 
einlrelen  und  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glatte  würde  ein  solcher  nur 
Theile  derselben  treffen  können. 

Die  sogenannte  gleichschenklige  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Art 
entsteht  aus  der  ersten  sechsseitigen,  indem  wir  die  sömmtlichen  Neben- 
axen  im  Verhältniss  von  1 : 2  verlangern  und  je  durch  einen  neuen  und  alten 
Endpunkt,  sowie  durch  die  Endpunkte  der  Hauptaxe  Flachen  legen.  Unter- 
werfen wir  diese  Gestalt  dem  Gesetze  des  Hemimorphismus,  so  dürfen  wir 
nur  eineHalbaxe  um  die  andere  verlangern,  und  erhalten  dann  durch  die 
angegebene  Conslruclion  eine  dreiseitige  Pyramide,  bei  welcher  die  Mit- 
telpunkte der  Grundlinien  ihrer  Dreiecke  in  die  Endpunkte  der  nicht  ver- 
längerten Halbaxen  fallen.  Uebrigens  entsprechen  im  vorliegenden  Falle, 
wo  wir  die  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Art  als  hemiedrischc  Form 
aufzufassen  haben,  die  Flachen  derselben  und  also  auch  die  Flachen  der 
aus  ihr  durch  Hemimorphismus  entstandenen  trigonalen  Pyramiden  nicht 
sammllichen  vier  um  den  Endpunkt  einer  Nebenaxe  gelegenen  Flachen 
der  zwölfseitigen  Pyramide,  sondern  nur  je  zwei  an  einem  solchen  End- 
punkte gegenüberliegenden. 

Da  die  Formen  der  linken  und  rechten  trigonalen  Pyramiden  abso- 
lut zusammenfallen,  so  vermag  die  blosse  äussere  Gestalt  einer  trigona- 
len Pyramide  (also  abgesehen  von  der  Oberflachenbeschaffenheil  in  kei- 
ner Weise  den  Sinn  einer  Drehung  auszudrücken;  dagegen  weisen  ihre 
Flflchen  auf  einen  polarisch  entgegengesetzten  Zustand  der  beiden  End- 
punkte einer  Halbaxe  hin,  und  zwar  auf  ein  minderes  Hervortreten  der- 
jenigen Halbaxen,  welche  in  der  Mitte  der  Basen  ihrer  Flächen  endigen. 
Auf  ein  anderes  minderes  Hervortreten  gewisser  Halbaxen  wies  nun  auch 
die  ungleiche  Ausbildung  der  Flachen  der  sechsseitigen  Pyramide  hin ;  die 
beiden  minder  ausgebildeten  Pyramidenflachen  sammt  den  Flachen  einer 
trigonalen  Pyramide  sind  also  auf  denselben  Endpunkt  einer  Nebenaxe  zu 
beziehen,  und  wahrend  einerseits  die  ungleich  grossen  Flachen  der  sechs- 
seitigen Pyramide  zwar  eine  Drehung  andeuteten ,  dagegen  den  Sinn 
derselben  nicht  bestimmten,  andererseits  die  Flächen  der  trigonalen 
Pyramide  für  sich  keine  Drehung,  sondern  nur  einen  Unterschied  in 
den  Endpunkten  einer  Nebenaxe  nachwiesen,  vermögen  beide  vereint 
mit  Bestimmtheit  den  Sinn  der  Drehung  oder  die  Zusammengehörigkeit 
der  Flächen  mit  den  Axen  zu  bezeichnen.  Je  zwei  kleine  Flachen  der 
sechsseitigen  Pyramide  gehören  mit  dem  Eckpunkte  oder  dem  Mittel- 
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punkte  der  Prismenkante,  welche  oben  und  unten  die  Flachen  der  trigo- 
nalen  Pyramide  trügt,  zu  einer  gleichartigen  Zone. 

Es  ist  bereits  mehrfach  erwähnt  worden,  dass  der  Hemimorphismus 
nicht  unbedingt  verlangt,  dass  Flächen,  welche  an  dem  einen  Ende  der 
elektrischen  Axe  auftreten,  an  dem  anderen  gänzlich  fehlen,  sondern  dass 
eine  mehr  oder  minder  starke  Ausbildung  oder  eine  verschiedenartige 
Beschaffenheit  der  Flächen  schon  genügt;  wie  z.  B.  beim  Turmalin  aus 
Chursdorf*)  die  gerade  Endfläche  an  beiden  Enden  der  Hauptaxen  oder 
beim  Boracite  beide  Tetraeder  vorkommen.  Nach  Analogie  mit  diesem 
Verhalten  desTurmalins  und  Boracits  würde  also  auch  beim  Bergkrystalle 
der  Fall  möglich  sein ,  dass  an  ihm  beide  trigonale  Pyramiden ,  wenn 
auch  in  verschiedener  Ausdehnung,  auftreten.  Meines  Erachtens  berech- 
tigt uns  das  blosse  Vorkommen  von  trigonalen  Pyramiden  an  mehr  als 
den  drei  abwechselnden  Halbaxen  noch  nicht,  den  Kryslall  (z.  B.  den 
oben  S.  368  beschriebenen  Kryslall  Nr.  X)  für  einen  zusammengesetzten 
zu  erklären. 

Betrachten  wir  wieder  den  oben  S.  388  besprochenen  Fall,  wo  die 
Trennungslinie  der  ungleichartigen  Stücke  einer  Prismenfläche  die  eine 
oder  andere  Diagonale  derselben  ist,  so  leuchtet  sogleich  ein,  dass  die 
Flächen  der  trigonalen  Pyramiden  in  diese  Grenzen  fallen ,  dass  sie  also 
gewissermassen  auf  neutralem  Gebiete  liegen;  wie  auch  früher**)  bei 
nicht  zu  geringer  Ausdehnung  dieser  Flächen  der  Fall  vorgekommen,  dass 
die  Grenze  der  beiden  entgegengesetzten  elektrischen  Zonen  mitten  durch 
eine  solche  Fläche  hindurchging. 

In  der  Form  der  trigonalen  Pyramide  ist  ferner,  wie  schon  zuvor 
bemerkt,  jede  Drehung  aufgehoben, *M)  oder  sie  vermittelt  den  Ueber- 
gang  aus  den  linken  Gestalten  in  die  rechten ;  es  wird  uns  daher  nicht 
in  Verwunderung  setzen  dürfen ,  wenn  wir  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe 
beide  Gestalten  auftreten  sehen. 

Wird  die  Halbaxe  einer  trigonalen  Pyramide  unendlich,  so  geht  die 
Pyramide  in  ein  trigonales  Prisma  Uber,  und  wenn  auch  vorzugsweise 
die  Flachen  desselben  an  denjenigen  Halbaxen  oder  Kanten  des  Prismas, 

*)  Rose,  über  den  Zusammenhang  zwischen  der  Form  und  der  elektrischen  Pola- 
riiiit  der  Krystalle ;  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  «83«.  Taf.II.  Fig.  13. 
**)  s.  oben  den  Kryslall  Nr.  XIV  S.  372. 
***)  Die  auf  eine  solche  Drehung  hinweisenden  Streifen  haben  ihren  Grund  in 
dem  Hinzutreten  einer  anderen  KrystallgestaU. 
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welche  die  Flachen  der  trigonalen  Pyramide  tragen,  auftreten,  so  werden 
sie  doch  auch  nach  Analogie  mit  den  Vorgängen  bei  den  übrigen  thermo- 
elektrischen  Kryslallen  an  den  anderen  Halbaxen,  welche  keine  Flächen 
der  trigonalen  Pyramide  tragen,  erscheinen  können. 

Lassen  wir  nun  endlich  die  hexagonalen  Trapezoeder  selbst  in 
aller  Strenge  hemimorphisch  auftreten ,  so  erhallen  wir  aus  jedem  der 
beiden  hexagonalen  Trapezoeder  (sowohl  dem  rechten  als  dem  linken) 
zwei  trigonale  Trapezoeder;  und  zwar  gibt  jedes  hexagonalc  Trapezoe- 
der zwei  gleichsinnige  trigonale  Trapezoeder.  die  sich  nur  durch  ihre 
Zugehörigkeit  zu  den  entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Halbaxe 
unterscheiden. 

Die  trigonalen  Pyramiden  verdankten  ihre  Entstehung  dem  Hervor- 
treten der  einen  oder  dem  Zurücktreten  der  anderen  Halbaxen ;  geschieht 
bei  demselben  Vorgange  die  Verlängerung  der  einen  Halbaxen  in  einem 
kleineren  Verhältnisse  als  1  :2,  so  entstehen  die  trigonalen  Trapezoeder; 
die  Flachen  der  letzteren  werden  also  an  denselben  nalbaxen  erscheinen, 
welche  auch  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramiden  tragen.  Da  nun, 
wie  bereits  oben  bemerkt,  in  den  Flachen  der  trigonalen  Pyramide  jede 
Drehung  verschwunden  ist ,  so  werden  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  in 
verschiedenem  Sinne  gedrehte  Trapezoeder  gleichzeitig  vorkommen  kön- 
nen, wie  dies  die  Beobachtung  auch  nachweist. 

Wird  die  Hauptaxe  der  trigonalen  Trapezoeder  unendlich,  so  ent- 
stehen ditrigonale  Prismen,  welche  Zuschärfungen  der  abwechselnden 
Kanten  des  sechsseitigen  Prismas  bilden. 

Uebrigens  werden  die  trigonalen  Trapezoeder  und  ditrigonalen  Pris- 
men, wenn  sie  auch  vorzugsweise  denjenigen  Kanten  des  sechsseitigen 
Prismas  angehören,  welche  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  tragen, 
den  bis  jetzt  beim  Hemimorphismus  beobachteten  Vorgängen  gemäss 
auch  an  den  anderen  abwechselnden  Kanten  erscheinen  können,  wie 
dies  auch  nach  Descloizeaux'  Beobachtungen  in  der  Thal  Statt  findet. 


Berichtigungen: 

S.  336  Z.  40  \  on  unten  lies,  linilen  sirli  vier,  darunter  zwei  un  beulen  Seilen  u  s  >v. 
S.  336  Z  7  von  unten  ist  nach  Dauphin*  rinxiMchalten :  Kryslall  Nr.  XIV  Ii*.'.  «9  u  30  aus 
Slrieuau. 


Digitized  by  Google 


Jkkaul/.dAStksxttxk «Barn«*, 


\   A  Fi$.c.  ▲  .\rfl. 


r«f.x 


Ii.,  «i.  •:  •! 


'Di^itVzed  by  Google 


Digitized  by  Google 


I 


TAFELN  DER  EGERIA 

MIT  ZUGRUNDELEGUNG 

DER  IN  DEN  ABHANDLUNGEN 

DBB 

KÖNIGL  SÄCHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 

IN  LEIPZIG 

VERÖFFENTLICHTEN 

STÖRUNGEN  DIESES  PLANETEN 

BERECHNET  UND  MIT  EINLEITENDEN  AUFSÄTZEN  VERSEHEN 

VON 

P.  A.  HANSEN, 

MITGLIED  DEH  KftXIOL.  SACHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


Des  VIII.  Bandes  der  Abhandlungen  der  mathematisch-physischen  Classe  der  Köiiigl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

N*  IV. 


LEIPZIG 

BEI  S.  HIRZEL. 
1867. 


Digitized  by  Google 


  ^ 

BIBLIGTHECA 

HLGrLA 

\  / 


Vom  Verfasser  übergeben  den  1.  Mai  1867. 
Der  Abdruck  vollendet  den  15.  August  1S67. 


Digitized  by  Google 


TAFELN  DER  EGERTA 

MIT  ZUGRUNDELEGUNG 

DER  IN  DEN  ABHANDLUNGEN 

DER 

KÖNIGL.  SÄCHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 

IN  LEIPZIG 

VERÖFFENTLICHTEN  STÖRUNGEN  DIESES  PLANETEN 

BERECHNET  UND  MIT  EINLEITENDEN  AUFSÄTZEN  VERSEHEN 

VON 

P.  A.  HANSEN. 


Abh.udl  d.  K.  8.  Br^lUch.  4.  WiueBirb.  XIII. 


26 


Digitized  by  Google 


EINLEITUNG. 


i. 

Den  hier  nachfolgenden  Egeriatafeln  sind  die  Störungen  dieses 
Planeten  zu  Grunde  gelegt,  die  ich  in  der  dritten  Abhandlung  Uber  die 
Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  veröffentlicht 
habe  *),  auch  wurden  der  Berechnung  der  definitiven  elliptischen  Elemente 
die  a.  a.  0.  berechneten  mittleren  Elemente  zu  Grunde  gelegt.  Diese  sind : 

Für  1851  Dec.  5,0  m.  Z.  Greenwich 

c  =  18°  32'  47".6 

n  =  857'.9364 

*=  120°  11'  46".2| 

*  =    43  10  54.3  }^Aeq.  für  1851.0 

9  =     4  59  47.3 
t  =    16  32  23.3 
loga=  0.4110343 

und  beziehen  sich  auf  die  Ecliptik.  Sie  wurden  indess  nicht  in  dieser 
Form  angewandt,  sondern  es  wurden  einige  Aenderungen  damit  vorge- 
nommen. Sie  wurden  zuerst  auf  die  Epoche  1850  Jan.  0,0  m.Z.  Berlin, 
und  das  in  diesem  Zeitpunkt  statt  findende  mittlere  Aequinox,  und  hier- 
auf auf  den  in  demselben  Zeitpunkt  statt  findenden  mittleren  Aequalor 
hingeführt.   Es  ergaben  sich  hiemit  für 

1850  Jan.  0,0  m.Z.B.  und  den  in  diesem  Zeilpunkt  statt  finden- 
den mittleren  Aequator  nebst  Aequinox 

c  =  210°  46'  40*.0 
  n  =  857".9364 

*}  S.  Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berechnung  der 
absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten.  Von  P.  A.  Hansen.  Drei,  den  Abhand- 
lungen der  KÖnigl.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig  BB.  V,  VI,  Vit  ein- 
verleibte Abhandlungen. 
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n  =  122°  35'  13\8 
Ö  =    12  48  37.2 
g>  =     4  59  48.9 
i  =    37  10  41.7 
loga  =  0.4110343. 

Zu  diesem  Werthe  des  Elements  c,  der  mittleren  Anomalie  in  der 
Epoche,  ist  noch  eine  Bemerkung  zu  machen.  In  der  angezogenen  Ab- 
handlung wurde  bei  der  Ableitung  der  mittleren  Elemente  auf  die  vom 
Mars  bewirkte  kleine  Ungleichheit  langer  Periode  keine  Rücksicht  ge- 
nommen, und  dieses  war  dadurch  legitimirt,  dass  die  Berücksichtigung 
derselben  nur  auf  das  Element  c,  und  nicht  auf  die  übrigen  Elemente, 
wesentlichen  Einfluss  äussern  konnte.  Aus  diesem  Grunde  muss  der 
obige  Werth  des  Elements  c  so  betrachtet  werden,  als  würe  in  der 
Epoche  der  Werth  der  vom  Mars  bewirkten  Ungleichheit  langer  Periode 
Null,  und  bei  Berücksichtigung  derselben  in  den  Tafeln  muss  man  daher 
den  Werth  derselben  ftlr  die  Epoche  von  den  Werlhen  derselben  für 
andere  Zeiten  abziehen ,  und  nur  die  so  entstehenden  Unterschiede  an 
den  mittleren  Anomalien  anbringen. 

2. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  Planeten  so  in  Tafeln  brin- 
gen will,  dass  nicht  nur  die  kleinen  Glieder  vollständige  Berücksichtigung 
finden,  sondern  auch  die  Anwendung  der  Tafeln  möglichst  bequem  wird, 
so  muss  man  die  Form  wählen,  die  ich  den  Mond-  und  den  Sonnentafeln 
gegeben  habe;  allein  die  Berechnung  solcher  Tafeln  ist  sehr  mühsam, 
und  konnte  sich  wohl  bei  jenen  Tafeln  lohnen ,  da  daraus  jahrlich  viele 
Oerter  zu  berechnen  sind.  Da  hingegen  aus  den  Tafeln  der  kleinen  Pla- 
neten jährlich  eine  weit  geringere  Zahl  von  Oertern  genau  zu  berechnen 
sind ,  indem  die  genauen  Ephemeriden  für  die  in  die  Nähe  der  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  fallenden  Zeiten  völlig  ausreichend  sind ,  so  meine 
ich,  dass  man  bei  der  Ausarbeitung  von  Tafeln  der  kleinen  Planeten  sich 
jene  mühsame  Rechnung  ersparen  dürfe ,  wenn  gleich  dadurch  dem 
Berechner  von  Oertern  aus  diesen  Tafeln  ein  wenig  mehr  Arbeit  zuge- 
muthet  wird. 

Die  Berechnung  von  Tafeln  in  der  Form ,  wie  sie  in  den  alteren 
Planetentafeln  vorkommen,  in  welchen  man  jede  Ungleichheit  ftlr  sich  in 
eine  Tafel  von  einfachem  Eingange  brachte,  ist  zwar  sehr  einfach ,  aber 
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bei  den  kleinen  Planeten  unzweckmössig,  weil  um  hinreichende  Genauig- 
keit iin  Planetenorte  zu  erhalten,  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Tafeln  ein- 
geführt, und  diese  um  wenigstens  Eine  Decimale  weiter  ausgeführt  wer- 
den müssten,  wenn  in  der  Summe  der  Ungleichheiten  nicht  die  Genauig- 
keit verloren  gehen  soll.  Auch  würde  dem  Berechner  von  Planetenörtern 
durch  diese  Einrichtung  ein  Niederschreiben  von  sehr  vielen  Zahlen,  so- 
wohl bei  der  Bildung  der  vielen  Argumente ,  wie  beim  Ausziehen  der 
Störungen  selbst  aus  den  Tafeln  erwachsen. 

Durch  diese  Gründe  veranlasst  habe  ich  schon  vor  einer  Reihe  von 
Jahren  vorgeschlagen  die  Form  von  Störungstafeln  anzuwenden,  die 
Gauss  vor  langer  Zeit  veröffentlicht  hat,  die  zwar  dem  Berechner 
von  Planetenörtern  eine  kleine  trigonometrische  Rechnung  zumuthet, 
aber  sonst  den  Erfordernissen,  die  man  an  die  Tafeln  der  kleinen  Plane- 
ten stellen  muss,  vollständig  genügt.  Wir  haben  schon  in  den  Tafeln  der 
Melis  von  Lesser  ein  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Form.  In  den  hier 
folgenden  Egeriatafeln  habe  ich  auch  diese  Form,  aber  etwas  anders  wie 
Lesser,  eingeführt,  und  bin  überdies  darin  noch  etwas  weiter  gegangen, 
dass  ich  aus  den  Abiheilungen,  die  nur  kleine  Störungsglieder  enthalten, 
Tafeln  mit  doppeltem  Eingange  berechnet  habe,  in  welchen  das  eine 
Argument  während  Eines  Umlaufs  der  Egeria  um  die  Sonne  unver- 
änderlich ist.  Bei  den  kleinen  Störungsgliedcrn  konnten  diese  Tafeln 
ohne  grossen  Zuwachs  an  Arbeit  berechnet  werden ,  wollte  man  aber 
auch  die  Abteilungen,  die  grosse  Störungscoefücienten  enthalten,  so 
ausarbeiten,  so  würde  beträchtliche  Arbeit  erforderlich  werden,  und  man 
würde  den  Tafeln ,  um  ihre  Anwendung  nicht  unbequem  zu  machen, 
eine  sehr  grosse  Ausdehnung  geben  müssen. 

3. 

Die  in  der  Theorie,  die  ich  in  den  oben  angezogenen  Abhandlungen 
entwickelt  habe,  vorkommenden  Argumente  der  Störungsglieder  haben 
die  folgende  allgemeine  Form: 

wo  *  die  excentrische  Anomalie  des  gestörten  Planeten ,  fi  das  Verhält- 
niss  der  mittleren  Bewegung  des  störenden  zu  der  des  gestörten  Plane- 
ten, c  und  c  die  Anomalien  während  der  Zeilepoche,  und  t  und  %  ganze 
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Zahlen  sind.  Wenn  man  ausserdem  mit  g  und  g  Uberhaupt  die  mittleren 
Anomalien  dieser  beiden  Planeten  bezeichnet,  wodurch 

3  =  Ht  +  c,  j'  =  rit  -+-  c 

werden,  und  den  Ausdruck  fi  =  -  zuzieht,  so  findet  man  leicht,  dass 

die  Argumente  auch  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt  werden, 

u  —  ig  —  •>(«  —  g). 

Da  man  ig  +  i[*  —  g)  statt  tV  schreiben  kann,  so  geht  hieraus  hervor, 
dass  der  Hauptlheil  eines  jeden  Arguments  aus  der  Summe  oder  dem 
Unterschiede  von  irgend  zwei  Vielfachen  der  beiden  mittleren  Anomalien 
besteht,  welcher  eine  Verbesserung  bekommt,  die  Function  des  Unter- 
schiedes zwischen  der  excentrischen  und  der  mittleren  Anomalie  des 
gestörten  Planeten  folglich  eine  periodische  Function  ist,  die  ein  gewis- 
ses Maximum  nicht  Ubersteigen  kann. 

Bezeichnet  man  nun  mit  Q  die  Summe  der  Störungen  irgend  einer 
der  drei  Coordinaten  des  gestörten  Planeten ,  und  mit  a  i .  t")  und  b(i,  i) 
die  numerischen  Werthe  von  irgend  zwei,  von  denselben  Indices 
t  und  i'  abhängigen  Coefficienten,  so  wird 

Q  =  22*(i f)  «in  [tt-*y-t>(«-0)| 
•+■  ^'6(i,  f)  cos  \ü  -  ig  -  *>(«  - g)\ 

Man  kann  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  und  durch  die  Einfüh- 
rung einer  willkührlichen  ganzen  Zahl,  die  ich  k  nennen  werde.  Q  auf 
die  folgende  Form  bringen , 

Q  =  2^a(i,  t")  sin  |(t  -  k)e  +  [kg  -  ig]  -h  k  - 1»  («  -  g)\ 
+  |)  cos  |  (•  -  k)e  -h  [kg  -  ig]  +  (k  - 1»  («  -  g)  j 

deren  Identität  mit  der  vorhergehenden  leicht  zu  erkennen  ist.  Theilt 
man  nun  diesen  Ausdruck  in  so  viele  Theile ,  wie  verschiedene  Werthe 
von  t ,  mit  merklichen  Coefficienten  behaftet,  vorhanden  sind ,  dergestalt 
dass  in  jeder  Abtheilung  *  durchgehend«  denselben  Werth  bekommt, 
und  setzt  für  jede  Abtheilung  besonders 

p  sin  P  =  J!t'a(t,  t )  sin  (t  —  k)e  ■+•  2b(i  t)  cos  (t  —  k)t 
p  cos  P  —  Sa(i,  f)  cos  (t  -  k)6  -  £b$  t)  sin  (t  -  *> 

so  wird 

Q  =  2p  8m|/»+  fr-ftf  +(»_»>}(,  _,)| 
Hiemit  kann  jede  Abtheilung  der  Störungen  in  Eine  Tafel  gebracht 
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werden,  und  die  Zahl  aller  dieser  Tafeln  ist  für  jede  Coordinate  der  Zahl 
der  verschiedenen  Werthe,  die  der  Index  %  annimmt,  gleich. 

Es  sind  hiezu  noch  die  folgenden  Bemerkungen  zu  machen.  Die 
eingeführte  ganze  Zahl  fc,  die  theoretisch  betrachtet  vvillkührlich  ist,  hat 
den  praktischen  Nutzen,  dass  man  durch  angemessene  Bestimmung  der- 
selben bewirken  kann,  dass  die  numerischen  Werthe  der  Grössen  p  und  P, 
die  für  Werthe  von  {i  —  k)e,  die  den  ganzen  Umkreis  durchlaufen,  zu 
berechnen  sind,  möglichst  kleine  Unterschiede  bekommen,  wodurch  die 
Anwendung  der  Tafeln  sehr  erleichtert  wird.  Man  muss  um  diesen 
Zweck  zu  erreichen  k  demjenigen  Werthe  des  Index  t  gleich  setzen,  dem 
in  der  betreffenden  Abtheilung  die  grössten  Coefficienten  angehören. 
Wenn  in  einer  Abtheilung  für  zwei  Werthe  von  »  grosse  Coefficienten 
vorkommen,  dann  wird  in  der  Regel  dieser  Zweck  durch  das  ange- 
gebene Mittel  nicht  erreicht ,  aber  man  kann  alsdann  das  eine  Paar  der 
Glieder  mit  grossen  Coefficienten  ausschiessen,  und  für  sich  in  eine  Tafel 
mit  einfachem  Argument  bringen ,  wodurch  der  Zweck  wieder  erreicht 
wird.  Es  braucht  dieses  letztere  Mittel  jedoch  nur  bei  sehr  grossen  Coef- 
ficienten angewandt  zu  werden.  In  den  nachfolgenden  Tafeln  fand  ich  nur 
nöthig  die  Glieder,  die  von  t  =s  i ,  {  =  i ,  und  i  =  \ ,  %  =  3  abhangen, 
auszuschiessen ,  und  in  besondere  Tafeln  zu  bringen;  letztere  auch  nur 
in  den  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

Eine  andere  Bemerkung  besteht  darin,  dass  man  die  Grössen 
p  und  P,  die  nur  von  «  abhangen,  auf  einfache  Weise  als  Functionen  der 
mittleren  Anomalie  g  in  Tafeln  bringen  kann.  Man  braucht  zu  dem  Ende 
nur  im  Voraus  für  die  in  gleichen  Abständen  fortschreitende  Reihe  von 
Werthen  von  g ,  die  man  zu  Argumenten  der  Tafeln  machen  will ,  die 
entsprechenden  Werthe  der  excentrischen  Anomalie  zu  berechnen ,  und 
diese  in  die  Ausdrücke  für  psinP  und  p  cosP  zu  substituiren.  Man  um- 
geht hiedurch  die  ausserdem  bei  der  Berechnung  von  Oertern  aus  den 
Tafeln  anzubringende  Verbesserung  des  Arguments  g.  Will  man  aus 
einigen  der  Formen  psin(P+  etc.)  die  Tafeln  mit  doppeltem  Eingange 
berechnen,  wovon  oben  die  Rede  war,  dann  ist  die  eben  erklarte  Elimi- 
nation von  e  durchaus  nothwendig. 

4. 

Ich  werde  jetzt  die  Störungsglieder  einzeln  anführen ,  die  in  den 
nachfolgenden  Tafeln  enthalten ,  und  aus  der  dritten  der  oben  angezo- 
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genen  Abhandlungen  entnommen  sind.   Die  Coefficienten ,  die  sich  im 

Art.  149  der  dritten  Abhandlung  vorfinden,  sind  auf  die  Zeit  1850,0 
reducirt. 

1)  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

*  =  0 

Mit  /  zu  multipliciren. 

-1*6994  sin«  +0*0398  sin  2«  j 

-4.6999  cos«  +0.1018  cos2«  |  •    *    ■    Tafel  9- 

Mit  (t^)2  =  <t2  zu  multipliciren. 


—  10*271  sine  +0*035  sin  2«j 
+  2.012  cos«  +0.127  cos  2«j 

Ohne  den  Factor  t. 

—2*31  sin  «  +0*10  sin  3«  j 
+0.72  cos«  —0.1 1  cos  3«  j  ' 


Tafel  10. 


Tafel  11. 


a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 
»=1=2,  =  etc. 

Ausgeschossene  Glieder. 

Argument:  « — g' — ft(e — g)  =  K 

■  42*09  sin  AT— 184*28  sin  2AT+  2*56  sin  3Ä+ 1*09  sin  4K— 1*29  sin  M 
1 1 5.20  costf—1 40.24  cos  2Ä— 12.80  cos3Ä+4.97  cos 4Ä— 0.1 1  cos 5Ä 

Jahrliche  Aenderungen. 
-0"00182  sin  Ä-0"00452  sin  2ff-0"0031 1  sin  3Ä 
•0.00 1 1 5  cos  A+0.0061 6  cos  2K—  0.01 068  cos  3K 


Tafel  12 


Ferner  i'  =  1 ,  k  =  0 

Hülfsbogen:  D  =  g'-*-fi{t—g) 

p  sin  P  =  +3"27  sin  «—0*06  sin  2«— 0*01  sin  3*1 

—  12*26+5.98  cos  «+2.29  cos  2*— 0.77  cos  3« 
pcosP  =  —20.28+3.27  cos«— 0.58  cos2*+0.01  cos 3« 

—5.98  sin  «+2.69  sin  2«— 0.77  sin  3« 

Die  jahrlichen  Aenderungen  sind  hier  ihrer  Kleinheit  wegen  weg- 
gelassen worden. 


i  Tafel  8. 
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2,  Jfc  =  1 

Hülfsbogen:  B  =  g-%g+{\  —  9) 
psmP  =  -11*18  sin  «+4*28  sin  2«+0*23  sin  3« 

—  1 70*1 7+1 3.45  cos «+3.70  cos  2«+0.09  cos 3* 
;jcos/3  =  —174.52+11.18  cos  «+3.80  cos  2«+0.27  cos  3« 

•  +13.45  sin  «—2.82  sin  2«— 0.11  sin  3« 

Jahrliche  Aenderungen. 
p  sin  P  =  —0*00842  sin  «— 0*00090  sin  2« 

—  0*0 1 753—0.0051 0  cos  «+0.00267  cos  2« 
p  cos/»  =  +0.02581  +0.00842  cos  «— 0.00090  cos 2« 

—0.00510  sin  «— 0.00267  sin  2« 
f  =  8,  =  6,  =  9 
Ausgeschossene  Glieder. 
Argument:  —  [«— 3g'—3fi(e—gj}  =  K 

+611*11  sin  K—  19*45  sin  2£'+0*45  sin  3Ä* 
— 649.43  cosÄ'+  2.18cos2Ä  +0.57  cos  SK 

Jährliche  Aenderung. 
+0"01 829  sin  JT— 0*57249  cosJT 
Ferner  t  =  3,  k  s  2 
Hülfsbogen:  A  =  2g— 3^'+(2— 3/i)(«— g) 
»  sin  />  =  +1 8*05  sin  2«— 0"55  sin  3« 

+  25*79   —  7.82  cos  2«+0.42  cos 3* 
p  cosP  =  +736.43*)— 18.91  cos  2«+0.41  cos 3« 

—  8.04  sin  2«+0.22sin  3« 
Jahrliche  Aenderung. 
p  sin  P  mm  -0*00366  sin  2« 

+0*06468  +  0.00194  cos  2« 
/)  cos />  =  +0.01627+0.00336  cos2« 

+0.00186  sin  2« 
«  =  4,  fc  =  2 
Hülfsbogen:  W  =  2#— 4</'+(2— 4/*)(«— </) 
»  sin  P  =  +  8*93  sin  «+0*23  sin  2« 

—  3'08— 16.40  cos «—0.1 5  cos  2« 
pcosPss  +31.33+  3.81  cos«— 0.23  cos  2« 

+  17.68  sin  «—0.1 5  sin  2« 


Taf.  5. 


Taf.  13. 


Taf.  4. 


Taf.  6. 


*)  Durch  einen  Additionsfehler  sieht  in  der  Abhandlung  746"49,  oder  auf  1850.0 
reducirt  746'/43. 
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Tat  7. 


p  sin  P 


Taf.  1  4. 


Taf.1*. 


i'  =  5,  k  =  2 
Hulfsbogen:  C  =  2p— 50+(2— 5/*)(«— 9) 
p  sin  /»  =s  +  1  '57  sin  «+2"22  sin  2« 

-I-  4*22— 12.44  cos «-4-2.29  cos 2* 
p  cosP  mm  +18.07-4-  0.59  co6«+2.22  cos  2« 

+  13.58  sin  «—2.29  sin  2« 
f  mm  0,  *  —  3 
Hulfsbogen  =  3<j— 6</'+(3— 9) 
=  +2*32  sin  « —  I"  1 2  sin  2«+0"09  sin  3«  \ 

■4-1  2"1  5+0.33  cos «+0.37  cos  2«— 0.37  cos  3« 
pcosPizr  —  4.93+2.32  cos«— 0.68  cos  2«+0.09  cos  3« 

—0.33  sin  «—0.57  sin  2«+0.37  sin  3« 

r  -  7,  *  -  3 

Hulfsbogen  =  3</— 7£'+(3— 7/i)(«— g) 
p  sin  /'  =  +0"71  sin  «-0"27  sin  2«— 0"10  sin  3«, 

+  1  "77+0.1 5  cos  e+0.39  cos  2«— 0.34  cos  3« 
/)  cos  P  =  —0.57+0.87  cos e— 0.27  cos  2«— 0.10  cos  3« 

—0.29  sin  «—0.39  sin  2«+0.34  sin  3« 
i  trx  8,  k  mm  3 
Hulfsbogen  =  $g— 8$'+(3— 8/i)(«— g) 
p  sin  P  =  +0"79  sin  e— 0"1 0  sin  2«— 0"1 1  sin  3« 

+f 45+0.35  cos«+0.16  cos  2e— 0.1 3  cos  3« 
pcosP  =b  —0.58+0.79  cos«— 0.10  cos 2«— 0.11  cos 3« 

—  0.35  sin« — 0.16  sin  2«+0.13  sin  3« 
r  mm  9 

Argument:  4^— 9^'+(4— 9/i)(«— g)  =  IC 

— 0"61  sinÄ"— 0"33cosÄ" 
Von  den  vorstehenden  Abteilungen  sind  die ,  welche  von  *'  o, 
f  ==  7,  f  =  8  abhängen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange  umgewan- 
delt worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 

mm  1,  k  =  1 

Hulfsbogen  mm  </— 9"+(1  —/*)(«— 9) 
p  sin  />  =  — 0"87  sin  «-0"35  sin  2« 

—  2"40— 0.24  cose+0.27  cos  2« 
;>cosP=  —3.96+0.87  cos «+ 0.35  cos  2« 

—  0.24  sin  «+0.27sin  2« 


Taf.  19. 


Taf.  11. 


Tcif.  16- 
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2,  k  =  1 


Taf.15. 


Taf.17. 


Hülfsbogen  =  g-Zg+i*  - 
p  sin  />  =  -M"59  sin  « 

H-3"80h-1.78cos« 
/>cos/'=  h-2.03h-1.21  cos« 

-2.91  sin« 

=  3,  k  =  1 
Hulfebogen  =a=  0— V+0  —  3/u')(«— g) 
p  sin  P  tm  H-0"39  sin  «— 0"01  sin  2* 

H-0"93h-0.32cos«h-0.2I  cos2« 
pcos/>=  +0.36+0.39  cos«— 0.01  cos  2« 

— 0  32  sin «—0.21  sin  2« 

Diese  drei  Abtheilungen  sind  alle  in  Tafeln  von  doppeltem  Ein- 
gange umgewandelt  worden. 

c)  Vom  Mars  bewirkt. 
i  =  1 

Argument  tm  —  (2p— -g0),  Verb,  unmerklich. 
-0"29  sin(20-<f)-O"13  cos  (29-^)  Taf.1 1. 

Die  mittlere  Anomalie  und  deren  Störungen  sind  in  den  Tafeln 
nicht  in  Secunden ,  sondern  in  Decimaltheilen  des  Grades  ausgedrückt 
worden.  Die  fünfte  Decimale  ist  in  den  Störungstafeln  als  Einheit  ange- 
nommen worden,  und  es  sind  folglich  die  vorstehenden  Coefficienten  mit 
dem  Factor  multiplicirt  worden,  dessen  Logarithmus  =  1.44370  ist. 
Eine  Einheit  dieser  Angabe  der  Störungen  entspricht  demnach  0*036. 

2)  Störungen  des  Log.  des  Radius  Vectors. 

i  =  0 

Mit  /  zu  multipliciren. 

H-ü"0748h-0"8530  cos«— 0*0011  cos 2«  ) 
—2.3497  sin  «— 0.0006  sin  2«  | 

Mit  U'1  zu  multipliciren. 
H-0"557H-5"I66  cos«H-0"077  cos  2«  ) 
H-1.003sin  «H-0.055sin  2e|" 

Ohne  den  Factor  t. 
— 3"98h-1"97  cos«H-r78  cos  2«j 
H-0.23  sin  «— 0.49  sin  2«|  ' 


Taf.22. 


Taf.23 


Tat  24. 
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Taf.  25. 


Taf.  30. 


>  Taf.  21. 


a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 

Anm.  Da  die  Argumente  und  Hülfsbögen  säramtlich  dieselben  siud  wie  oben,  so 
lasse  ich  sie  hier  und  im  Folgenden  wog. 

i  =i 

Ausgeschossene  Glieder. 
-1 4"77  cos  2Ä+1  1 0"1  4  cos2A'—  1 3*28  cos  3£ 
—  40.36  sin  2tf-  83.85  sin  2JT—  9.01  sin  3K 
—    1"03cos4tf+  1"06cos5tf 
+    3.59  sin  4/ST—  0.05  sin  ötf 

Ferner  »  =  1 ,  k  =  0 
p  sin  P  =  +  3"75  sin  «+0'1 4  sin  2«— 0"65  sin  3« 

+2*24— 1.95  cos  e— 0.45  cos  2*— 0.03  cos  3a 
p  cos  P  —  +1.16-4-3.75  cos«— 0.26  cos2e+0.65  cos  3c 

+  1.95  sin  «— 0.87  sin  2<— 0.03  sin  3« 

i  -  %  k  -  1 
p  sin  P  =  +6"56  sin  «+0"66  sin  2e+0"09  sin  3« 

+44*10+5.96  cos  e+0.46  cos  2«— 0.24  cos  3* 
p  cos  P  =  —40.47—6.56  cos«— 0.50  cos2«+0.09  cos  3« 

+5.96  sin  «—0.39  sin  2«+0.24  sin  3« 
Bei  den  vorstehenden  Gliedern  sind  die  jahrlichen  Aenderungen 
ihrer  Kleinheit  wegen  weggelassen. 

i"  =  3,  k  =  2 

psin  P  =  —21*70  sin  «—  4  "97  sin  2e+0"1 2  sin  3« 

_359"03— 49.61  cos«— 10.58  cos2e+0.01  cos  3« 
/Jcosy=+  11.94+21.70  cos «+  4.51  cos  2«— 0.12  cos  3« 

—49.61  sin  *— 10.38  sin  2«+0.01  sin  3« 
Jahrliche  Aenderungen. 
psin  P=  +0*00141  sin  2« 

-0*00796+0.00151  cos  2« 
pcosP=  +0.03164— 0.00 158  cos  2« 

+0.00121  sin  2« 

r  -  4,  k  =  2 

p  sin  P  =  — 10"88  sin  «—0*08  sin  2«+0"1 1  sin 

— 11*29—  5.80  cos«— 0.20  cos  2«— 0.10  cos3«| 
j)cos/>=  —  2.49— 10.88  cose+0.08  cos 2«+0. 11  cos3«| 

+  3.36  sin  «—0.20  sin  2e+0.1 0  sin  3« 


Taf.  20. 


Taf.  28. 
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Taf.  29. 


p  sin  P 


Taf.  26. 


Taf.  24. 


t  =  5,  k  =  2 
p  sin  P  =  —  7"03  sin  «+T62  sin  2* 

|_2"95—  1 .1 3  cos  f- 1 .74  cos  2* 
pcosP  =  —0.12— 7.37  cos*+1. 62  cos  2f 

+0.53  sin  *+1.74  sin  2« 

i*  =  6,  k  =  3 
+0"1 6  sin  «+0"24  sin  2«— 0"32  sin  3« 
+2"23+0.20  cos  f +0.84  cos 2*— 0.11  cos 3« 
p  cos  P  =  -f-5.67-i-0.76  cos  f +0.48  cos 2*— 0.32  cos  3* 

+2.64  sin  e— 0.52  sin  2e+0.1 1  sin  3« 

Von  diesen  Abtheilungen  sind  die,  welche  von  denWerthen  t"  =  1, 
i'  =  4 ,  T  =  5 ,  f  as  6  abhängen ,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange 
gebracht  worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 
x  =  I 

Argument:  g— </+(1  —fffa—g)  =  KT 

+  r76cosÄ,"-f07  sinr 

i  wm  2,  k  =  1 
/>  sin  i°  =  +1"64  sin  * 

— 0"91— 0.98  cos* 
p  cos/»  =  +1.68+1.64  cos« 

+0.98  sin  * 

Von  diesen  ist  die  zweite  Ahlheilung  in  eine  Tafel  von  doppeltem 
Argument  gebracht  worden.  Die  Störungen  alle  sind  auf  Einheiten  der 
sechsten  Stelle  des  Briggischen  Logarithmus  gebracht,  folglich  bei 
der  Berechnung  der  Tafeln  mit  dem  Factor,  dessen  Logarithmus 
=  0.32335  ist,  multiplicirt  worden. 

3)  Störungen  der  dritten  Coordinate,  oder  der  Grösse 

t  =  0. 
Mit  /  zu  multipliciren. 

— 12"0328  sin  <— 0M0007  sin  2f  ) 
-0"1667+  1.9057  cos«-0.0018  cos  2«  (  ' 

Mit  Ii2  zu  multipliciren. 

—  0"612  sin  *+0"531  sin  2«+0"007  sin  3*1 
+2*159—10.860  cos«+1.098  cos2«+0.021  cos  3* 


Taf.  27. 


Taf.  36. 


Taf.  37. 
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Taf.  38. 


Taf.  39. 


Ohne  den  Factor  (. 

— 0'26  sin  «— 0"02  sin  2«j 
+  3*62-0.37  cos*-0.04  cos 2*)  ' 
Hier  sind  die  Glieder  mit  berücksichtigt  worden,  die  im  Art.  1  32  der 
dritten  Abhandlung  berechnet  worden  sind.  Die  Grösse  P  ist  ihrer  Klein- 
heit wegen  ubergangen  worden. 

a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 
?  =  I,  mm  2,  =  etc. 
Ausgeschossene  Glieder. 
— 8"43  sin  tf-5'33  sin  2/T— 0*20  sin  3J^-|-0W26  sin  4^ 
—4.97  cosÄ+3.74  cos2Jf—  0.95  cos3Ä+0.05  cos  IK 

Jährliche  Aenderung. 
— 0"02134  sinÄ+0"004l3  costf 

Ferner  t'  a  i,  k  =  0 
p  sin  P  =  -2"08  sin  *-5"28  sin  2f+0'1 5  sin  3* 

-I-  5"98+3.13cos*— 0.69  cos  2f— 0.01  cos3« 
p  cosP  =  —10.47-2.08  cos«+5.28  cos 2*— 0.15  cos 3« 

-3.13  sin  «—0.69  sin  2«— 0.01  sin  3* 

r  =  2,  k  =  1 

p  sin  />  =  -8"94  sin  * +0*60  sin  2* 

-MT37— 4.48  cos*— 0.69  cos 2« 
pcosP  =  —  13.09+8.94  cos «+0.5Ü  cos  2* 

—4.48  sin  «+1.01  sin  2« 

t  mm  3,  k  mm  2 

p  sin  />  =  —  2"67  sin  «+6"89  sin  2*+0"02  sin  3« 

-95*86+12.39  cos*+4.02  cos2«+0.06  cos  3« 
p  cosP  =  —35.25+  2.67  cos*— 6.49  cos 2*— 0.02  cos  3* 

+  12.39  sin  «+3.60  sin  2*+0.06  sin  3* 
Jährliche  Aenderung. 
p  sin  P  =  +0"01667  sin  *— 0"00799  sin  2* 

+0*02473-0.00292  cos  «+0.02268  cos  2* 
pcos  P  =  —0.00155— 0.01 667  cos  6+0.00605  cos  2* 

+0.00292  sin  «+0.02156  sin  2* 


Taf.  35. 


Taf.  32. 


Taf.  31. 
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Taf.  33. 


Taf.  34. 


Taf.  40. 


f  =  4,  k  =  2 
p  sin  P  x*  -3*56  sin  «+0"20  sin  2« 

— 2"91  +  1  .34  cos 6—0.04  cos  2* 
p  cos  P  =  —4.10—2.84  cos e— 0.20  cos  2« 

-1-1. 00  sin  «— 0.04  sin  2* 

t  =  5,     =  2 
p  sin  P  =  —3*02  sin  «+0"1 9  sin  2* 

— 0*48+2.80  cos«— 0.63  cos 2* 
pcosP  =  —0.46— 3.12  cos«+0.19  cos 2* 
—1.94  sin  «+0.60  sin  2« 

t'  =  6,  k  =  3 
p  sin  />  =  -h  i  *  06  sin  «+0*08  sin  2« 

—2*48—0.49  cos «—0.1 8  cos 2« 
pcosP=  +  1.82— 0.56  cos «+0.22  cos 2« 

+0.85  sin  «—0.40  sin  2« 

t  =  7,  k  =  3 
p  sin  P  mm  -0*20  sin  «+0"16sin  2« 

-0"1 4-0.24  cos«  — 
pcos/>  =  +0.14— 0.20  cos  «+0. 16  cos  2« 

+0.24  sin  «  — 

Von  diesen  Abtheilungen  sind  die,  welche  von  t  =  6  und  »" 
alihangen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange  gebracht  worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 

p  sin  P  =  — 0"1 2  sin  «— 0*07  sin  2« 

+0*08— 0.15cos«+0.04cos2f 
pcosP=  —  0.21 +0.12  cos<+0.07  cos 2« 

— 0.15sin«+0.04sin  2« 

f  mk  %  km»  i 
psinP«  +0*1 6  sin« 

—0*48+0.06  cos« 
p  cos  P  =  +0.98—0.1 6  cos  e 
+0.06  sin  « 

Beide  diese  Abiheilungen  sind  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange 
gebracht  worden. 


Taf.  43. 


Taf.  42. 


Taf.  41. 
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Diese  Störungen  der  dritten  Coordinate  sind  in  den  Tafeln  vor 
Allem  mit  cos»,  wo  t  sich  auf  den  Aequator  bezieht,  multiplicirt,  und  in 
Theile  des  Kreisradius  verwandelt  worden,  wobei  die  sechste  Decimale 
desselben  zur  Einheit  angenommen  wurde.  Dem  Logarithmus  des  Re- 
ductionsfactors  wurde  überdies  die  Zahl  0,01053  hinzugefügt,  die  weiter 
unten  erklart  werden  wird.  Der  Logarithmus  des  Factors,  mit  dem  die 
vorstehenden  Angaben  multiplicirt  worden  sind,  ist  demnach  =  0,59743. 
Um  in  der  Summe  dieser  Störungen  die  sechste  Decimale  möglichst  rich- 
tig zu  erhalten,  wurde  auch  die  siebente  mit  in  den  Tafeln  aufgenommen, 
und  durch  ein  Komma  von  den  andern  abgesondert.  Ich  füge  noch 
hinzu,  dass  alle  Störungsglieder  überhaupt  auf  Eine  Decimale,  manchmal 
zwei,  mehr  berechnet  worden  sind,  wie  die  Tafeln  angeben ;  auch  wur- 
den sie  später,  nach  Ermittelung  des  Correctionsfactors  der  Jupitermasse, 
diesem  gemäss  berichtigt. 

5. 

Ich  werde  jetzt  noch  die  Bedeutung  der  in  der  Tafel  I  angesetzten 
Argumente  und  die  Werthe  der  Constanten  angeben ,  die  verschiedenen 
Tafeln  hinzugefügt  worden  sind. 
Arg.  1  ist  g ,  Periode  =  400. 


A 
B 
C 
D 

Arg.  2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


Sind  in  Bogentheilen  ausgedrückt. 


Perioden  =  400. 


Arg. 


I. 

II. 
III. 
IV. 

V. 
VI. 


(%-<f )  Suppl. 

9-9" 
9-9 

(g—3g')  Suppl.) 
Doppelte  mittlere  trop.  Sonnenlänge,  Periode  = 
Suppl.  der  trop.  Lange  des  Mondknolens ,  Per. 
3g— Gg  Periode  =  48 
0_20"      „       „  48 

g—g'        »        .  48 

g—3g*     »       »  36 
30— lg       »        n  36 

3g — 8</'      »  »36 


50. 

=  100. 
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Arg.  VII.    .    .    2£— ig'  Periode  =  36 
VIII.    .    .  5$'      »  »18 

IX.    .    .  g       »  »43 

Die  Angaben  der  mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Argumente 
beziehen  sich  auf  den  nächst  vorangegangenen  Durchgang  der  Egeria 
durch  das  Perihel,  und  bleiben  unverändert  bis  zu  dem  darauf  folgenden 
Durchgange.  Sie  sind  neben  dem  Jahre  angesetzt  fUr  dessen  Anfang  sie 
zuerst  Geltung  bekommen,  aber  da  der  Durchgang  der  Egeria  durch  das 
Perihel  im  Allgemeinen  nicht  mit  dem  Anfange  eines  Jahres  zusammen- 
fällt, so  haben  sie  auch  für  den  Theil  des  nächst  vorangegangenen  Jahres 
Gellung,  in  welchem  die  Egeria  schon  durch  das  Perihel  gegangen  ist. 
Der  Zeitpunkt  des  Wechsels  dieser  Argumente  ist  der,  in  welchem  das 
Arg.  1  von  399^999  in  0  übergeht,  also  leicht  erkennbar. 

Allen  Argumenten  ist  bez.  die  grosse  Ungleichheit  des  Jupiters, 
oder  die  des  Saturns  schon  hinzugefügt ,  auch  ist  der  in  der  Tafel  48 
enthaltenen  mittleren  Anomalie  der  Egeria  schon  der  Betrag  der  vom 
Mars  bewirkten  Ungleichheit  langer  Periode,  nemlich 

+11  "90  sin  (1 1 0— 5/)-h26"33  cos  (1 1  g— 5gm) 

(S.  Art.  1 31  der  dritten  Abhandlung)  mit  Berücksichtigung  der  hier  im 
Art.  1  dazu  erklärten  Bedingung  hinzugefugt  worden. 

Da  diese  Ungleichheilen  sich  nicht  der  Zeit  proportional  ändern,  so 
sind  die  Bewegungen  der  so  vorbereiteten  Argumente  strenge  genom- 
men nicht  gleichförmigem  gegenwärtigen  Falle  sind  jedoch  dieUngleich- 
förmigkeiten  so  unbedeutend,  dass  sie  in  der  Bewegung  derselben  für 
die  Theile  des  Jahres  übergangen  werden  konnten.  Es  wurden  dem- 
gemäss  die  Argumente  für  die  Anfänge  der  Jahre  zwar  mit  Berücksich- 
tigung der  ungleichförmigen  Bewegung  derselben  berechnet ,  aber  für 
die  Bewegungen  während  der  Theile  des  Jahres  das  Mittel  aus  den 
wahren  Bewegungen  angesetzt,  es  kann  hiernach  an  den  Werlhen  der 
Argumente  innerhalb  irgend  eines  Jahres  höchstens  Eine  Einheit  Fehler 
der  letzten  Stelle  entstehen. 

Die  Tafel  3  enthält  die  Verbesserungen  der  Argumente,  und  zwar 
die  Grössen 

(2-3/*)(f-0)  für  A 
(l-2,,)(*-<,)  »  B 
(Z-*ti)(*-9)  »  C 
K—9)  -  J> 

Abb.udl.  d.  K.  S.  Ge.ell.rh.  d.  Wi».eMeh.  XIII.  27 
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(4— für  2 

(*~/0(«-j)  '  4 

-(4  —  •  6 

Die  Verbesserongen  der  mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Argu- 
mente konnten  bei  der  Berechnung  der  bez.  Tafeln  sogleich  berück- 
sichtigt werden. 

6. 

Den  Tafeln,  die  auf  trigonometrische  Rechnung  fuhren,  können 
zwar  keine  Constanten  hinzugefügt  weiden,  den  übrigen  Tafeln  wurden 
die  folgenden  hinzugefügt. 

1)  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 


Tafel  41.  Arg. 

1    .    .  . 

71 

2    .    .  . 

20 

3    .    .  . 

18 

»  m.  . 

5    .    .  . 

9003 

.    13.  • 

6    .    .  . 

24313 

.    14.  . 

I.    .    .  . 

440 

.    45.  . 

II.    .    .  . 

180 

»46.  . 

III.    .    .  . 

165 

.    17.  . 

IV.    .    .  . 

50 

.    18.  » 

V.    .    .  . 

80 

.    19.  . 

VI.    .    .  . 

70 

Summa  = 

34410 

Diese  Summe  ist  wiede 
der  Tafel  48.  abgezogen  wo 


von  den  Angabeo  der  mittleren  Anomalie 
den. 


2)  Störungen  des  Log.  des  Radius  Vectors. 
Tafel  24.  Arg.  1 
4 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


5 
I. 
II. 
VII. 
VIII. 
IX. 


14 


5 


356 
20 
10 
55 
20 
20 


Summa 


500 
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Diese  Summe  ist  wieder  von  den  Angaben  der  Tafel  52  ftlr  das 
Hauptglied  des  Log.  des  Radius  Vectors,  oder  logr,  abgezogen  worden. 

3)  Störungen  der  dritten  Coordinate. 

Tafel  38.  Arg.  4    .    .    .  0 

»39.     »     5    .    .    .  65.0 

»40.  iL...  15.5 
»  41.  »  II.  .  .  .  5.0 
»    42.     »  III.    ...  2.0 

■    *3-     »    V.    .    .    .  2.5 
Summa  =»  90.0 

Ich  habe  nicht  für  zweckmässig  erachtet ,  die  entsprechende  Con- 
stante  von  der  Tafel  für  den  Sinus  der  Abweichung  wieder  abzuziehen, 
welches  allerdings  hatte  geschehen  können.  Man  muss  daher  bei  der 
Berechnung  eines  Ortes  die  Zahl  90.0  von  der  Summe  der  erhaltenen 
Störungen  der  dritten  Coordinate  abziehen. 

Es  sind  ausserdem  noch  die  folgenden  Constanten  eingeführt 
worden. 

i 

Tafel  46,  Arg.  7,  1.  Col.  .    .    23,  3.  Col.  .    .  16 
»    47,     »   8,     »       .    .  322,     »      .    .  230 

Summa  345,  246 

Diese  Summen  sind  von  den  bez.  Columnen  der  Tafel  44  wieder 
abgezogen  worden. 

7. 

Die  Berücksichtigung  der  Präcession  und  Nutalion,  oder  mit  ande- 
ren Worten,  die  Hinfuhrung  der  tabularischen  Oerter  der  Egeria  auf 
den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleichzeitige  Aeqdinox ,  habe  ich 
durch  das  Verfahren  bewirkt,  welches  ich  in  den  A.  N.  Nr.  823  u.  f.  ent- 
wickelt habe.  Lässt  man 

u  die  heliocentrische  gr.  Aufsteigung, 

d  die  heliocentrische  Abweichung, 
beide  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  nebst  Aequinox  bezogen, 

f  die  wahre  Anomalie, 

ö)  die  Entfernung  des  Perihels  vom  Knoten, 

0  die  Knotenlange, 

1  die  Neigung, 

27* 
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die  letzten  drei  auf  den  mittleren  Aequator  nebst  Aequinox  der  Zeit- 
epoche, und 

(*)  die  Störungen  des  Sinus  der  Abweichung  bedeuten,  dann  wird 
sin*  =  s\nism(f+(a+t])-h(8) 

wo 

(s)  =  «-K  sin^-t-w-n?) 

tffß  -      tg»^- gm  a  (/•■♦•  m-ij) 
o  <+tg«*icosi(/,+*»-i-ij) 

sind,  und  «  die  Summe  der  planetarischen  Störungen  des  Sinus  der  Ab- 
weichung bedeutet.  Die  Grössen  jj,  £,  A  sind  aus  folgenden  Ausdrücken 
zu  berechnen*): 

+6"902  gf  sin  0+ 9"271  |£f  cos  0 
_O'O83^sin20  —  0"091  ^cos20 

8tDI  sini 

-0"499       sin  2©  -  0"544  8^f  cos  2  0 

— Acos*sin0(f— A,) — ja.  cos*  sin  0+6',  cos » cos 6— A*  -*}  (/-<o)5 

— 6"9O2cos*sin0sin  0  -+-  9" 271  cos t  cos 6  cos  0 
+0.083  cos»"sinösin20  —  0.091  cos*  cos  0  cos 20 
'  +0. 499  cos t  sin ö  sin  20  +  0.544  cos*  cos 0  cos 20 

|C— A  cotg*  cos 6\  (t— a\  cotg« cos 0H-6',  cotg»  sin 6 

-+-|15"899— 6"902  cotg*  cos  0\  sin  0  —  9*271  cotg*  sin  6  cos  0 
—  |  0.191— 0.083  cotg*  cos  d\  sin  20  -+•  0.091  cotg*  sin  0  cos  20 
— !  1.150—0.499  cotg*  cos  6\  sin  20—  0.544  cotg*  sin  6  cos 20 
in  welchen  0  das  Supplement  der  tropischen  Lange  des  aufsteigenden 
Mondknotens  auf  derEcliptik,  0  die  mittlere  tropische  Sonnenlange,  und 
4,  die  Zeitepoche  der  Tafeln  bedeuten.   Die  Constanlen  A,  C,  «/,  W,  ft'i 
haben  zufolge  der  Aenderung  der  Sonnenbahn  im  Räume,  die  ich  durch 
die  Theorie  erhallen  habe,  und  mit  Zugrundelegung  der  Luni-Solar- 
prücession 


*)  Die  Ableitung  dieser  Ausdrücke  wird  weiter  unten,  in  dem  Zusalz  I.  nSlier 
erläutert  werden. 
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=  50*3559.3  ftir  1800.0 
folgende  numerischen  Werthe, 

A  =  20"05117— 0"00008500  (^—1800) 
C  =  46.04672+0.00028138  1800) 
a\  =  — 0"00004250 
b\  =  +0.00223812 
c,  =  +0.00014069 
Einige  sehr  kleine  Glieder  zweiter  Ordnung,  die  a.  a.  0.  mit  in  den  Kni- 
wickelungen aufgenommen  worden  sind,  konnten  hier  weggelassen 
werden,  nachdem  ich  mich  Uberzeugt  hatte,  dass  sie  im  gegenwärtigen 
Falle  nichts  Merkliches  geben  können. 

Für  die  Egeria  fand  ich  durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  und 
numerischen  Angaben 

n  =  +872.28  (<-1850)+10.3  (^£-0)2 

+300.3  sin  9  —  3.6  sin  20—  21 .7  sin  2© 
+  1 37.4  cos  9  —\  1 .4  cos  29  +   8.1  cos  2  © 

£  =  — 24.968  (/— 1850) —40.86  ('^-°)2 

—  8.60  sin  9  +  0.1 0  sin  29  +  0.62  sin  2  © 
+33.90  cos  9  —  0.33  cos  29  +  2.00  sin2© 

X  =  +584.49  (/— 1850)—  49.8  (^=^)2 

+202.3  sin  Ö  —  2.4  sin  29  —  14.7  sin  2© 
— 109.5  cos  0+  1.1  cos  20—   6.9  cos  2© 

Die  Einheiten,  in  welchen  diese  Grössen  ausgedrückt  sind,  sind  für  17  und  A 
die  fünfte  Decimale  des  Grades .  und  für  |  die  sechste  Decimale  des 
Kreisradius.  Die  von  der  Pracession  abhängenden  Theile  sind  der  Ta- 
fel 44  einverleibt  worden,  die  Tafel  46  giebt  die  von  der  Solarnulation, 
und  die  Tafel  47  die  von  der  Lunarmutation  abhangigen  Theile. 

8. 

Ich  werde  jetzt  zeigen ,  wie  man  aus  diesen  Tafeln  die  auf  den 
gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleichzeitige  Aequinox  bezogene  helio- 
centrische  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  bekommt. 

Nachdem  die  Summe  der  Störungen  der  mittleren  Anomalie,  des 
Logarithmus  des  Radius  Veclors,  und  der  dritten  Coordinate  (wie  ich 
sie  genannt  habe)  aus  den  oben  erklärten  Tafeln,  die  drei  Bögen  w  +  q, 
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£,  6  +  X  aus  den  Tafeln  44—47  ,  und  die  ungestörte  mittlere  Anomalie 
aus  der  Tafel  48  berechnet  worden  sind,  addirt  man  die  Summe  der 
Störungen  der  mittleren  Anomalie  zu  dieser  selbst,  und  kann  damit  aus 
der  Tafel  49  die  Miltelpunktgleichung  entnehmen.  Nicht  nur  diese, 
sondern  zugleich  damit  addirt  man  den  Bogen  w+7/  zur  gestörten  mitt- 
leren Anomalie ,  wodurch  sich  das  Argument  der  Abweichung  oder  der 
Bogen  f+w  +  ij  ergiebt.  Dieser  dient  zuerst  als  Argument  der  Ta- 
feln 50  und  51,  deren  erstere  die  Reduclion  auf  den  Aequator  oder  den 
Bogen  —  R,  und  deren  andere  den  Logarithmus  des  Factors 

Xp,i  CQKtf+v+ri) 
4-8in'i8in,(/+w+ij) 

giebt,  der  zufolge  des  vor.  Art.  mit  der  Summe  der  Störungen  des  Sinus 
der  Abweichung  zu  multipliciren  und  darauf  nebst  der  genannten  Re- 
duetion  und  dem  Bogen  ö-*-A  zu  f+w  +  ^j  zu  addiren  ist,  um  die 
heliocentrische  grade  Aufsteigung  zu  erhalten.  Diese  kann  man  sogleich 
addiren,  aber  das  erwähnte  Product  erfordert  eine  Vorbereitung,  die 
noch  erklart  werden  muss. 

Man  kann  deraungeachtet  ohne  Weiteres  ans  der  Tafel  52  das 
Hauplglied  des  Log.  des  Radius  Vectors,  oder  log  r,  entnehmen,  und 
die  bez.  Störungen  dazu  addiren,  sowie  aus  der  Tafel  53  den  Sinus 
der  Declination ,  dem  noch  die  Störungen  hinzuzufügen  sind ,  die  eine 
kleine  logarithmische  Rechnung  erfordern. 

Die  Grösse  u ,  deren  Glieder  dem  Vorhergehenden  nach  unter  der 
Bezeichnung  »Störungen  der  dritten  Coordinate«  in  den  Tafeln  31  bis 
mit  43  enthalten  sind,  hat  folgende  Zusammensetzung 

o 

(S.  Erste  Abhandlung  Art.  26)  wo  «  wie  im  vor.  Art.  die  planelarischen 
Störungen  des  Sinus  der  Abweichung  sind.  Da  diese  zur  Erlangung  des 
vollständigen  Werthes  des  Sinus  der  heliocenlrischen  Abweichung  des 
Planeten  erforderlich  sind,  so  muss  man,  der  vorstehenden  Gleichung 
zufolge,  welche 

8  =  U± 
r 

giebt ,  die  labularischen  Störungen  der  dritten  Coordinate  mit  a  multi- 
pliciren und  mit  r  dividiren.  Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

loga  =  0.41103 

i 
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und  die  Tafel  52  giebt  nach  der  Addition  der  Zahl 

0,000500 

den  Werth  voo  \oßr.  Um  diese  Rechnung  zu  erleichtern  sind  die  labu- 
larischen  Werthe  von  u  mit  dem,  im  Art.  4  angeführten  Factor,  dessen 
Logarithmus  =  0.01053  ist,  multiplicirt  worden.  Es  folgt  nemlicb 
hieraus,  dass 

log«  m  0.4  -f-  log (labularischem  u)  —  dem  aus  der  Tafel  52 
unverändert  entnommenen  logr < 
wird.   Denn  der  Ausdruck 

log«  =55  logMH-0.41103  — logr 

ist  identisch  mit 

log«  »  [log« +0.01053]-h0.4-[logr -0.00050] 

und  dieser  Ausdruck  ist  wiederum  identisch  mit  dem  vorhergehenden. 
Es  ist  ferner  das  Product 

zu  berechnen  und  zu  *  zu  addiren.  Die  Summe  dieser  beiden  Grössen 
ist  der  Betrag  der  Störungen  der  Abweichung,  welcher  nachdem  er  zu 
der  aus  der  Tafel  53  entnommenen  Zahl  addirt  worden  ist,  den  wahren 
Werth  des  Sinus  der  heliocentrischen  Abweichung  in  Bezug  auf  den 
gleichzeitigen  Aequator  giebt.  Vom  Sinus  kann  man  durch  die  trigono- 
metrischen Tafeln  zum  Bogen  Ubergehen,  es  ist  jedoch  dieses  über- 
flüssig, man  braucht  nur  vom  log.  des  Sinus  zum  log.  des  Cosinus  Uber- 
zugehen. 

Dieselbe  eben  erklärte  Summe  wird  ausserdem  mit  dorn  aus  der 
Tafel  51  entnommenen  Factor  multiplicirt.  und  zu  den  oben  angeführten 
Gliedern  der  heliocentrischen  graden  Aufsteigung  addirt ,  wodurch  der 
wahre  Werth  dieser  erhalten  wird.  Den  Angaben  der  Tafel  51  ist  schon 
die  Constante  hinzugefügt,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  das  Product  in 
Einheiten  der  fünften  Decimale  des  Grades,  wie  alle  übrigen  Glieder  der 
graden  Aufsteigung,  unmittelbar  erhallen  wird.  Die  Decimalen  dieses 
Ausdrucks  verwandelt  man  durch  die  den  Schluss  der  Tafeln  bildende 
Hülfetafel  in  Minuten  und  Secunden. 

9. 

Zur  Berechnung  des  geocentrischen  Orts  des  Planeten  kann  man 
jetzt  aus  den  eben  erklarten  tabularischen  Grössen  die  auf  den  gleich- 
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zeiligen  Aequator  nebst  zugehörigem  Aequinox  bezogenen  rechtwink- 
ligen Coordinaten  desselben  durch  die  folgenden  Ausdrücke  berechnen, 

x  =  rcos^cosa,  y  =  rcos<Jsina,  z  =  rsintt 

und  diese  auf  bekannte  Art  mit  den  analogen  Sonnencoordinaten  ver- 
binden ;  aber  ich  kann  dieses  Verfahren  nicht  empfehlen.  Denn  man  er- 
reicht durch  dasselbe  wenigstens  in  der  Nähe  der  Oppositionen,  worauf 
es  hier  vorzugsweise  ankommt,  nicht  die  entsprechende  Genauigkeit, 
wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  Stellen,  wie  sonst  nöthig  ist, 
anwendet.  Aus  demselben  Grunde  und  noch  aus  vielen  anderen  Grün- 
den, muss  ich  mich  gegen  die  Berechnung  der  Störungen  der  rechtwink- 
lichen  Coordinaten,  sei  es  durch  mechanische  Quadraturen,  oder  auf 
andere  Weise  erklaren,  die  eine  Anzahl  von  Uebelständen  herbeiführen*). 
Die  zweckmüssigsteu  Formeln  zum  Uebergange  von  den  auf  den  Aequa- 
tor bezogenen  heliocenlrischen  Oertern  eines  Planeten  zu  den  geocentri- 
schen  sind  die  folgenden: 

)d  cos  <f  sin  (a  — «)  =  R  cos  D  sin  (A— a) 
d  cos  #  cos  («'—«]  =  /?  cos  D  cos  (A— a)+r  cos  d 
d  sin  d'  =  jR  sin  D  +r  sin  d 

in  welchen  «',  tf ,  d  die  geocentrische  grade  Aufsteigung,  Abweichung 
und  Entfernung  des  Planeten  von  der  Erde,  so  wie  A,  D ,  R  die  grade 
Aufsteigung,  Abweichung  und  Radius  Vector  der  Sonne  sind.  Diese 
Ausdrücke  verlangen ,  wie  alle  anderen ,  drei  Functionen  des  Sonnen- 
orls,  nemlich 

A,  log R  cos  D ,  log R  sin/) 
und  man  kann  diese  aus  den  Angaben  der  Ephemeriden  auf  mehr  wie 
Eine  Weise  erhalten.  Wenn  die  Ephemeriden ,  wie  z.  B.  der  Nautical 
Almanac  A  und  D  für  den  mittleren  Mitlag  enthalten,  so  kann  man 
daraus  durch  eine  kurze  Rechnung  ihre  Werthe  für  die  mittlere  Mitter- 
nacht, für  welchen  Zeilpunkt  man  gewöhnlich  die  Ephemeriden  der 
kleinen  Planeten  berechnet,  ableiten,  die  Befreiung  dieser  von  der  Aber- 
ralion  kostet  ebenfalls  wenig  Zeit,  und  hierauf  sind  die  obigen  Functio- 
nen leicht  zu  erhalten. 

Wenn  die  Ephemeriden,. die  man  benutzen  will,  blos  die  Sonnen- 

*)  In  früheren  Jahren  hatte  ich  einmal  die  Gelegenheit  mich  mit  Besse!  über  die 
Anwendung  der  Störungen  der  rechtwinklichen  Coordinaten  mündlich  zu  besprechen, 
und  ihm  meine  Gründe  dagegen  vorzutragen.  Ich  fand  bei  ihm  ganz  dieselbe  Ansicht, 
er  drückte  sich  auf  das  Entschiedenste  dagegen  aus. 
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lange  Hlr  den  mittleren  Mittag  geben ,  so  tat  sich  daraus  auch  sehr 
leicht  die  Sonnenlange  für  die  mittlere  Mitternacht  ableiten,  bezeichnet 
man  diese  (auch  von  der  Aberration  befreit)  mit  © ,  die  gleichzeitige 
wahre  Schiefe  der  Ecliptik  mit  *,  und  die  in  Theilen  des  Kreisradius 
auszudrückende  Sonnenbreite  über  der  wahren  Ecliptik  mitÄ,  so  er- 
halt man 

cos  D  sin  A  —  cos  s  sin  ©  — Bsin  t 
cos  D  cos  A  =        cos  0 
sin  D  mm  sin  t  sin  q  -+-  B  cos  e 

woraus  sich  auch  leicht  die  oben  verlangten  drei  Functionen  finden 
lassen.  Endlich ,  wenn  die  Ephemeride  die  rechtwinklichen  Sonnen- 
coordinaten  X,  Y,  Z  giebt,  bekommt  man  auch  die  oben  angeführten 
Functionen  aus  den  Ausdrücken 

R  cos  D.  sin  A  =  Y 
Ii    ÄcosD.  qosA  =  X 
Rsin  D.  mm  Z 

Diese  Ausdrücke  setzen  aber  voraus ,  dass  in  der  Ephemeride  sowohl 
die  rechtwinklichen,  wie  die  Polarcoordinaten  der  Sonne  auf  das  gleich- 
zeitige Aequinox  bezogen  worden  sind ;  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist, 
so  wird  sowohl  diese,  wie  manche  andere  Anwendung  der  Ephemeride 
weitläufiger  und  zeitraubender. 

Die  obigen  Ausdrücke  (A)  und  (B)  habe  ich  zur  Berechnung  der 
geocentrischen  Oerter  der  Egeria ,  deren  ich  bei  der  Ausarbeitung  der 
Tafeln  bedurfte ,  angewandt,  mich  dabei  sechsstelliger  Logarithmen  be- 
dient ,  und  in  den  Resultaten  die  Genauigkeit  vollständig  erhalten ,  die 
man  Uberhaupt  durch  Anwendung  sechsstelliger  Logarithmen  erlangen 
kann.  Es  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  in  der  Nabe  der  Opposition  a  — a 
und  A — a  immer  sehr  kleine  Winkel  sind,  und  a — a  immer  kleiner  wie 
A — a  ist,  der  Fehler,  den  man  daher  bei  dem  Uebergange  von  der  heüo- 
centrischen  graden  Aufsteigung  zur  geocentrischen  befürchten  muss,  ist 
bei  der  Anwendung  von  sechsstelligen  Logarithmen  in  der  Regel  durch- 
gehends  kleiner  wie  0"1 .  In  der  geocentrischen  Abweichung  ist  dieser 
Fehler  bei  Neigungen  wie  die  der  Egeria  grösser,  und  kann  auf  0"2  bis  0"3 
steigen ,  aber  bei  kleineren  Neigungen  wird  er  auch  kleiner.  Hatte  ich 
die  geocentrischen  Oerter  vermittelst  der  rechtwinklichen  Coordinaten 
berechnen  wollen,  so  hatte  ich  zur  Erlangung  von  ohngefahr  derselben 
Genauigkeit,  mich  siebenstelliger  Logarithmen  bedienen  müssen,  und 
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hatte  noch  über  die  erlangte  Genauigkeit  zweifelhaft  sein  roüsseo,  da  die 
Tafeln  schon  so  eingerichtet  waren,  dass  sie  den  Logarithmus  des  Radius 
Vectors  der  Egeria  nur  auf  sechs  Stellen  geben. 

10. 

Bei  der.Vergleichung  der  vorhandenen  Beobachtungen  der  Egeria 
mit  den  aus  den  obigen  Elementen  und  Störungen  hervorgehenden 
Oertern  kam  ich  auf  einen  Umstand,  der  nothwendiger  Weise  nach- 
theiligen Einfluss  auf  die  Genauigkeit  der  schliesslich  abgeleiteten  Ele- 
mente ge&ussert  haben  muss. 

Manche  Beobachtungsreihen  zeigen  freilich  eine  hinreichend  gute 
Uebereinstimmung  unter  einander,  aber  bei  manchen  anderen  ist  dieses 
nicht  der  Fall ,  und  da  man  im  Voraus  nicht  wissen  kann ,  welche  die 
besseren  sind,  so  kann  man  keine  ausschliessen ,  wenn  nicht  etwa  die 
Unterschiede  die  sich  zeigen  so  gross  sind ,  dass  man  sicher  erkennen 
kann,  dass  Fehler  vorgekommen  sein  müssen.  Der  Mangel  an  hin- 
reichend guter  Uebereinstimmung  bei  den  Beobachtungsroihen,  die  man 
nicht  ausschliessen  kann,  muss  aber  nothwendiger  Weise  bewirken, 
dass  die  daraus  abgeleiteten  Normalörter  weniger  Genauigkeit  besitzen, 
und  dieses  muss  sich  schliesslich  auf  die  abgeleiteten  Verbesserungen 
der  Elemente  übertragen.  Die  erwähnten  Unterschiede  verschiedener 
Beobachtungsreihen  finden  nicht  nur  bei  den  Mikrometerbeobachtungen, 
sondern  auch  bei  verschiedenen  Reihen  von  Meridianbeobachtungen 
statt,  wo  sie  doch  am  Wenigston  vermuthet  werden  könnten.  Von 
diesen  will  ich  die  Resultate  einiger  Reihen  hier  anführen. 

In  der  Opposition  der  Egeria  des  Jahres  1864  sind  Meridian- 
beobachtungen  von  Bonn  und  Leiden  vorhanden,  deren  Vergleicbung 
mit  der  ersten  Ephemeride  folgende  Resultate  gaben : 


Bonn 

Leiden 

Ja 

Jti 

Ja 

Jd' 

Jan.  11 

H-70"0 

-5'1 

Jan.   9  +79"6 

— 3"5 

»  12 

68.1 

5.1 

»  11 

80.8 

6.3 

.  »  13 

74.5 

4.6 

»»  12 

82.8 

3.1 

.  14 

72.1 

3.7 

»  13 

78.9 

4.3 

»  15 

70.9 

32 

»  14 

83.5 

3.7 

Mittel  +71  "1 

-4'3 

»  16 

81 .0 

3.7 

Mittel 

+81'0 

-4'1 
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Hier  stimmen  die  Beobachtungen  jeder  Reihe  gut  unter  einander, 
und  auch  die  Mittel  aus  den  Abweichungen ,  die  auf  jeder  dieser  beiden 
Sternwarten  erhalten  worden  sind ,  lassen  nichts  zu  wünschen  übrig. 
Dahingegen  ist  das  Mittel  aus  den  in  Leiden  erhaltenen  graden  Auf- 
steigungen 9"9  von  dem  Mittel  der  in  Bonn  erhaltenen  verschieden.  Da 
ich  nicht  wissen  konnte,  welche  Beobachtungsreihe  der  anderen  vorzu- 
ziehen ist ,  so  habe  ich  bei  der  Bildung  des  Normalortes  das  Mittel  aus 
allen  angewandt.  Später  habe  ich  noch  Kenntniss  von  Beobachtungen 
dieser  Opposition ,  die  auf  Barcley's  Sternwarte  in  Leyton  angestellt 
worden  sind,  erhalten,  diese  geben  in  grader  Aufsteigung  sehr  nahe  das 
Mittel  aus  den  beiden  eben  angeführten  Reihen. 

Ferner  sind  in  derselben  Opposition  Beobachtungen  in  Washington 
und  Kremsmünster  angestellt  worden,  von  welchen  aber  nur  die  letz- 
teren Meridianbeobachtungen  sind.  Die  Vergleichung  dieser  gab 
Washington  Kremsmünster 
Ja        JÜ  Ja  JÜ 

Jan.    5+52"7  —  11"9  Jan.  31  +71*9 +28"6 

»     6     60.8     11.3  Febr.  2     75.0  -  5.1 

»     9     71.3      7.4  »     3     70.0  +  5.3 

»    11     84.6  11.1 
Diese  sähe  ich  mich  genothigt  auszuschliessen. 

Die  Opposition  von  1 865  bietet  einen  noch  auffallenderen  Unter- 
schied zwischen  Meridianbeobachtungen  dar.  Die  Vergleichung  gab 
Leiden  Kremsmünster 
Ja       Jd'  Ja  Jtf 

Mai  12  +42*7  —  22"8  Mai  20  -i-65"4  — 0"8 

»  17     46.0     23.4  •  21     64.3  0.5 

»  22     43.0     22.6  »  22     64.9  +0.2 

»  24     46.0     22.0  »  27     65.9  —1.4 

■  25     46.5     21.6  »  28     67.4  0.1 

»  26     48.5     23.6  Mittel  -h65"6  —  0"5 

Mittel  +45"6  —  ?2T~ 
Hier  stimmen  die  Beobachtungen  einer  jeden  der  vier  Reihen  wie- 
der sehr  gut  unter  einander,  aber  zwischen  den  Beobachtungen  an 
diesen  beiden  Sternwarten  findet  ein  bedeutender  Unterschied  statt,  der 
in  grader  Aufsteigung  20"0  und  in  Abweichung  22"2  betrögt.  Daausser- 
dem  in  derselben  Opposition  die  Egeria  noch  in  Washington ,  Paris  und 
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Krakau  beobachtet  worden  ist,  und  diese  Beobachtungen  mit  den  Lei- 
dener gut  übereinstimmen ,  so  habe  ich  den  Normalort  aus  den  Beob- 
achtungen dieser  vier  Sternwarten  bestimmt,  jedoch  die  Krakauer  Ab- 
weichungen, eines  besonderen  dabei  vorkommenden  Umstandes  wegen 
ausgeschlossen.  Diese  Beobachtungen  von  Kremsmonster  mussten  natür- 
lich auch  ausgeschlossen  werden,  obgleich  gegen  die  Aufnahme  anderer 
Beobachtungen  dieser  Sternwarte  kein  Bedenken  vorlag. 

14. 

Im  Ganzen  sind  jetzt,  die  Entdeckungszeit  einbegriffen,  die  nach 
der  damaligen  Opposition  statt  fand,  Beobachtungen  der  Egeria  von 
zwölf  Oppositionen  vorhanden.  Unter  diesen  sind  mir  von  den  Oppo- 
sitionen der  Jahre  1853  und  4  864  nur  je  zwei  Beobachtungen  in 
Washington  bekannt  geworden,  und  da  diese  beiden  Oppositionen  jeden- 
falls ein  weit  kleineres  Gewicht  wie  die  übrigen  hätten  bekommen  müs- 
sen, so  habe  ich  vorgezogen  sie  ganz  auszuschliessen;  den  übrigen 
Oppositionen  habe  ich  mir  erlaubt  gleiches  Gewicht  beizulegen ,  da  eine 
Unterscheidung  unter  den  statt  findenden  Umstanden  sehr  mislich  ge- 
worden wöre. 

Es  wurden  nun  zuerst  durch  Vergleichungen  mit  vorläufigen  Ephe- 
meriden  die  folgenden  Normalörter  gebildet. 


m.Z.Berl.  1850  Dec. 

6.5 

23° 

42' 

39.2 

-f.  9« 

39' 

28"7 

1 852  März 

17.5 

177 

58 

25.4 

+24 

41 

4.2 

1854  Oct. 

1.5 

23 

21 

21.2 

-  3 

42 

42.0 

1856  Febr. 

24.5 

162 

16 

8.8 

-1-36 

8 

3.7 

1857  Juni 

21.5 

261 

14 

12.1 

-41 

1 

9.6 

1 858  Sept. 

25.5 

10 

23 

33.6 

-14 

16 

13.9 

1860  Febr. 

15.5 

137 

53 

47.8 

+44 

45 

31.5 

1 862  Sept. 

21.5 

356 

52 

40.0 

—23 

46 

10.0 

1864  Jan. 

17.5 

114 

5 

3.6 

+  47 

50 

23.9 

1 865  Mai 

22.5 

233 

1 

1.3 

—26 

39 

3.3 

Diese  üerier  sind  die  im  Räume  statt  findenden ,  und  sie  beziehen 
sich  alle  auf  den  gleichzeitigen  wahren  Aequator  nebst  Aequinox,  so 
wie  auf  den  Erdmittelpunkt. 

Ich  konnte,  wie  ich  so  weil  war,  schon  voraus  sehen,  dass  die  Ver- 
besserung der  mittleren  Bewegung  grösser  ausfallen  würde,  wie  die  der 
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übrigen  elliptischen  Elemente,  und  ich  suchte  daher  zuerst  eine  vor- 
läufige Verbesserung  derselben ,  mit  welcher  ich  eine  Verbesserung  der 
Epoche  der  mittleren  Anomalie  verband ,  da  diese  mit  jener  in  enger 
Beziehung  steht.  Es  ergab  sich  durch  diese  beiläufig  geführte  Rechnung 

Je  =  —in,  Jn  =  +0*00877 
die  zuerst  für  sich  allein  berücksichtigt  wurden. 

12. 

Die  im  Art.  1  angeführten  provisorischen  mittleren  Elemente  gehen 
hierauf,  und  wenn  man,  statt  der  laglichen  mittleren  Bewegung,  die 
Einem  Julianischen  Jahr  entsprechende  einführt,  in  die  folgenden  über 

c  =  2 10°  46'  28"9  für  1850,0  m.Z.Berl. 

n  =  313364*4735 

7i  =  122°  35'  13*8)  . 

a        Jfi  ls  „,J  mittl.  Aequmox  und  Aequator 
»=    37  10  41. 7  J  der  Epoche 

<p  =      4  59  48.9 
loga  =  0.4110314 
und  aus  diesen  ergaben  sich  mit  Hülfe  von  schon  vorhandenen  provi- 
sorischen Störungstafeln ,  für  die  Zeiten ,  die  den  obigen  Normalörlern 
zukommen,  die  folgenden  geocentrischen  Oerler: 

a  =    23«  42'  27'6,    ^  =  +  9«  39'  28"3 
177  58  30.1  +24  41  0.9 

23  21  19.3  —  3  42  37.4 

162  16    9.2  +36    8  0.7 

261  14  21.1  —41    1  13.3 

10  23  32.6  —14  16  12.6 

137  53  48.8  +44  45  34.3 

356  52  41.0  —23  46  6.7 

114    5    0.2  +47  50  26.5 

233    1    9.5  —26  39  10.9 

Diese  sind  indessen  noch  nicht  mit  den  Normalörlern  des  vor.  Art. 
unmittelbar  vergleichbar.  Denn  die  Sonnenörter  wurden  dem  Ber- 
liner Jahrbuche  entnommen ,  die  für  eine  Anzahl  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Jahre  auf  alteren  Sonnentafeln  beruhen.  Es  wurde  daher 
für  jede  der  obigen  Zeiten  der  Sonnenort  aas  den  Tafeln  von  Olufcen 
und  mir  berechnet,  und  dessen  Einfluss  auf  den  geocentrischen  Ort  der 
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Egeria  bestimmt,  wodurch  die  folgenden  Verbesserungen  erhallen 
wurden : 

Verb.  d.Q  Länge  =  —2*9,  cosJ'^a  =  +1'0,^'  =  — 0'3 


+1.3 

-0.9 

+0.1 

-1-2.2 

-1.2 

—0.5 

+1.4 

—0.9 

+0.4 

+3.6 

-2.0 

+0.2 

+4.7 

-2.5 

—  1.2 

+2.5 

-1.6 

+0.3 

+2.4 

-1.3 

—0.5 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

die  den  berechneten  Oerlern  hinzuzufügen  sind. 

Die  Unterschiede  im  Radius  Vector  der  Sonne  und  der  Breite  er- 
wiesen sich  so  klein,  dass  sie  Ubergangen  werden  konnten.  Die  hierauf 
erhaltenen  Bedingungsgleichungen  sind  in  der  folgenden  Tafel  zusam- 
mengestellt. 


*4r 

1 

3600/« 

R-B. 

4)  für  Ja'.  eos<T 

+1.0942 

+0.6847 

-2.2137 

—0.1503 

-0.3828 

+0.4764 

+0.2447 

10'.'4 

-1-1.5177 

+0.3356 

+2.1505 

-1.6482 

+0.4005 

+0.5034 

—0.1086 

+ 

3.4 

-1-1.2304 

+0.5919 

—2.4528 

+0.3550 

+0.0290 

+0.5791 

—0.1829 

3.1 

+1.6667 

+1.0270 

+1.5814 

-2.3130 

+0.5635 

+0.3376 

-0.1387 

0.6 

+1.2954 

+0.9643 

+  1.6413 

+  1.9509 

-0.4097 

+0.0872 

—0.3693 

+ 

4.8 

+1.1803 

+1.0347 

—2.2242 

+0.8674 

+0.2334 

+0.5512 

-0.3114 

3.5 

+1.8217 

+1.8392 

+0.6768 

-2.8535 

+0.4134 

+0.1355 

+0.1184 

3.0 

+1.1525 

+  1.4657 

-4.9020 

+  1.3144 

+0.3789 

+0.4687 

-0.3368 

0.7 

+1.9508 

+2.7376 

—0.5241 

—3.0840 

+0.0890 

+0.0058 

+0.1039 

2.3 

+1.2886 

+  1.9806 

+2.4078 

+  1.0060 

-0.5475 

+0.3533 

-0.3645 

+ 

7.3 

2)  für  Jd' 


+0.8865 

+0.0758 

-1.7301 

-0.2585 

+0.5050 

-0.6165 

+0.1983 

077 

-4.0442 

-0.2189 

-4.2689 

+  1.3071 

+0.5772 

+0.7254 

+0.1104 

3.2 

+0.9295 

+0.4385 

-1.8336 

+0.4375 

—0.0381 

-0.7615 

—0.1382 

+ 

4.1 

-0.9365 

-0.5627 

-0.5635 

+1.4402 

+0.9940 

+0.5954 

+0.0780 

2.6 

-0.3746 

-0.2875 

-0.3330 

—0.6649 

-1.3935 

+0.2964 

+0.1068 

3.5 

+0.8683 

+0.7517 

—  1.5678 

+  0.8109 

—0.3102 

—0.7327 

-0.2292 

+ 

0.1 

—0.5253 

—0.5165 

+0.1378 

+0.8862 

+  1.3226 

+0.4337 

—0.0341 

3.1 

+0.7550 

+0.9507 

—  1.1388 

+  1.0119 

—  0.5553 

—0.6869 

—0.2206 

+ 

2.8 

-0.0879 

-0.1099 

+0.3567 

+0.1058 

+  1.5979 

+0.1041 

-0.0047 

+ 

2.6 

-0.7395 

-1.1410 

-1.3  481 

-0.6575 

-0.9465 

+0.6108 

+0.2092 

7.6 
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Aus  dem  Art.  77  der  ersten  der  oben  angezogenen  Abhandlungen 
geht  hervor,  dass  ich  die  Jupilerstörangen  der  Egeria  mit  der  Jupiter- 
masse 

—  <053,M 

berechnet  habe,  die  damals  wie  ich  diese  Rechnungen  anfing  für  die 
richtigste  galt.  Da  man  aber  spater  Veranlassung  gefunden  hat  diese 
Masse  wesentlich  zu  vergrüssern,  so  hielt  ich  es  fllr  dienlich  einen  Cor- 
rectionsfactor  desselben  mit  unter  den  Unbekannten  aufzunehmen.  Die- 
ser ist  oben  mit  //  bezeichnet,  und  auf  bekannte  Art  zu  verstehen,  nem- 
lich  so  dass  (1-h/u)m'  die  verbesserte  Masse  wird,  wenn  die  der  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegte  mit  tn'  bezeichnet  wird. 

Die  Bedeutung  der  übrigen  Unbekannten  der  Bedinguogsgleichun- 
gen ,  die  Berechnung  der  CoefBcienten  derselben ,  und  die  Berechnung 
des  Einflusses  der  Verbesserung  der  Sonnenörter  auf  die  geocentrischen 
Oerter  des  Planeten  anbelangend ,  verweise  ich  auf  den  unten  ange- 
hängten Zusatz  III ,  wo  man  die  erforderlichen  Erklärungen  und  Ent- 
wickelungen  finden  wird. 

13. 

Die  Auflösung  der  zwanzig  Bedingungsgleichungen  des  vor.  Art. 
durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  wobei  einer  jeden  derselben 
das  Gewicht  =  1  beigelegt  wurde,  ergab  die  folgenden  Verbesserungen 
der  oben  angeführten  provisorischen  Elemente. 

J\  =  +0"62  Je  mm  +5*40 

Jn  =  — 0.0368 

Jip  mm  —1.55 

Jx  =  —4.81  J,i  =  —4.02 

Ji  —  — 1.37 

JB  =  +3.92 

fl  mm  +0.002657 

und  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  =  43.77. 
Aus  der  Substitution  dieser  Verbesserungen  in  die  Bedingungs- 
gleichungen selbst  folgen  die  in  diesen  übrig  bleibenden  Fehler ,  und 
zwar: 
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Ja  COStT 

J# 

1850 

— 1"6 

+2"6 

1852 

-1-2.1 

+0.7 

1854 

+1.5 

+2.7 

1856 

—2.0 

—1.1 

1857 

—0.9 

+  1.3 

1858 

 0  4 

—2  2 

1860 

—0.8 

+1.9 

1862 

—0.1 

+0.2 

1864 

+1.1 

+0.2 

1865 

—1.8 

+0.5 

und  aus  diesen  ergiebt  sich  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  blei- 
benden Fehler  ==  45.5,  mit  dem  obigen  Werthe  zur  Genüge  überein- 
stimmend. 

Fügt  man  hierauf  die  obigen  Verbesserungen  den  provisorischen 
Elementen  hinzu,  so  werden  diese  schliesslich 

c  =  210°  46'  34*30 
n  =  313364*4367 
n  =  122°  35'  9"78 
0  -  18  48  41.12 
x  =  37  10  40.33 
tp  =  4  59  47.35 
loga  =  0.4110315 


die  den  unten  folgenden  Tafeln  zu  Grunde  liegen.  Die  Jupitermasse  ist 
wie  man  sieht  grösser  geworden ,  jedoch  nicht  so  gross ,  wie  andere 
neuere  Berechnungen  ergeben  haben. 

Aus  der  obigen  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler 
folgt  auf  bekannte  Art  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  eines  Nornial- 
orts  =  1"84. 

14. 

Als  Rechenbeispiel  soll  der  Ort  der  Egeria  für  1862  Sept.  21. 5 
m.  Z.  Berlin  gerechnet  werden.  Die  den  Tafeln  voran  gestellte  Hülfs- 
tafel  giebt  hiemit 

1862+264.5  Tagen 

und  man  erhalt  ferner 
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Tafel  1,  1862 
|200d 
i)  60* 
I  4d.5 

»    3,  Arg.1, 


Tafbln  der  Egeria  elc. 


Arg.  4 

194.806 
52.960 
15.888 
1.192 


264.846 
Verb. 


4  bis  8,  Arg.1,  P  J 

logf>  { 
log  sin 


A 

253»  9/2 
45  28.48 
13  38.54 
1  1.39 


313 
-3 


17.6 
52.0 


309 

3 


25.6 
34.7 
+3.5 


313  3.8 
4.31209 
+15 

9.86368« 


B 

230°  19.'6 
14  25.71 
4  19.72 
19.48 


249 
-1 


24.5 
13.6 


248  10.9 
220  19.9 
+3.7 


Arg.  2 

3 

ferner  Taf.  1,  1862 

54 

284 

■    2  200* 

46 

11 

60* 

14 

3 

4*.  5 

1 

0 

115 

"298 

i    3,  Arg.  1,Vb. 

-4 

111 

108  34.5 
3.85399 
-24 
9.97676 

4 
116 
46 
14 
1 

177 
-4 

173 


2B 


436  22 
—  1  59 


134  23 
2.6119 


9.8541 


C 

3080  9' 
12  14.4 
3  40.3 
4  6.5 


324 
-1 

323 
71 


20 

3 

77 

42 


D 

452°  30' 
16  37.4 
4  59.4 
22.4 


4  74 
—  4 


29 
25 


14  73 
234 


34  59 
2.530 


5 

25.364 
34.496 
10.349 

_0.776_ 
70.985 
—2.933 

68.052 


9.758 
6 

313.524 
2.432 
0.730 
0.055 


4 

13 


47  17 

2.8351 


316.741 
—0.207 


7 

27.7 
4.8 

16.4 
1.3 


9.8661 
8 


425 

ferner 
Arg.  I. 

»  II. 

•  III. 
IV. 


» 
» 


Taf.  1 
=  22.90 

=  35.72 

=  41.86 
=  22.15 
«  8.04 

=  34.90 

=  35.45 

=  13.16 
IX.  =  3.05 


V. 
VI. 
VII. 


»  VIII. 


0.2 


23.84 
2.94 
0.88 
0.07 


27.73 


12.000 
0.548 
0.164 
0.012 


12.724 


*i2 
0.0144) 

0.01 69{ 


0.0162 


316.534 

Anm.  Diese  Argumente,  die  ich  hier  des  Formates  wegen  von  den  A,  B,  etc. 
getrennt  hingeschrieben  habe  .  pflege  ich  in  der  Anwendung  gleich  neben  diesen ,  auf 
ein  Quartblatt  grossen  Formates  hinzuschreiben.  Auch  lasse  ich  immer  so  viel  Platz, 
dass  die  durch  Logarithmen  zu  berechnenden  Störungsglieder  der  beiden  anderen 
Goordinaten  gleich  unter  den  obigen  ähnlichen  hingeschrieben ,  und  alle  Logarithmen 
unmittelbar  nach  einander  aufgeschlagen  werden  können. 


p  sin  (P+/1) 
p  sin  (P+tf) 
psin  (P+2Ä) 

psin  (P+C) 

psin  (P+D) 

Taf.  9,  Arg.  4 
»10,    »  1 


Sa.  = 


-14994,  Taf.  11,  Arg.1 

+6769  .  »  2 

+  292  »  »  3 

+  194 


»  42, 


» 


=  +  503 

+4  463 
+  2 
+9223 
—  14994 


»  13,  i  G 
»   14  bis  19 


0 

Taf. 

5 

17 

• 

/  6548 

\  o 

i 

\  3433 

\  -57 

1248 

» 

11194 

-  5771 

Tof.  14,  Verl.  Arg.  I. 

II. 
III. 


15 
16 

17 
18 

19 


» 


» 


IV. 
V. 


250 


VI. 

Sa 


638 
274 
143 

61 
79 

.  I  63 
.  (1258, 


260 
598 
284 
159 

59 
87 

61 


^70 

568 
294 
176 

59 
90 

64 


1248,  1248 


5423  =  Summe  d. Störungen  d.  mittl.  Anomalie. 


At  B 

Taf.  20  und  21,  Arg.  1,  P  { 

logp  { 
log  sin 

Abluudl.  d.  K.  S. 


309°  26' 

248°2 

275  9 

139.6 

+  4 

224  39 

27.8 

2.8230 

2.063 

+  1 

9.8468n 

9.669 

d.  Wi»M.n«rh.  XIII 
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p  sin  [P+A) 
p  sin  (P+Ä) 
Taf.  22,  Arg.  1 


Sa.  m  -i 


A,  H.  etc. 
Taf.  31  bis  35,   Arg.  4,  P 

logp 
log  sin 


250 

2fi0 

270 

-468 

Taf.  24,  Arg.  4 

0 

Taf.  26  Verl.  Arg.  1. 

16 

26 

26 

+  54 

o  »4 

1 

»    27  • 

•  VI. 

9 

9 

40 

+  40 

»  25,     »  5 

16 

»    28  » 

»  vn. 

59 

56 

52 

d  26  bis  30 

4  32 

»    29  ■ 

i  vm. 

19 

23 

27 

149 

•    30  • 

»  IX. 

15 

17 

19 

-374 

•                •        •  ™ 

-374 

428, 

131, 

434 

—225  =  Summe  der  Störungen  des  Log.  des  Rad.  Vect 


309°  26' 
246  37 
+42 


248»  M» 
422  40 


496  45 
2.6466 
-5 
9.4469n 


40  24 
2.0442 

9.2545 


4  36«  4 

323»  3 

173«  1 

490,  9 

14,  5 

173,  7 

327,  3 

334,  8 

346,  8 

4.440 

4.133 

4.564 

9.732n 

9.629n 

9.959n 

p  sin  [P+A)  —445.6 
psin(P+Ä)  +  4  8.5 

psin(P+2fl)  -  7.0 
p  sin  fP+C)  —  5.8 
psin(P+D)  -  8.4 
constante  —  90.0 
Taf.  36,  Arg.  4  +428.9 

»    37    »  +  0.5 

—  226.8 
+447.9 
Sa.  —  +224.1   .  . 


Taf.  38, 
•  39, 


Arg.  1 

•  5 
40  bis  43 


43.9 
4.5 
0 

20.3 


Taf.  40,  Verl.  Arg. 

►  41 

i    42     »  » 

>  43     »  » 


38.7 


+259.8 


Summe  der  Störungen  der  dritten 
Coordinate  =  u. 


Taf.  44,  18«« 

■    45  {  «Od 

I    4«».  5 
.    46,  Arg.  7 
»    47     .  8 

8a. 


1 

0+A 

4  03»87579 

-800.  3 

18»87988 

478 

—  18.8 

380 

1 48 

-  4.1 

96 

11 

-  0.8 

7 

30 

-r  4.0 

40 

606 

-  14.0 

448 

408O88847 

-330.4 

4  8<>88806 

f  4  869 

T.r  48  »;jd 

I  4.5 


174»98087 
47.66364.1 
14.19909.8 
1.07848.8 


mittl. 


888001604 
5483 


uz 


338"07037 


Tof.  51,  logfactor 
log  (») 


0.6833n;  logconst. 
8.5869  ;  log« 

3.3~193n  logr 
Zahl  *  -1688  log* 


Taf.  49,  Miltlp.  Gl. 
Taf  50,  Red. 

« 

oder  durch  die  Hülfstnfel 


»88O87087 

=  -7.89851  i  Taf.  58,  logr" 
»  103.88847  Stör, 
s  333087683  logr 
.  +4. 76690 
>  -1688 
=  18.88806 


0.4       j  log*  «  t.5110" 

8.4147  logaUif/+fu-ri»)  -  M*J5 
0.4388  *-1«<3 
8.8885  Zahl  =  +  »45.» 

,+381.3 


=  357064  496 

357036'53"9 


0.433498, 
—335 
0.481973 


Taf  58 


M 
sin  <T 

log  sin  d 
logr 

log  cos  J 


-0.365)30 
+  J8« 

—  0.864744 

9.433836« 
0.431  973 
9.98<3*0 


uigiiizeo 
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Aus  dem  Berl.  Jahrbuche  für  1862  berechnete  ich 
A  =  178°  47'  36*3,  logÄcosD  =  0.001369,  logßsinß  =  7.962128 
und  hierait  ergab  sich  durch  die  AusdrUcke(A)  des  Art.  9 

A-a  =  181"  4  o '  4i"  4,  log  sin  [A  —  a)  =  8.84  8156n,  log  fl  cos  D  sin  {A—a)  =  8.814585»,  log  «sin  D  =  7.982198 

logrtcosD  =  0.0*4889    log  cos  (a'-a)  »  9.999964    subtr.log   =  -5596 

logcos  {A-a)  =        -98»  0.805804     logr  sin  6  ■  9. 854799h 

logflcosDcosM-«)  =~  0.004877»  täglgf«**-«)  s»  8.4  09824     log  d  sin  J'  =  9.849803« 

subtr.log  «  -84  0889    «'-«  =  -0«  44'  18"3    logcosd"  »9.964504 

logrcosJ  =  0.446198    o  ■  357  86  58.9  0.805340 

«'  =  8860  51'  44"«    loglg«T      =  9.64886>n 

<4"  m  -83«  46'  4  0"0 
logd  =  0.843839 

Diese  Werlhe  von  a  und  d'  bekommen  noch  die  oben  angeführte 
Verbesserung  wegen  Fehler  der  angewandten  Sonnenlange. 


Zusatz  I. 

* 

15. 

In  der  oben  angezogenen,  in  den  A.  N.  Nr.  823  u.  f.  abgedruckten 
Abhandlung  habe  ich  einige  Relationen  und  numerische  Ausdrücke,  ohne 
ihre  Ableitung  anzuführen,  aufgestellt,  weil  ich  meinte  annehmen  zu 
dürfen ,  dass  jeder  Astronom  sie  sich  richtig  würde  ableiten  können. 
Dass  dieses  jedoch  nicht  ohne  Ausnahme  der  Fall  ist,  habe  ich  dadurch 
in  Erfahrung  gebracht,  dass  mir  Zuschriften  zugegangen  sind,  die  un- 
haltbare Bedenken  gegen  die  eine  oder  die  andere  dieser  Relationen 
enthalten.  Ich  will  daher  hier  Gelegenheit  nehmen  die  Ableitung  dieser 
Relationen  zu  geben ,  in  soweit  dieses  durch  trigonometrische  Behand- 
lung geschehen  kann.  Die  erste  Grundlage  aller  dieser  Relationen  bildet 
die  Theorie  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne,  oder  die  Sonnen- 
bewegung, und  die  Theorie  der  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse, 
aber  es  würde  viel  zu  weit  fuhren,  wenn  ich  diese  beiden  Theorien  hier 
von  Neuem  entwickeln  wollte ,  und  aus  diesem  Grunde  muss  ich  sie  als 
bekannt  annehmen. 

Ich  werde  hier  auch  nur  die  Reduction  der  Planeten  auf  den  gleich- 
zeiligen  Aequator  und  den  gleichzeitigen  Frühlingspunkt,  oder  Aequinox, 
behandeln ,  da  diese  zusammengesetzter  ist  wie  die  Reduction  auf  die 
homologe  Ecliptik. 

Die  in  der  angezogenen  Abhandlung  mit    bezeichnete  Zeil  fällt  in 
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dem  Falle ,  wo  die  absoluten  Störungen  berechne!  sind .  und  in  Tafeln 
gebracht  werden  sollen,  mit  der  dort  /„„  genannten  Zeit  zusammen,  und 
ich  werde  daher  hier  diese  beiden  Zeilpunkte  fiir  identisch  halten,  und 
mit  t^  bezeichnen.  Vorläufig  werde  ich  auch  ^  mit  T  für  identisch  hal- 
ten ,  weil  ich  meine ,  dass  die  Ableitungen  dadurch  vereinfacht  werden, 
und  erst  gegen  das  Ende  dieses  Aufsatzes  werde  ich  /0  von  T  abson- 
dern. Die  Figuren ,  aus  welchen  die  erforderlichen  Relationen  entnom- 
men werden  können,  werde  ich  hier  beifügen. 

Als  Einleitung  zu  der  eigentlichen  Aufgabe  werde  ich  die  Relationen 
zwischen  der  Luni-Solarpräcession  und  der  allgemeinen  PrUccssion  ,  so 
wie  zwischen  der  veränderlichen  und  einer  constanten  Schiefe  der 
Ecliptik  ableiten,  und  vor  Allem  die  Ausdrücke  aufstellen,  die  aus  der 
Theorie  der  Sonnenbevvegung  und  der  der  Umdrehung  der  Erde  um 
ihre  Achse  als  bekannt  betrachtet  werden  müssen. 

16. 

Sei  T  eine  bestimmte,  und  t  irgend  eine  unbestimmte,  in  Juliani- 
schen Jahren  auszudrückende  Zeil,  g  die  Neigung,  und  «  die  Liinge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  zur  Zeil  i  statt  findenden  Ebene  der  Ecliptik 
in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  T  statt  findende,  und  das  dieser  Zeil  zukom- 
mende Aequinox,  dann  giebt  die  Theorie  der  Sonnenbewegung  g  und  m 
in  der  folgenden  Form : 

sin g  sin  m  =  a(t—T)+a  (t—T)2 
sin.?  cos  m  =  b  (t—T)+b' (i—T)2 

wo  a,  a,  b,  b'  sich  als  numerische  Coefficienten  darstellen,  von  welchen 
a  und  b  von  der  ersten ,  a  und  b'  hingegen  von  der  zweiten  Ordnung 
in  Bezug  auf  die  Massen  der  störenden  Planeten  sind.  Die  Werthe 
dieser  CoefQcienlen ,  die  ich  bei  der  Bearbeitung  der  Sonnentheorie, 
unter  der  Annahme  des  Anfangs  des  Jahres  1800  für  Tx  gefunden,  und 
den  Sonnentafeln  einverleibt  habe,  sind  die  folgenden : 

a  =  +0"0ö7723,  a'  =  +0 "0000 18870 
b  =  —0.467698,  b'  =  +0.000005623 

Sei  ferner  t  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  l  gegen  die  Eclip- 
tik zur  Zeit  T,  (*)  dieselbe  zur  Zeit  T,  und  y  die  Zurückweichung  der 
Aequinoclialpankte  auf  der  Ecliptik  zur  Zeit  7\  wahrend  des  Zeitraums 
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t—T,  also  \p  die  Luni-Solarpräcession  sammt  der  Nutalion,  dann  giebt 
die  Theorie  der  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse 

y  =         T)+f6colg2(«)(/—  T)*+Jy 

*)  wo  £  ein  numerischer  Coefficient  —  die  Luni-Solarpräcession  für  die 
Zeit  T  —  ist,  der  gleichwie  (f)  nur  durch  Beobachtungen  ermittelt  wer- 
den kann ,  und  Jy  und  Je  die  Nutation  der  Lange  und  der  Schiefe  der 
Ecliptik  bedeuten,  die  vom  Werthe  von  f  und  anderen  bekannten  Grössen 
abhängen.  Die  numerischen  Werthe,  die  ich  in  der  angezogenen  Ab- 
handlung zu  Grunde  gelegt  habe,  sind  die  folgenden,  die  ich  aus  Bes- 
sels  Bestimmung  der  Präcession  abgeleitet  habe : 

f»  =  23«  27'  54"80 
C  =  50*35593 

Jy  =  +17*332  sin  0-  0*208  sin  20—  1"254  sin  20 
Ji  =  -+-  9W271  cos 0—  0.091  cos 20+  0.544  cos  20 

die  sich  auch  auf  T  =  1800  beziehen,  und  in  welchen  0  das  Supple- 
ment der  tropischen  Länge  des  aufsteigenden  Mondknoten  auf  der  Eclip- 
tik,  und  0  die  tropische  Sonnenlänge  bedeuten.  Die  Säcularänderungen 
der  NutationscoefQcienlen  habe  ich  auch  berechnet ,  aber  so  unbedeu- 
tend gefunden,  dass  sie  durchaus  keine  Berücksichtigung  verdienen. 

17. 

Ehe  wir  die  Hauptaufgabe  vornehmen,  sollen  die  Ausdrücke  für 
die  allgemeine  Präcession  und  Schiefe  der  Ecliptik  abgeleitet  werden, 
und  dazu  die  folgende  Figur  dienen ,  die  uns  auch  weiter  unten  nützlich 
werden  wird. 

Die  Linien  dieser  Figur  sollen  grösste  Kreisbögen  auf  einer  Kugel- 
oberfläche  von  unbestimmtem  Halbmesser  vorstellen,  und  ihre  Bedeu- 
tung ist  in  der  Figur  angezeigt.  Sie  stellen  die  Ecliptik  und  den  Aequa- 
tor  in  den  zwei  von  einander  verschiedenen  Zeilpunkten  t  und  T  dar, 
und  es  sind  demzufolge,  und  da  die  Bewegung  von  der  linken  zur  rech- 
ten gedacht  wird,  der  Punkt  D  das  Frühlmgsäquinox  zur  Zeit  T,  so  wie 
T  dasselbe  zur  Zeit  t. 

*)  Bei  Poisson  kommt  im  Coefficienten  von  (t— 7) 2  des  Ausdrucks  von  U»  noch 
ein .  von  der  Säcularänderung  der  Excentriciüit  der  Erdbahn  abhängiges ,  Glied  vor. 
dessen  numerischer  Werth  aber  so  klein  ist,  dass  ich  meine  es  weglassen  zu  dürfen. 
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Dein  Vorhergehenden  zufolge  sind  nun 

der  Winkel  BAD  =  g 
der  Bogen     BA  =  m 
»        CB  =  y 
der  Winkel  ACG  =  s 

B  "V     ADG    =  («) 


Sei  AD  =  AD*),  dann  ist  FD  die  Zurückweichung  der  Aequinoc- 
lialpunkte  auf  der  Ecliptik  zur  Zeit  t,  oder  die  allgemeine  lYacession, 
und  der  Winkel  AFG  die  wahre  Schiefe  der  Ecliptik  zur  selben  Zeit.  Sei 

FD  =  vi 
AFG  =  ei 

und  CF  =  X. 

18. 

Im  sphärischen  Dreieck  ACF  sind  die  Seiten  und  die  gegenüber 
liegenden  Winkel 

•)  Man  erkennt  aus  der  angezogeneu  Abhandlung,  das«  diese  Gleichung  sirenge 
genommen  nicht  angenommen  werden  darf,  aber  man  erkennt  zugleich,  dass  der 
Unterschied  zwischen  den  Bögen  AD  und  AB  so  klein  ist,  dass  er  übergangen  werden 
kann,  und  deshalb  habe  ich  hier  die  Gleichheit  derselben  angenommen. 
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y-t-m,  yi+m,  X 
*800-«,,     «    ,  g 

und  die  sphärische  Trigonometrie  giebt  daher 
sinfi  sin  (tpi-hm)  =  sin  #  sin  (y-*-m) 
sin  et  cos  (yi+ro)  =  cos  e  sin  0+sin  ecosg  cos  (?•*■*») 
sin  (i  sin  a  =  sin  g  sin  (y-*-m) 

woraus  zuerst 

sinfisinyi  =  sin*  cosm sin(i//-»-m) — cos«sin^sinm 

—  sin«  cos g  sinm  cos  (y+m) 

sinei  cosu'i  =  sin  «  sinm  sin(^H-m)-|-cos*  sinjj  cosm 

■+•  sin f  cos*/  cosm  cos  (v+m) 

folgt.  Uebergehen  wir  nun  hier,  gleichwie  in  der  angezogenen  Abhand- 
lung, immer  die  Grössen  dritter  und  höherer  Ordnungen,  so  geben  diese 
Gleichungen 

sinttsinyi  =  sine  sin  y— cos«  sin g  sin  m+$sin«  sin 2g  sinm  cosm 
sin  «i  cos     s=  sin  «  cos  y-t-cos  e  sin  g  cos  m— fatal «  sin  2<j  co6 

woraus  durch  die  Division 

i/>— cotg«  riag  giom+jsin»g  sin  m  cogm 
^  <+cotgt  singcos  m 

oder 

yrt  =  ^ — cotg«  sing  sinm — y  cotg«  sing  cos«H-J{1  +2  cotg'e)  sin 7g  sinm  cosm 

folgt.   Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  giebt  hierauf  durch  Division 
mit  cos  xpt 

sin«!  =  sin  «-neos«  sin  g  cosm— y  cos«  sin«;  sinm— |sin«  sin  *g  cosJm+^*sin2flisinJm 
Wenn  aber  Uberhaupt  sin «i— sin«  m  u  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


COSf  icos3f 

der  vorstehende  Ausdruck  giebt  daher 

*!  an  «-i-sin  £  cos  m— v;sinysinm-*-^cotg«sin3jsinJm 

Die  dritte  der  obigen  strengen  Gleichungen  wird 

A  sin  *  bs  sin  g  sinm  +y  sin  g  cosm 

und  da  aus  dem  Vorhergehenden 
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folg!,  so  erhall  man 

»  -  ^'+^-,sin,cos»,-^s>in'9siD,»coSm 

Substituirt  man  nun  die  eben  gegebenen  Ausdrücke  von  s'mg  sinwi, 
siu</  cosm,  tfi,  «,  so  erhalt  man 

*  =  (*)+6((-r)+j6'-iflW^cotg(*)|(/-T)2+^ 
y,  =  {^acotg(€)j(*-'T} 

.    +ji^(n-2  cotg » («))-«'  cotg  (*)-,  ,in  ( *co,  (t  j )  (<-  rp+^ 

indem  die  Producte  von  Jy  und      mit  a  und  6  ganz  unmerklich  sind. 

Die  allgemeine  Pröcession  yx  ist  in  der  angezogenen  Abhandlung 
eben  so  bezeichnet,  und  unter  der  Form 

=  c(<-T)+c'(<-77+iV 

aufgestellt  worden,  die  Vergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  giebt 
daher 

c  =  £— acotg(«) 

c  =  ia6(lH-2cotgM*))-a'colg(*)-Jsln^cosi7) 
N  =  Jxp 

Durch  dio  Substitution  der  oben  angeführten  numerischen  Werthe  be- 
kommt man  hieraus 

c  =  50"22295,  c  =  -|-0  0001 1207 

wie  in  der  Abhandlung ,  und  der  dort  angegebene  Werth  von  N  stimmt 
auch  mit  dem  hier  angegebenen  Werthe  von  Jy  überein.  Substituirt 
man  ferner  dieselben  numerischen  Werthe  in  den  obigen  Ausdruck  für  ej, 
so  ergiebt  sich 

*,  =  23°27"54"80  —  0"467698(*—  7}  —  O'OOOOOI  405((—  T? 
H-9"271  cos  S  —  0"091  cos2  &  •+-  0'544  cos  0 

wo,  gleich  wie  in  dem  numerischen  Ausdruck  für  yi*  T  =  1800  zu 
setzen  ist.  Auch  dieser  Ausdruck  ist  identisch  mit  dem  in  der  angezo- 
genen Abhandlung  gegen  das  finde  des  Art.  18  angeführten  Werthe 
derselben  Grösse,  wobei  indess  bemerkt  werden  muss,  dass  dort  durch 
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Versehen  in  der  Nutation  0*089  statt  0"091  und  0"551  statt  0"342  an- 
gesetzt worden  sind,  welche  Unterschiede  aber  keinen  Belang  haben*). 

Der  Bogen  A  kommt  in  der  angezogenen  Abhandlung  nicht  vor, 
wird  hier  aber  weiter  unten  gebraucht  werden. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  •  Hauptaufgabe ,  die  darin  besteht,  die 
Grössen 

a  =  sin  tf  sin  k 
ß  =  sin  (p  cos  k 

durch  bekannte  Grössen  auszudrücken.  Es  bedeuten  hier  <jp  dieNeigung 
des  Aequalors  zur  Zeit  t  gegen  den  Aequator  zur  Zeit  oder  hier  f0) 
und  /:  die  grade  Aufsteigung  des  aufsteigenden  Knotens  jenes  auf  diesem. 
Zufolge  des  Art.  1 5  soll  aber  hier  vorlaufig 

im  =  k  -  T 

gesetzt  werden ,  und  es  sind  daher  zunächst  nicht  die  vorstehenden, 
sondern  die  folgenden  Grössen 

a2  =  sin  (pi  sin 

ß2  =  sin^cosfcj 
wo  (p-i  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  t  gegen  den  zur  Zeit  T, 
und  ki  die  von  dem  zur  Zeit  T  statt  findenden  Aequinox  gezahlte,  grade 
Aufsteigung  des  aufsteigenden  Knotens  jenes  auf  diesem  bezeichnen. 
Wenden  wir  uns  nun  zur  Figur  des  Art.  17,  so  ist  sogleich  zu  erken- 
nen dass 

BGF  mm  (fr 
BG  =  kt 

sind,  und  macht  man,  mit  Rücksicht  auf  den  Inhalt  der  Anmerkung  zum 
Art.  17,  GE  =  GB,  so  erkennt  man,  dass  der  Bogen  FE  die  Zurück- 
weichung der  Aequinoctialpunkte  auf  dem  Aequator  während  der  Zeit 
I— T  ist.  Sei 

FE  =  Vi 

hiemit,  und  mit  Zuziehung  der  im  Art.  17  schon  eingeführten  Bezeichnun- 
gen der  übrigen  Theile  der  Figur,  ergiebt  sich,  dass  in  dem  sphärischen 

*)  Ich  darf  nicht  unterlassen,  hier  anzuführen,  dass  die  Coefficienten  der  Aende- 
rungen  der  beiden  Präressionen ,  der  Schiefe  der  Ecliplik  u.  s.  w.  die  Bessel  in  den 
»Tabulae  Regtomontsnae«  angewendet,  bedeutend  unrichtig  sind. 
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Dreieck  CBG  die  Seilen  und  die  gegenüberliegenden  Winkel  die  folgenden 

(f2  ,       «  ,       180°  —  («) 

sind.  Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  nun  zuerst  die  strengen  Glei- 
chungen 

cos  t  q%  sin  \  {^2+*)  =  sin  4  xp  cos  \  (<-!-(')) 
cos  {  9P2  cos  J  (y-i+X)  =  cos±  y  cos  ±  («—((«)) 

und  da  mit  Rücksicht  auf  den  Grad  der  Genauigkeit,  der  hier  festgesetzt 
worden  ist,  in  diese  Gleichungen 

cos*  («—(«))  =  4 ,  cos  i  («+(«))  =  cos  («) 

gesetzt  weiden  darf,  so  geben  sie  sogleich 

W  +  X  =  i//cos(«) 

die  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  richtig  ist.  Die  Substitution  der 
obigen  Ausdrücke  für  y  und  «  verwandelt  diesen  Ausdruck  in  den  fol- 
genden, 

V*+*  =       £  COS  (*)  (t —  T) 

■+■  £  b  cos  (e)  cotg  2  («)  (<—  Tf+Jy  cos  (e) 

Es  ist  hier  ein  mit  dem  Product  der  Präcession  in  die  Nutation  multipli- 
cirtes  Glied  übergangen  worden ,  und  es  soll  dieses  auch  in  allen  fol- 
genden Ausdrücken  geschehen ,  da  diese  Glieder  nur  in  den  seltensten 
Füllen  merklich  werden.  Uebrigens  wird  weiter  unten  ein  Verfahren 
angegeben  werden,  durch  welches  man  diese  Gattung  von  Gliedern  aus 
den  Endformeln  ableiten  kann. 

Die  Substitution  des  oben  erhaltenen  Ausdrucks  Air  A  in  den  vo- 
rigen giebt  endlich 

+  { «»SS  -  m»  W  -  s  4  s «-  ***~t* 

20. 

Dasselbe,  ün  vor.  Art.  eingeführte,  sphärische  Dreieck  giebt  ferner 

sin  <jpj  sin  (fcj-l-u^-l-A)  =  sin  (e)  sin  y  =  ysin  (e) 
sin  (p2 cos  (Aca-i- yi-4-A)  =  —  cos  (e)  sin  >     sin  (#)  cos «  cos  y 

=  —  sin  («— («))  —  ±    sin  (#)  cos  (t) 
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bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung,  und  es  wird  nach  der  Substitution  der 
Ausdrücke  für  xp  und  «  folglich 

sin^sin  (^+^H-A)  =  Csin(«)(<-^+^sin(«)cotg2(«)((-r52-f.z/VsinW 
sin  ^ cos (ftj+^+A)  =  —  |  ] ^sin («)  cos  («)  -h  fr  j  (f —  T)2  —  Jb. 

Die  Elimination  von  A  durch  dessen  im  Art.  1 8  entwickelten  Aus- 
druck giebl  daher 

sin^sin  (^-f-ya)  =  fsin  («)(/—  sin  (f)cotg2 («)(/—  T)7+Jy sin («) 

sin^cos^H-i^)  =  —  -J-  J  f  sin  (#)  cos(t)— fa  j  (<—  T)2— Je. 

Nimmt  man  daher  an  dass 

sin  92  sin  =  *(f— f)-+4  (<— T)JH-iV 

sin     cos  (*a+v^)  =  —  b\  (I—  T^1  ■+-  iV' 

so  erhalten  die  jetzt  eingeführten  Coefficienten  die  folgenden  Ausdrücke 
a,  =  £sin(«) 

a'x  —  £&sin(f)cotg2(f) 

6'i  =  i|£»«m(«)ooi{«)— r«| 

1  8in*(«}        2  *         sin  (*)  »io  {<) 

N=  Jtp  sin  (•),  xT'  =  —  Je,  N'  =  ^  cos  («) 
und  man  erkennt,  dass  die  Gleichung 

a,  ct  =  2  b\ 
zwischen  denselben  statt  findet. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  mit  den  ersten  Gleichungen  des 
Art.  14  der  angezogenen  Abhandlung  identisch,  nur  dass  dort  \pi  statt 
i//2  und  a,  c,  etc.  statt  au  cu  etc.  geschrieben  worden  ist ,  welches  hier 
nicht  thunlich  war,  da  <h,  <H,  etc.  in  Function  von  a,  6,  etc.  dargestellt 
worden  sind,  und  ^2  und  verschiedene  Bögen  Einer  Figur  sind,  die 
nicht  gleiche  Bezeichnung  bekommen  durften ,  wogegen  a.  a.  0.  diese 
Umstände  nicht  vorhanden  waren.  Ich  mache  ausserdem  darauf  auf- 
merksam, dass  die  Gleichung  2  b\  —  a,  <\ ,  die  hier  bewiesen  worden 
ist,  in  jener  Abhandlung  schon  angegeben  wurde. 

21. 

Ziehen  wir  jetzt  die  folgende  Figur  in  Betracht,  in  welcher  die 
Linien  wieder  Bögen  grösster  Kreise  auf  einer  Kugeloberflache  von  un- 
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bestimmlem  Halbmesser  bedeuten.  Da  hier  wieder  der  Punkt  B  das 
Fi  ühlingsäquinox  zur  Zeit  T,  und  F  dasjenige  zur  Zeil  t  bedeuten  ,  so 
sind  wieder  die  Bögen 

BG  =  hit  FG  =  k1  +  ti>i 
und  auch  so  wieder  der  Winkel 


Lässt  man  ferner  P  den  Pol  des  Aequators  zur  Zeit  t ,  und  Po  den  Pol 
des  Aequators  zur  Zeil  T  bedeuten,  so  sind  die  Bögen  GP  und  GP„  auf 
der  Kugoloberfläche  jeder  90°  lang,  und  die  Winkel  GPP0  und  €P0P 
sind  rechle  Winkel,  endlich  sind  auch  die  Bögen 


Bezieht  man  nun  den  Punkt  Q,  in  welchem  die  bez.  auf  den  Aequa- 
lor  zur  Zeit  t,  und  den  zur  Zeit  T  senkrecht  gezogenen  Bögen  PL  und 
P0K  einander  schneiden,  auf  beide  Aequatoren  der  Figur,  und  nennt  für 
die  Zeit  /  die  grade  Aufsteigung  und  die  Abweichung  desselben  «  und 
d,  so  wie  für  die  Leit  T  die  analogen  Bögen  «0  und  <J0,  dann  sind  in  dem 
sphärischen  Dreieck  QPPn  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden 


BGF  =  92. 


PPo  =  dem  Winkel  LGK  oder  BGF 
GL  =    .       .  GPL 
GK  =    »       ».  GPJC. 


und  die  sphärische  Trigonometrie  giebt  uns  die  Gleichungen 
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cos  d  cos  (a  —  ki  —  yn)  =  cos  <*„  cos  («0  —  k-i) 

cos  <f  sin  («  —  /f-2  —  **)  =  s'n  <*o  sin  qpj  -4-  cos  #0  cos  92  sin  («0  —  1h) 

sin  0  =  sin  <J0cos  92  —  cos <k sin  92sin(ao  — £2). 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  folgen,  wenn  man  gleich  einige  der  Glieder 
dritter  Ordnung  weglässt,  leicht  die  folgenden, 

cos  Jsin  (o— «o— ya)  =  sin  d0  sin  92  cos  (a0— k-i)  —  J  cos Ö0  sin 2  92 sin  («<>— *a)  cos  («„— A2) 
cosJcos  («— a0— v^)  =  costJo -hsind0sin9>2sin(«0— icosdüSin'^sin^ao— fc2). 
Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

sin  92  sin  (k-i-t- \',  :  —  h 
sin  <p2  cos  (Ä2  «+■  Va)  =  —  '» 

wo  zu  bemerken  ist ,  dass  A  von  der  ersten ,  aber  /  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  dann  gehen  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  die 
erste  bis  auf  Geissen  dritter,  und  die  zweite  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  in  die  folgenden  Uber 

cosd  sin  (a— oo— ya)  =  Asin<J0sina0— /sind0cos«o 

■+■  ^  cosdo/^sinaoCOsao+V^^^^^oCOS  ao 

cos(J0cos(« — «o — y2)  ==  costfc» — Asintfocosao 
und  geben  durch  die  Division,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  aus  der  stren- 
gen Gleichung  2b\  =  ax  ct  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  die  Gleichung 

hipi  =  2/ 

folgt 

«—a0  =  t/;2+Atg<yoSinao+/tg4cosao-l-iÄ2(1+2tg2Jo)sin«0cosao. 

Die  dritte  der  obigen  strengen  trigonometrischen  Gleichungen  giebt,  mit 
Rücksicht  auf  die  eben  erhaltene  Gleichung  Ay2  =  2/,  bis  auf  Grössen 
dritter  Ordnung, 

sind  =  sin^o-i- Acos^ocosao  —  /cosdosinao —  J-A'sindb 

und  hieraus  bekommt  man  durch  Hülfe  eines  oben  bei  der  Entwicke- 
lung  von  *i  angeführten  Satzes, 

d  —  da  =  A  cos  a0  —  / sin  a0  —  ]  A2  tg  d0  sin  2«0. 

Diese  Ausdrücke  für  « — a0  und  d — d0  stimmen  mit  den  anderweitig  be- 
kannten Ausdrücken  für  die  Prücession  und  die  Nutalion  in  grader  Auf- 
steigung und  Abweichung  eines  Fixsterns  vollständig  Uberein ,  und  die 
erste  derselben  zeigt  die  Richtigkeit  der  in  der  oft  angezogenen  Ab- 
handlung Art.  14  gegebenen  Erklärung  der  Bedeutung  der  Ausdrücke 


Digitized  by  Google 


438  P.  A.  Hansen,  [« 

Air  h,  l  und  (p.  Es  folgt  nämlich  aus  der  vorhergehenden  Analyse,  dass 
in  der  Thal 

T)-ha',(<— T)1 

die  in  dem  Ausdruck  der  Präcession  in  grader  Aufsteigung  eines  Fix- 
sterns mit  der  Tangente  der  Abweichung  und  dem  Sinus  der  graden 
Aufsteigung  multiplicirten  Glieder, 

6',  (<-T)2 

das  in  denselben  Ausdruck  mit  der  Tangente  der  Abweichung  und  dem 
Cosinus  der  graden  Aufsteigung  multiplicirte  Glied,  und  '  \ 

Cl(t-T)  +  cx(t-T)* 

die  in  demselben  Ausdruck  von  dem  Orte  des  Fixsterns  unabhängigen 
Glieder  sind ,  so  wie  dass  N,  N',  N*  in  dem  Ausdruck  der  Nutation  in 
grader  Aufsteigung  eines  Fixsterns  auf  dieselbe  Weise  enthalten  sind. 

22. 

Wir  wollen  jetzt  t0  von  T  verschieden  annehmen  und  die  Relatio- 
nen zwischen  a,  ß  und  aj,  fr  entwickeln.  Dazu  wird  die  folgende  Figur 


dienen,  wo  wieder  die  Linien  Bögen  grösster  Kreise  auf  der  Kugelober- 
flaehe  bezeichnen ,  und  die  Bedeutung  derselben  in  der  Figur  einge- 
schrieben ist.  Es  ist  nun  wieder  B  der  FrUhlingspunkt  zur  Zeit  T.  und 
M  soll  den  zur  Zeit  to  bezeichnen,  und  auch  ist  wieder 

BG  =      BGQ  =  9*. 

Nimmt  man  cUm  Bogen  NE  =  BE,  so  ist  der  Bogen  MN  die  Zurück- 
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weicbung  der  Aequinoclialpunkte  auf  dem  der  Zeit  U  zukommenden 
Aequator  wahrend  des  Zeitraums  U>—  T\  es  soll 

gesetzt  werden.  Bezeichnet  man  ferner  die  Neigung  des  Aequators  zur 
Zeit  tu  gegen  den  zur  Zeit  T  mit  <pu  und  die  grade  Aufsteigung  des  auf- 
steigenden Knotens  jenes  auf  diesem  mit  ku  dann  ist  in  der  Figur 

der  Winkel  GEQ  = 
und  der  Bogen    BE  =  fc, 

und  ausserdem  sind 

MQ  =  *, 

wenn  den  Grössen  tp  und  A  dieselbe  Bedeutung  beigelegt  wird ,  die  zu 
Anfang  des  Art.  19  erklärt  wurde.  Sei  endlich 

«t  =  sin  (pi  sin  h 
ßi  =S5  sio  (fn  cos  fc, 

wahrend  die  oben  schon  eingeführten  ahnlichen  Relationen,  nemlich 

aa  =  sin  qp2  sin  A  > 
fii  =  sin  qP2  cos  ki 
a  =  sin  r/  sin  A- 
/J  ss  sin  9  cos  & 

auch  beibehalten  werden.  Aus  der  Figur  geht  nun  hervor,  dass  im  sphä- 
rischen Dreieck  GQE  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel 
die  folgenden  sind 

9Pi  ,      <p  ,        180°  —  (f>x 

und  die  Trigonometrie  giebt  daher 

sin  y  sin  (k—k+\fj9)  s=  sin<^sin(^i — &*) 

sin9>cos(fci— k+%)  =  —  cos^sinyx+sin^cosyicos^—k). 

Aber  und  9*  sind  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  da  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  cos  nur  mit  sin  <pi ,  und  cos  <pi  nur  mit  sin  9* 
mulliplicirl  vorkommen,  so  dürfen  wir  sogleich 

COS  (p\  sc  1 ,  cos  <f-i  =  '1 

setzen ,  indem  die  Berücksichtigung  der  folgenden  Glieder  der  Reihen- 
enlwickelung  dieser  Cosinusse  nur  Glieder  von  der  dritten  und  den 
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höheren  Ordnungen  hervorbringen  würde.  Es  dürfen  daher  die  vor- 
stehenden Gleichungen  sofort  in  die  folgenden  umgewandelt  werden, 

sin  (p  sin  (*,— k+\p0)  =  sin  <px  sin  (fci— /tj) 
sinycos(*,— =  —  sin    +  sin  9P2 cos  (fei— h)- 
Durch  Multiplicationen  dieser  mit  sin  (fci+Vo)        cos(fct  +  Vo),  und 
durch  Additionen  und  Subtractionen  ergeben  sich  hieraus 

sin  q>  sin  fc  =  sin  qn  sin  (fa  -t-  y0)  —  sin  91  sin  (fci  -hi^o) 
sin  (p  cos  &  =  sin  9*  cos  (ta  -1-  y0)  —  sin  <p,  cos  (k  +  v*o) 

und  diese  verwandelt  man  leicht  in 

a  =      («2  —  a,)  cos  —  ßx)  sin  y0 

£  =  _(a2_ai)gin  ^-i-^  —  fl)  cosvo. 

Aber  wenn  nur  nicht  die  Zeitpunkte  /„  und  T  Jahrhunderte  von  einander 
abstehen,  so  ist  auch  \p0  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  und  es 
werden  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

«  =  o2  — ai  ßt) 

ß  =  ß* — ^(oi— Ol): 
Da  ich  hier  /?,  /?, ,  #  nicht  minder  wie  a,  «t ,  a2  als  Grössen  erster  Ord- 
nung betrachtet  habe,  so  dienen  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  zu 
der  Reduction  der  Planetenörter  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik,  wenn  die 
betreffenden  Werthe  darin  substituirt  worden;  sie  sind  identisch  mit 
den  Gleichungen  (20)  der  oft  angezogenen  Abhandlung.  Sei  ferner  die 
Präcession  während  des  Zeitraums  t— to  mit  xp  bezeichnet,  so  wird 

V  =  Vi  -  V« 

man  mag  die  Präcessionen  auf  der  Ecliptik  oder  auf  dem  Aequator  zäh- 
len. Diese  Gleichung  ist  wieder  identisch  mit  der  (21)  der  Abhandlung, 
da  hier  in  Bezug  auf  den  Aequator  ^  dasselbe  bedeutet,  wie  dort  an 
den  betreffenden  Stellen  Vi-  Will  man  diese  Gleichung  auf  die  Ecliptik 
anwenden ,  so  ist  ausser  dem  Wcrlhe  von  xp{,  in  Bezug  auf  die  Ecliptik, 
statt  y>2  die  hier  oben  entwickelte  Präcession  yx  darein  zu  substiuiren. 

23. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Gleichungen 

sin  9»  sin  (fta  y2)  =  o,  (l—  T)  -+■  a\  (<— T)2  +  N 
sin  if  i  cos  [hi    y2)  =  —  b\  (I—  T) 2  N' 
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des  Art.  20  und  eliminiren  durch  Hülfe  der  dritten  y;2  aus  den  beiden 
ersten,  so  ergiebt  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichung  26\  =  a,  cj 

«2  =  a,  (/—  T)  +  o\(t—  T)*  +  N 

*)  und  es  ist  an  sich  klar,  dass  hieraus  die  Ausdrücke  für  a{  und  ßx  ent- 
stehen, wenn  man  to  statt  /  setzt;  dieselbe  Substitution  verwandelt  auch 
y2  in  y0.  Da  jedoch  unter  dem  Frühlingspunkt  M  der  Figur  des  vor. 
Art.  der  mittlere  verstanden  werden  muss,  so  müssen  in  den  Ausdrücken 
für  ax,  ßx,  y0  die  iNutationen  weggelassen  werden.  Wir  erhalten  also 

ßx  =  7V 

=  c,  (/0-rj+c',((o-r)2 

und  da  identisch 

(f—  T)2  — (*o— T)2  = 
2(<o-:T:(/-*o)H-(*-<q)2 
ist,  so  geben  die  Ausdrücke  des  vor.  Art. 

«  =  A(/-(0)+a'1(/-/o)2  +  A' 

wo 

A  =  Oi  +  2a'i(<i— T] 
C  =  c1-h2c'1(/0-T) 

die  wieder  mit  den  betr.  Ausdrücken  der  Abhandlung  identisch  sind, 
wenn  man  darin  au  c, ,  o',,  etc.  für  a,  c,  a',  etc.  und     für  /«,  schreibt. 

Auch  die  Substitution  der  oben  gegebenen  numerischen  Werlhe  in 
die  hier  entwickelten  Ausdrücke  giebt  die  betr.  numerischen,  in  der  Ab- 
handlung angegebeuen  Werthe  wieder.  Man  bekommt  daher  auch  so- 


*)  Man  kann  hiezu  folgendes  bemerken.  Die  vorsiehenden  Gleichungen  zeigen, 
dass  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  in  der  Figur  des  Art.  17  die  Dreieckseite 

BG  =  *2  =  90°  -  -l-  (t-T)  =  90°-  |  r,  (t—T) 

und  dahingegen 

FG  =     -4-  U'j  =  900  + ^c,  (/_r) 
ist.  Die  Summe  der  Bügen  BG+FG  ist  also  von  »80°  nur  um  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  verschieden.  Ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  Summe  der  Dreiecksciten 

CG  +  BG  =  180°+ ^-(/-r) 

also  von  180°  um  eine  Grösse  erster  Ordnung  verschieden  ist. 

Abh.ndl.  d.  K.  S.  CeMlItrh.  d.  WiueMch.  XIII.  2!) 
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wohl  die  analytischen  wie  die  numerischen  Werthe  der  Grössen  A 
in  allen  verschiedenen  Formen,  die  denselben  in  der  Abhandlung  gegeben 
worden  sind,  unverändert  wieder. 

In  den  vorstehenden  Ableitungen  habe  ich  ein  paar  Bögen  etwas 
anders  deßnirt,  wie  in  der  angezogenen  Abhandlung  geschehen  ist,  und 
in  Folge  dessen  sind  hier  einige  der  Zwischen!  elationen  etwas  anders 
ausgefallen  wie  dort;  nichts  desto  weniger  sind  die  Endrelationen  hier 
und  dort  identisch  geworden.  Ich  habe  diese  Abänderungen  nicht  ohne 
Ursache  vorgenommen ,  denn  solche  bieten  ein  sehr  wirksames  Mittel 
dar,  um  etwa  vorhandene,  versteckte  Fehler  zum  Vorschein  zu  bringen. 

24. 

Um  Nichts  wegzulassen,  was  zur  Verification  meiner  Ausdrücke 
für  t],  £,  X  dienen  kann,  will  ich  noch  die  folgenden  Betrachtungen  auf- 
stellen und  durchfuhren,  obgleich  dieses  schon  früher  von  mir  ge- 
schehen ist. 

Das  Verfahren  zur  Keduction  der  Gestirne  auf  die  gleichzeilige 
Ecliptik  oder  den  gleichzeitigen  Aequator,  welches  Gegenstand  dieses 
Aufsatzes,  und  in  den  nachfolgenden  Egeriatafeln  angewandt  worden 
ist,  hat  nur  dann  ausschliesslich  Vortheil ,  wenn  es  sich  um  einen  Pla- 
neten oder  Cometen  handelt,  aber  es  steht  nichts  im  Wege  dasselbe 
auch  bei  Fixsternen  anzuwenden,  obgleich  dieses  keinen  Nutzen  bringen 
würde.  Es  folgt  aber  hieraus,  dass  die  Ausdrücke,  auf  welche  dieses 
Verfahren  fuhrt,  mit  den  Ausdrücken  für  die  Reduction  eines  Fixsterns 
müssen  identisch  gemacht  werden  können,  und  dass  dieses  in  der  Thal 
der  Fall  ist,  soll  jetzt  gezeigt  werden.  Um  nicht  zu  weit  zu  gehen,  sol- 
len hier  blos  die  Ausdrücke  zur  Reduction  auf  den  Aequator  vorgenom- 
men, und  in  diesen  nur  die  Präcession  in  Betracht  gezogen  werden,  da 
die  Ausdrücke  für  die  Nutation  daraus  von  selbst  folgen ;  auch  soll  zu 
mehrerer  Einfachheit  /„  =  T  gesetzt  werden.  Da  nun  auch  die  plane- 
tarischen Störungen  wegfallen ,  so  werden  die  im  Art.  7  angeführten 
Ausdrücke  die  folgenden. 

sin  d  =  sin  i  sin  ([+  w  •+■  tj)  ■+■  (s) 

b      ~~  «+t^iicos2  f+m  +  T,) 

(*)  =  g  sin  (f+  r»  +  if) 
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„         icosfl      i  sin  6  .  L]  cos  i   .  fl 

?  =  h  »Fol  - '  Hd7     Ä  SP,  s,n  6  cos  ö 

|=  -Äcosisin(?-/co8tcosö+A>^^ 

Sstm 

X  =  y2— Äcotgicos0+/co%tsinÖ—A»^^sinflrosÄ 
wo,  gleichwie  im  Art.  24 

Ä  ss  sin     sin  (k*  -+•  yt) 
—  /  =  sin  <p2  cos  (Äj  -|-  yj) 

sind.  Obgleich  ein  Fixstern  keine  für  uns  sichtbare  Bahn,  wie  die  eines 
Planeten  oder  Corneten  beschreibt,  so  können  wir  doch  eine  solche 
ßngiren,  für  welche  die  Neigung  i,  die  Knotenlänge  6,  die  Entfernung 
des  Perihels  vom  Knoten  cd,  und  die  wahre  Anomalie  /'  ist.  Zur  Zeit- 
epoche, auf  welche  sich  die  Bahnelementc  beziehen ,  können  wir  daher 
die  folgenden  Gleichungen  aufstellen, 

cos  d0  sin  (a0  —  6)  =  cos  i  sin  (f+  «) 
cos  <J0  cos  («i  —  6)  =  cos  (f+  »] 
sin  du  ss  sin  i  sin  (/*+  w) 

worauf  die  vorhergehenden  Ausdrücke  zu  jeder  anderen  Zeit  den  Ort 
dieses  Sterns  in  Bezug  auf  den  gleichzeitigen  Aequalor  und  das  gleich- 
zeitige Aequinox  geben  müssen.  Da  im  gegenwärtigen  Falle  die  drei 
Bögen  i ,  0,  f+to  von  den  zwei,  als  gegeben  zu  betrachtenden  Bögen 
oo  und  <?o  vermittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  abhängen,  and  diese 
nur  zwei  von  einander  wesentliche  Gleichungen  bilden,  so  kann  man 
entweder  irgend  einen  jener  drei  Bögen  willkührlich  annehmen,  oder  als 
eine  Function  der  beiden  andern  betrachten,  und  dieses  kann  auf  ver- 
schiedene Weise  geschehen.  Hier  werde  ich  annehmen,  dass 

f+w  =  90° 

sei,  da  hieraus  eine  einfache  Auflösung  unserer  Aufgabe  entspringt. 
Vermöge  dieser  Annahme  bekommen  wir 

«o  =  9O°-t-0,  do  =  t 
und  substituirt  man  diese  in  die  voranstehenden  allgemeinen  Ausdrücke, 
so  ergiebt  sich  zuerst,  wenn  wie  immer  die  Grössen  dritter  und  höherer 
Ordnung  weggelassen  werden, 

M-i 

sin  d  s  sin  df0 —  1*/ 2  sin 

29» 
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nnd 

8in«0    «    1  co8"0        Li  cos  J0 


{  =  Äcosd0cos«o  —  /  cos  flo  sin  a0  =  fi1  C°S*g°~  j°S 

a  =     —  Ä  cotg  <J0  sin  «o  —  /  cotg  d„  cos  «o  +  A2  sin  «o  cos  «o . 

Die  Subsumtion  dieser  in  die  vorstehenden  giebl  nach  einer  leichten 
Heduction , 

« — «o  =  t//2+Atg^üsina0-l-/t«[doCos«oH-lA2(1+2tg2()ro)sin«oCOSa<i 
sin  tf — sin  4  =  /*  cos  d0  cos  «0 — /  cos  d0  sin  «0 — {  A2  sin  d0 
die  mit  den  betr.  Gleichungen  des  Art.  21  identisch  sind.  W.  z.  b.  w. 

25. 

Wie  ich  im  Art.  19  ankündigte,  dass  hier  die  Glieder,  die  vom 
Product  der  Nutation  in  die  Präcession  abhangen ,  weggelassen  werden 
sollten,  führte  ich  zugleich  an,  dass  ich  weiter  unten  ein  Verfahren  an- 
geben wurde  um  sie  zu  berücksichtigen.  Dieses  Verfahren  besteht  ein- 
fach darin,  dass  man  in  den  Theilen  der  allgemeinen  Ausdrücke  von 
£,  A,  die  von  der  Nutation  abhangen ,  statt  der  Werthe  von  i  und  0  die 
der  Zeitepoche  angehören,  die  Werthe  zu  substituiren  hat,  die  dem  Zeit- 
punkt angehören,  für  welchen  man  den  Ort  des  Planeten  berechnen 
will,  und  in  welchem  blos  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  der  Praces- 
sion zu  berücksichtigen  sind.  Bezeichnet  man  diese  Werthe  mit  t(  und 
0i,  dann  ist  zufolge  der  oft  angezogenen  Abhandlung  allgemein 

sin  t,  =  sin  » H-  f ,    öt  =  0  +  X 

und  daher  fllr  den  jetzigen  Zweck  hinreichend  genau 

ii  =  i—cti  sin  d(t—to)  •    6\  =  0H-(c,— a,  cotg  t  cos  6)  (<—<•). 

Substituirt  man  diese  in  die  genannten  Glieder,  und  entwickelt,  so  be- 
kommt man  die  analytischen  Ausdrücke  der  verlangten  Glieder. 


26. 

Der  Ausdruck  für  die  Lunisolarpräcession,  welcher  im  Art.  1 6  ge- 
geben wurde,  bezieht  sich  auf  die  Ecliptik  für  die  Zeit  T  als  feste  Grund- 
ebene, und  im  Laufe  dieses  Aufsatzes  ist  T=  1800.0  gesetzt  worden, 
da  sich  aber  ereignen  kann ,  dass  man  diese  Pracession  in  Bezug  auf 
irgend  eine  andere  Ecliplik  auszudrücken  wünscht,  so  soll  die  Ent- 
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wickelung  dieser  Reduction  hier  vorgenommen  werden.  Der  Zeitpunkt, 
auf  dessen  als  fest  betrachtete  Ecliptik  man  die  LunisolarprUcession  hin- 
führen will,  soll  mit  7„,  und  diese  PrUcession  selbst  mit  v„  bezeichnet 
werden,  man  bekommt  daher  zufolge  des  angezogenen  Artikels 
V*  =  Co(<-To)-K&cotg2(*){/-ro)2 

von  £0  die  unbekannte,  zu  bestimmende,  Grösse  ist.  Die  Nutation  habe 
ich  hiebei  weggelassen ,  weil  sie  keine  merkliche  Aenderung  erleidet, 
wenn  nicht  T — T0  eine  Anzahl  von  Jahrhunderten  umfasst,  welcher 
Fall  hier,  wie  Uberhaupt  in  diesen  Enlwickelungen,  ausgeschlossen  wird. 
Aus  demselben  Grunde,  und  weil  hier,  wie  Uberall ,  die  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnungen  Ubergangen  worden,  durfte  ich  im  letzten  Gliede 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  sich  auf  den  Zeitpunkt  T  beziehenden 
Grössen  £,  b,  (*),  statt  der  dem  Zeitpunkt  T0  zukommenden  setzen. 

Da  die  oben  mit  a,  ß,  y2  bezeichneten  Functionen  in  jedem  Zeit- 
punkt dieselben  Werlhe  behalten  mUssen,  welchem  Zeitpunkt  auch  die 
in  denselben  enthaltenen  Grössen  f,  («),  u.  s.  w.  angehören ,  so  können 
wir  diese  Eigenschaft  benutzen,  um  unsere  Unbekannte  &  zu  bestim- 
men, und  da  wir  bei  den  Grössen  zweiter  Ordnung  stehen  bleiben  wer- 
den, so  brauchen  wir  in  den  Entwicklungen  die  mit  (/— Q2  multiplicir- 
ten  Glieder  nicht  zu  berücksichtigen.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  hiemit 
auf  die  Identiticirung  der  im  Art.  23  mit  A  und  C  bezeichneten  Grössen, 
nachdem  sie  sowohl  durch  die  dem  Zeitpunkt  T,  wie  durch  die  dem 
Zeitpunkt  T0  zukommenden  Grössen  ausgedrückt  sein  werden.  Bezeich- 
net man  alle  dem  letztgenannten  Zeitpunkt  angehörigen  Grössen  mit 
einer  unten  angehängten  Null,  so  erhallen  die  zu  erfüllenden  Gleichungen 
die  folgende  Form, 

A  wm  aj+aa'^-T)  =  a^a'ofo-To) 
C  =  Cl+2c\  fa—T)  =  £b+2c',k— To) 

und  da  diese  beiden  Gleichungen  nur  die  beiden  Unbekannten  £,  und 
(t\  enthalten,  so  reichen  sie  zur  Bestimmung  derselben  aus.  Es  ist  aber 
leicht  einzusehen,  dass  (e)0  aus  dem  Ausdruck  des  Art.  \  6  für  t{  hervor- 
gehen muss ,  wenn  in  demselben  T0  statt  t  gesetzt  wird ,  und  wir  er- 
halten daher  sogleich 

(,)fl  =  (,)  +  6(T0-T)+.  •  • 

wodurch  (*)0  schon  gegeben  ist,  und  folglich  die  vorstehenden  Gleichun- 
gen zwei  Bestimmungen  von  f0  geben,  die,  wenn  alle  Enlwickelungen 
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richtig  sind,  identisch  sein  müssen.  Diese  sollen  beide  entwickeil 
werden,  da  sie  eine  neue  Verification  der  Ableitungen  dieses  Aufsatzes 
gewahren. 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  für  a, ,  a\ ,  <!„,  a'0  in  die  obige  Glei- 
chung für  A,  so  bekommt  man 

£  sin  («)  +  2  C b  sin  («)  cotg  2  («)  (4—  T)  = 
6  sin  («),  +  2  Cb  sin  (*)  cotg  2  («)  fc- 

da  wieder  erlaubt  ist,  im  Coefficienlen  des  zweiten  Gliedes  zweiter 
Ordnung  £,  6,  (0)  statt  60,  (*)„  zu  setzen.  Der  obige  Ausdruck  für  {e\ 
giebt  aber 

sin(e)o  =  sin(*)-h6cosW(ro-T) 

substituirt  man  diesen  und  reducirt,  so  ergiebt  sich 

=  ff-^tg(t)(r,-T). 

Substituirt  man  ferner  die  Ausdrücke  für  ctl  cu  c0,  c'0  in  die  obige  Glei- 
chung für  C,  so  ergiebt  sich  zuerst 

f  es«  -TdW  +  |«-»SS-C»i^--i^|Ä-T) 

*)  Der  obige  Ausdruck  für  (e)0  giebt  aber 

cos(«)0  =  cos(«)  —  6sin(«)(T0—  T) 
4     =  __J  h  ™ W  (T  —T) 

sio(«)o    —    sin  («)  sln*(«)  VJo  J/ 

und  aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  (Sp.  1 1 3)  ergiebt  sich 

(o)0  =  a  +  (2a  +  6c)(T0-T), 

nachdem  T0  statt  fw  gesetzt  worden  ist.  Durch  die  Substitution  dieser 
drei  Ausdrücke  verwandelt  man  leicht  die  vorstehende  Gleichung  in  die 
folgende, 

Aber  zufolge  des  Art.  18  ist 

c  am  £— acotg(t) 
und  eliminirt  man  hiemit  c,  so  wird 

  Co t-<*tgM(r.-r) 

")  Der  hier  vorkommende ,  {«}„  genannte  Coefficient  correspondirl  mit  «,  wäh- 
rend der  oben  mit  <j0  bezeichnete  mit  correspondirl. 
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mit  dem  eben  gefundenen  Werthe  dieser  Grösse  identisch.  Es  wird 
demzufolge  neben  den  im  Art.  23  abgeleiteten  Ausdrücken  auch 

Act  44.14(4— T0) 
C  =  c0-l-2c'0(^-T0) 

in  welchen  • 

a,  =  &sin(«)0,    c0  =  Co  COS  (<  \  —  jj^j 

ö'o  =  a'i.  c'0  =  c'i 

sind,  während  die  Ausdrücke  des  Art.  23  für  a,  ß,  tp*  dieselben  bleiben. 
Für  die  Lunisolarprlicession  %  in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  T0  stattfindende 
Ecliptik  erhalten  wir  den  Ausdruck 

%  =  \C-Cblg(t)(T0-T)\(t-T0)+Cbcot$2  (•)(#_  T.)» 

Die  Substitution  der  oben  angegebenen  numerischen  Werthe  giebt 
y0  =  {50"35593+0"00004956(7,ü—  1800)|(l—  T0) 
— 0"00010673(J—  T0y. 

Es  wird  also  z.  B.  auf  der  Ecliptik  von  1750.0 

i//0  =  50*35345(<— 1750)— 0"000 1 0673  (f— 1750)2 

auf  der  von  1800.0 

%  =  50*35593  (<— 1800)— 0*00010673  (/— 1800)J 

und  auf  der  von  1850.0 

%  =  50*35841  (/-1850)-0"0001 0673  (<-1850)2. 
Da  ferner  der  Ausdruck  für  ti  des  Art.  1 8 

—  (t)—0*46770(7;— 1800)— 0*000001 407(T0— 1800)* 

giebt,  wo 

(«)  =  23°  27'  54"8 
und  der  numerische  Ausdruck  von  o„  (s.  Abh.  Sp.  1 1 3) 

(o)0  =  0*057723—0*0000761 4  (T0— 1 800) 
ist.  so  folgt  hieraus  für  1750.0 

&  =  50*35345,    (*)0  =  23°  28'  18*19,    (a)0  =  0"06I530 
und  für  1850.0 

&  =  50*35841 ,    (*)„  =  23°  27'  31*41 ,    (o)„  =  0*05391 6 
und  hiemit  geben  die  obigen  Ausdrucke 
A  =  20*05560— 0*00008500  (f0- 1750),  C  =  40*03256+0*000281 38  (*0-1750) 
A  =  20.05135— 0.00008500  (/„— 1800),  C  =  40.04662+0.00028138  (/„— 1800; 
,1  =  20.04710-0.00008500(1,,-  1 850  ,  C  =  46.06060+0.000281 38  (/„- 1 850) 
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Rechnet  man  nun  aus  den  Angaben  der  ersten  und  dritten  Zeile  die 
Werthe  von  1 800,  so  erhält  man 

A  =  20"05135,  C=  46*04663 
A  =  20.05135,    C  =  46.04662 

mit  den  für  diesen  Zeitpunkt  direkt  berechneten  Werthen  übereinstim- 
mend, und  die  drei  vorstehenden  Ausdrucke  für  A  und  C  stimmen  daher 
für  jeden  Zeilpunkt  mit  einander  Uberein. 

27. 

Endlich  will  ich  auch  noch  untersuchen,  welche  Werthe  die  im 
Vorhergehenden  angewandten,  von  der  Prllcession  abhängigen,  Con- 
stanten  annehmen ,  wenn  man  statt  der  Bessel'schen  Bestimmung  der 
Präcession  die  von  O.  Struve  bestimmte  anwendet.  Sowohl  Struve  wie 
Bessel  haben  in  diesen  Untersuchungen  die  beiden  Grössen,  die  sie  mil 
m  und  n  bezeichnen,  jede  für  sich  bestimmt.  Diese  beiden  Grössen  sind 
aber  mit  den  hier  mit  ci  und  ax  bezeichneten  identisch ,  und  diese  hän- 
gen, wie  man  im  Art.  20  gesehen  hat,  von  der  einzigen  Unbekannten  £. 
der  Lunisolarpräcession  für  die  Zeitepoche,  ab,  deren  Verbesserung  man 
strenge  genommen,  statt  der  Verbesserungen  von  m  und  n  in  die  Rech- 
nungen hätte  einfuhren,  und  in  Bezug  auf  die  Präcession  als  einzige  Un- 
bekannte betrachten  müssen.  Da  dieses  jedoch  nicht  geschehen  ist,  so 
bleibt  nichts  weiter  übrig  als  die  vorher  auf  den  Zeitpunkt  T  zu  redu- 
cirenden  Werthe  von  m  und  n,  die  durch  die  Beobachtungen  gefunden 
worden  sind ,  als  zwei  auf  verschiedene  Art  gefundene  Functionen  von 
£  zu  betrachten,  und  daraus  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  letztere  zu  bestimmen.  Nennt  man  daher  p  das  Gewicht  der  Bestim- 
mung von  m,  p*  das  von  «,  reducirt  zuerst  m  und  n  auf  das  Jahr  1800.0, 
so  bekommt  man  durch  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  auf  die  Ausdrücke  für  a,  und  c,  des  Art.  20. 

„  _  gj"Hhj^Qc08  (*)-hnsin  («) 

worauf  £  sich  auch  auf  1800.0  bezieht.  Auf  diese  Art  habe  ich  schon 
vor  vielen  Jahren  den  im  Art.  16  angegebenen  Werth  von  £  aus  den 
ßessel'schen  Wertheu  der  Tab.  Reg.  von  m  und  n  berechnet. 
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28. 

Das  Struve'scbe  Resultat  ist 

m  =  46*0557  mit  dem  wahrscheinl.  Fehler  ~ 

n  =  20.0643   >,     »  »  .  Ü^l 

und  gilt  für  das  Jahr  1790*).  Nun  findet  man  für  die  Reduction  dieser 
Angaben  auf  das  Jahr  1800,  durch  die  Ausdrucke  des  Art.  23  die  Werthe 

+0*00281  ,  —  0*00085,  so  wie  -—^  =  +0*14496 

und  zufolge  des  Vorstehenden  kann  man  die  Gewichte 


setzen,  womit  der  Ausdruck  des  vor.  Art. 

C  =  50'37543 

giebt.  Der  Unterschied  zwischen  dieser  Bestimmung  und  der  obigen 
nach  ßessel  ist  =  -4-0*0195,  also  in  100  Jul.  Jahren  =  +1*95.  Die 
Substitution  des  vorstehenden  Werthes  von  £ ,  so  wie  die  von  a,  b, 
a.  b'  des  Art.  1 0,  in  die  Ausdrücke  der  Art.  20  und  23  gab 


A  =  20*05911  —  0*00008504  (X— 1800) 
C  =  46.06452  +  0*000281 52  (/— 1800) 

a\  =  —0*00004252 

b\  =  -4-  0.00223988 

c\  =  +0.00014076 


Durch  die  Substitution  derselben  Werthe  in  die  bez.  Ausdrücke  des 
Art.  1 6  bekam  ich  ferner  die  Lunisolarpräcession  in  Bezug  auf  die  Ecliptik 
des  Jahres  1800,  nebst  der  dazu  gehörigen  Schiefe  der  Ecliptik 

tp  =  50*37543  (/— 1800)— 0*0001 0677(/— 1 800)2+//y/ 
*  =  23°  27'  54"8+0w000007049(*— 1800)2+^< 

und  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  1 8  die  allgemeine  Pröcession ,  und 
die  wahre  Schiefe  der  Ecliptik 

=  50*24240«— 1800)+0"00011 21 3(1—  1800)2+^t// 
fl  =  23»27' 54*80— 0"46770(<—1800)+0*000001407(<—1800)2+,/f 


•)  S.  Peters,  Numerus  couslans  nutalionts  etc.  pag.  70. 
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Ich  kann  nichl  unterlassen  anzuführen ,  dass  Struve  selbst  für  seine  Be- 
stimmungen von  ro  und  n  Gewichte  angiebt,  die  von  den  oben  ange- 
rührten wesentlich  verschieden  sind*),  nemlich 

p  =  157.72,    p'=*  95.60. 
Rechnet  man  hiemit  c.  so  erhält  man 

C  =  50w37068 

d.  i.  0"00475  kleiner  wie  der  oben  gefundene  Werth.  Man  bekommt 
hieraus 

o,  =  20  "05722 ,    cx  =  46*06016,    c  =  50"23771 
welche  bez.  0"00189,  0"00436,  0"00475  kleiner  sind  wie  die  obigen 
Werthe.  Es  ist  mir  unbekannt,  welche  Ursache  dieser  Verschiedenheit 
der  Gewichte  zu  Grunde  liegt. 

In  Anbetracht  mehrerer  Umstände,  unter  anderen  dessen,  dass  die 
Unterschiede  zwischen  diesen  Werthen,  und  denen  der  Einleitung,  die 
aus  der  Bessel'schen  Bestimmung  abgeleitet  worden  sind,  erst  nach  einer 
Reihe  von  Jahren  merklich  wrerden,  habe  ich  die  letzteren,  mit  welchen 
die  Rechnungen  schon  ausgeführt  waren,  in  den  Egerialafeln  beibehalten. 


Zusatz  II. 
29. 

Da  ich  hier  das  Thema  der  Reduction  eines  Planetenorts  auf  Eclip- 
tiken  und  Aequatoren  verschiedener  Zeiten  berührt  habe,  so  will  ich 
die  Erklärungen  und  Ableitungen  dahin  ergänzen,  dass  ich  auch  die  ein- 
fachste Art  darlege,  wie  man  bei  der  Berechnung  der  Störungen  eines 
Planeten  oder  Cometen  durch  mechanische  Quadraturen  die  Plancten- 
örter  auf  eine  feste  Ecliptik  hinfuhrt.  Ich  werde  hiebei  das  Verfahren 
vor  Augen  behalten,  welches  ich  in  den  Astr.  Nachr.  No.  799  u.  f.  ent- 
wickelt habe,  da  ich  dieses  unter  allen  bekannten  Verfahrungsarten  ftlr 
das  einfachste  und  angemessenste  halte.  Es  führt  nemlich  auf  eine  ein- 
fache und  kurze  Rechnung,  und  giebt  ausserdem  den  Betrag  der  Stö- 
rungen in  möglichst  kleinen  Zahlen.  Aus  dieser  Eigenschaft  folgt,  dass 
das  Quadrat  der  störenden  Kraft  möglichst  geringen  Einfluss  auf  das 
Resultat  äussert,  und  dass  man  folglich  in  möglichst  langen  Zeilräumen 

*)  S.  O.  Struve,  Bestimmung  der  Constante  der  PrHcession  clc.  pag.  86. 
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mit  der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenz  derselben  ausreichend  ge- 
naue Resultate  erhalt.  Auch  habe  ich  gezeigt,  wie  man  durch  recht- 
zeitige Verwandelung  der  Elemente  des  gestörten  Planelen  oder  Co- 
meten  stets  die  directe  Rücksichtnahme  auf  das  Quadrat  der  störenden 
Kraft ,  die  immer  mehr  Muhe  verursachen  würde ,  auf  die  kürzeste  und 
einfachste  Weise  vermeiden  kann. 

Alle  übrigen  Verfahrungsarten  besitzen  im  Gegentbeil  hievon  die 
Eigenschaft,  dass  sie  Tür  die  Componenlen  der  Störungen  grössere 
Werthe  geben ,  und  folglich  auch  die  vom  Quadrat  der  störenden  Kraft 
bewirkten  Glieder  mehr  hervortreten,  und  daher  die  Berücksichtigung 
derselben  in  kürzeren  Zeiträumen  erfolgen  muss.  Ferner  schreiten  die 
Gomponenten  der  störenden  Kräfte  und  die  Differentiale  der  Störungen 
gemeiniglich  weit  unregelmässiger  fort ,  wie  bei  dem  oben  genannten 
Vorfahren. 

30. 

Das  oben  angezogene  Verfahren  verlangt  die  Kenntniss  der  folgenden 
Grössen,  f  -h/7',/,  4>,  </',  die  Functionen  des  Orts  und  der  Lage  der  Bahn 
des  störenden  Planeten  sind.  Da  f  die  wahre  Anomalie  desselben,  und 

f  -k-JT  =f+n'  —  d'—<P 

ist,  wo  7i  und  0'  Länge  des  Perihels  und  des  Knotens  auf  der  Ecliptik  be- 
deuten, so  braucht  man  vor  Allem,  nicht  die  Länge  in  der  Bahn,  sondern 
das  Argument  der  Breite  des  störenden  Planeten  auf  der  Ecliptik,  nemlich 

und  da  /,  <P,  *P  von  0'  und  der  Neigung  i  desselben  gegen  die  Ecliptik 
abhängen,  so  braucht  man  ausserdem  noch  die  Werthe  von 

t'  und  6'. 

Es  ist  zwar  nicht  nothwendig,  aber  jedenfalls  angemessen  die  vorbe- 
nannten  drei  Functionen  von  irgend  einer  als  unveränderlich  betrach- 
teten Ecliptik  zu  zählen,  statt  sie  auf  eine  bewegliche  zu  beziehen,  wo- 
durch man  genöthigt  würde,  die  Oerter  des  gestörten  Planeten  auch  auf 
dieselbe  veränderliche  Ecliptik  zu  beziehen.  Die  Hinfuhrung  von  i"  und 
6'  auf  eine  feste  Ecliptik  ist  sehr  leicht,  und  auch  die  von  f'+n'—O' 
lässt  sich  aus  den  Angaben  der  Tafeln  der  älteren  Planeten  sehr  leicht 
erhalten ,  und  dabei  kann  man  die  Einrichtung  treffen ,  dass  der  Be- 
rechner der  Störungen  nicht  im  Mindesten  beengt  wird. 
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Man  hat  in  neuester  Zeit  die  Lange  des  störenden  Planeten  in  sei- 
ner Bahn,  nebst  i'  und  0',  theils  ftlr  lange  Reihen  von  Jahren,  theils  in 
jährlichen  Abschnitten  im  Voraus  berechnet  und  zusammengestellt,  aber 
diese  Angaben  lassen  noch  etvva6  zu  wünschen  übrig.  Man  hat  sogleich 
die  feste  Ecliptik  bestimmt,  und  eine  Anzahl  von  Jahren  voraus  oder 
zurück  verlegt,  man  ist  sogar  bis  zur  Ecliptik  des  Jahres  1810  zurück 
gegangen,  welcher  Zeilpunkt  mehr  wie  ein  halbes  Jahrhundert  von  der 
Gegenwart  entfernt  ist.  Die  Benutzung  dieser  Angaben  versetzt  den  Be- 
rechner der  Störungen  in  die  Noth wendigkeit  die  Elemente  des  gestörten 
Planelen  auf  die  Ecliptik  desselben  Zeitpunkts  beziehen  zu  müssen, 
gleichviel  ob  nicht  für  ihn  Gründe  vorlägen,  andere  Epochen  zu  wühlen ; 
sie  beengt  ihn  also.  Nichts  desto  weniger  lässt  sich  solchen  Voraus  - 
berechnungen  und  Zusammenstellungen  eine  Form  geben,  wodurch  der 
Berechner  der  Störungen  nicht  im  Mindesten  beengt  wird,  und  diese  be- 
steht einfach  darin,  die  anzugebenden  Werthe  der  Functionen  f  -\-ri — 6\ 
tV  6'  immer  auf  die  gleichzeitige  mittlere  Ecliptik  nebst  zugehörigem 
Aequinox  zu  beziehen.  Ich  werde  zeigen  wie  man  diese  Angaben  zur 
Berechnung  der  Störungen  eines  Planelen  oder  Cometen  durch  mecha- 
nische Quadraturen  anwenden  kann ,  ohne  genöthigt  zu  sein  die  Oerter 
des  gestörten  Gestirns  auch  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  nebst  Aequinox 
reduciren  zu  müssen. 

31. 

Analysiren  wir,  so  weit  wie  es  für  unsern  Zweck  nöthig  ist,  die 
Bouvard'schen  Tafeln  der  älteren  Planeten.  Bezeichnet  man  mit  L'  die 
wahre  siderische  Länge  in  der  Bahn,  oder  die  mittlere  Länge  nach  Hin- 
zufügung der  Längenstörungen  der  Tafeln,  aber  mit  Weglassung  der 
Nutationen ,  mit  \p\  die  allgemeine  Präcession,  und  mit  t  die  wahre  tro- 
pische Länge  in  der  Bahn,  so  geben  diese  Tafeln 

/'  =  L'+Vi 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  schon  t^i  der  mittleren  Länge  einver- 
leibt findet.  Nennt  man  ferner  t0  und  6'0  die  Neigung  und  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  Planetenbahn  auf  der  Ecliptik,  die  der  in  den 
Tafeln  angenommenen  Zeitepoche  entspricht,  mt  und  t//(+ro'/  die  diesen 
Elementen  in  den  Tafeln  hinzugefügten  jährlichen  Aenderungen ,  wobei 
wieder  bemerkt  werden  muss,  dass  man  %pi  +  m't  schon  der  Knoten- 
länge hinzugefügt  vorfindet,  und  bezeichnet  man  —  mit  Ausschluss  der 
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kleinen  periodischen  Breitenstörungen  —  die  Breite  des  Planeten  gegen 
die  gleichzeitige  Ecliptik  mit  b\  so  geben  die  Tafeln  ferner 

b'  =  (t'0+m/)  sin  (L'+^i—^'o+vi +«'<]) 

Stellen  wir  diesem  das  Verfahren  gegenüber ,  welches  in  der  im  vor. 
Zusatz  oft  angezogenen ,  in  den  Astr.  Nachr.  Nr.  823  u.  f.  abgedruckten, 
Abhandlung  erklärt  ist,  so  finden  wir  dass 

*'  =  (»o+c-4)^(L'-ö'0+,H«' 

ist,  wenn  wir  für  die  Sinusse  von  b'  und  i\,  die  Bügen  setzen.  Aber  es 
lässt  sich  8  auf  die  folgende  Form  bringen, 

f'  =  9'sin(LWo+;/)-p'cos(L'-0'o-l-V) 

wo  hier 

p  =  sin*"  sin  [0' — 0'„) 

q  =  sint"  cos(tf'-— 0'o)— sini'0 

angenommen  werden  können ,  und  »"  und  6'  Neigung  und  Knotenlange 
für  die  unbestimmte  Zeit  t  bezeichnen.  Lässt  man  auch  hier  die  perio- 
dischen Breitenstörungen  weg  und  übergeht  das  Quadrat  der  störenden 
Kraft,  so  nehmen  p  und  q  die  folgenden  Formen  an, 

ff  mt  ut,  q  =  wl 

wo  u  und  w  gleich  wie  die  oben  eingeführten  m  und  tri  bestimmte 
numerische  Coefficienten  sind.  Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke 
lässt  sich  der  obige  zweite  Ausdruck  für  b'  auf  die  folgende  Form  bringen 

6'  =  (.".+1+^)  sin  (IW.-ssVH') 

und  diese  Ausdrücke  für  l'  und  b'  müssen  mit  den  oben  aus  den  Tafeln 
erhaltenen  identisch  sein.  Diese  Bedingung  giebt  die  Gleichungen 

Vi  =  rj'+X' 

mt  = 


COSfo  ' 

mt  =  tt— H  ?/. 

sini'o  ' 

Untersuchen  wir  diese  näher. 

32. 

Aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  erhalten  wir,  mit  Ueber- 
gehung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
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n  -  ^{«cosö'0-./jsiD*'0j(/-g 

l'  =  — cost'0  j«  sin  ö'0-f-/?cosÖ'(l|  (t — t») 
A'  =      —  cotg  i'0  ja  cos       ß  sin  tf^j  (f— <o) 

wo  die  Zeit  der  Epoche  bezeichnet,  und  die  numerischen  Werthe 
von  a  und  ß  mit  Weglassung  der  mit  [t—Q1  multiplicirten  Glieder 

a  =  +0"057723-0"0000761 4(10-1800) 
ß  =  —0.467698  — 0.00000281  800) 

sind ,  in  welchen  hier  auch  die  zweiten  Glieder  hätten  weggelassen 
werden  können.  Substituirt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  die  beiden 
letzten,  im  vor.  Art.  erhaltenen  Bedingungsgleicbungen,  so  ergiebt  sich, 
wenn  auch  dort  / — <„  statt  t  geschrieben  wird, 

m  =  w  —  |«  sin  O '0+ß  cos  <f9\ 

m'  =  iEk-^l«cosöWßinÖ'ol 

Diese  stimmen  mit  den  betr.  Gleichungen  der  Mec.  c6l.  Uberein,  und 
nach  diesen  sind  die  Säcularanderungen  der  Neigung  und  der  Knoten  in 
Bezug  auf  die  gleichzeitige  Ecliplik  in  den  Tafeln  der  älteren  Planeten 
berechnet  worden.  In  Art.  \  4  der  Abhandlung  in  Nr.  799  u.  f.  habe  ich 
mich  derselben  Ausdrucke  bedient  um  ir  und  u  aus  m  und  m'  zu  erhalten. 

Gehen  wir  nun  zur  ersten  Bedingungsgleichung  des  vor.  Art.  Uber, 
so  findet  sich  dass 

Vi  =  Vi+lg4*'o }«  cosö'0— /?sin0'oj 
sein  müsste,  welches  unmöglich  ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  Bouvard 
das  zweite  Glied  rechter  Hand,  dieses  Ausdrucks  ubergangen  hat.  In 
Bezug  auf  die  älteren  Planeten,  deren  Neigungen  gegen  die  Ecliplik 
sehr  klein  sind,  ist  dieses  Glied  auch  sehr  klein,  und  daher  mag  die 
Uebergehung  desselben  in  den  Bouvard'schen  Tafeln  den  übrigen  dor- 
tigen Uebergehungen  zur  Seite  gestellt  werden. 

Untersucht  man  die  Analyse  der  Leverrier'schen  Planelentafeln,  so 
findet  man ,  dass  dieses  Glied  darin  berücksichtigt  ist.  Man  bekommt 
daher  aus  diesen  Tafeln  zuerst  die  vorstehenden  Gleichungen  für  mund  m 
wieder,  und  ferner 

V'i-*"!  tg^'o !« cos^0 — /?sin ö'0J  =  yn-Mgi  t'0  ja  cos0'o— ßsm6'9\ 

die  ftlr  identisch  erachtet  werden  kann ,  da  Air  die  alteren  Planeten  der 
Unterschied  zwischen  i  tg  t'„  und  tg  j  t'0  für  verschwindend  erachtet 
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werden  kann.  Ich  erwähne  noch,  dass  sowohl  für  den  Mond  wie  für 
die  Sonne  das  in  Rede  stehende  Glied  Null  ist. 

33. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Folgerungen ,  die  aus  dem  Vorstehenden 
gezogen  werden  können. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  der  kleinen  Planeten,  oder 
die  eines  Cometen,  durch  mechanische  Quadraturen  berechnen  will,  und 
zu  dem  Ende  sich  fUr  irgend  einen  Zeilpunkt,  den  ich  mit  ^  bezeichnen 
will,  dafür  hinreichend  genaue  osculirende  Elemente  desselben  ver- 
schafft hat,  so  reducire  man  von  diesen  Elementen,  wenn  es  nicht  schon 
ohnehin  der  Fall  ist,  durch  die  Ausdrücke  der  oft  angezogenen  Abhand- 
lung, die  Neigung,  die  Lange  des  Perihels,  und  die  des  aufsteigenden 
Knotens  auf  die  mittlere  Ecliplik  und  das  Aequinox  der  Zeit  t».  Hierauf 
berechne  man  entweder  aus  den  betreffenden  Planctcntafeln  oder  aus 
den  Ephemeriden,  die  die  heliocentiischen  Oerter  der  alten  Planeten 
geben,  sowohl  für  die  Zeil  /„,  wie  für  alle  übrigen  Zeilpunkte,  für  welche 
man  die  Differentiale  der  Störungen  berechnen  will,  vor  Allem  die  Argu- 
mente der  Breite 

und  zwar  genau  so  wie  die  Tafeln  sie ,  mit  Weglassung  der  Nutationen, 
geben.  Man  rechne  ferner  aus  den  Angaben  der  Einleitung,  die  jeder  Pla- 
nelentafel voran  gestellt  ist,  mit  Weglassung  der  periodischen  Störungen, 
den  Werth  von  •  für  die  Zeil  <o,  und  notire  sich  nebenbei  den  bei  der 
Berechnung  der  Argumente  der  Breite  schon  erhaltenen  gleichzeitigen 
Werth  von  0'.  Aus  diesen  Werthen  von  i'  und  0',  die  für  diejenigen  zu 
halten  sind,  welche  oben  mit  »'„  und  0'0  bezeichnet  wurden,  nebst  den, 
wie  oben  beschrieben ,  erhaltenen  Werlhen  der  Neigung  und  Knoten- 
länge des  Planeten ,  dessen  Störungen  man  berechnen  will,  rechne  mau 
die  Werthe  der  Bögen  /,  0,  <P,  die  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  in  welchem 
man  anfangt  das  Quadrat  der  störenden  Kraft  zu  berücksichtigen,  wenn 
dieses  nöthig  werden  sollte,  unveränderlich  sind. 

Man  pflegt  manchmal  die  Werthe  von  t'  und  6'  Behufs  der  letzt 
genannten  Rechnung  aus  zwei  Planetenörtern ,  von  welchen  der  eine  in 
der  Nähe  eines  der  beiden  Knoten  und  der  andere  nahe  in  der  Mitle 
zwischen  denselben  liegt,  zu  berechnen,  doch  erlangt  man  dadurch 
nicht  unbedingt  grössere  Genauigkeit ,  sondern  kann  sich  im  Gegentheil 
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von  dem  der  völligen  Strenge  nach  zu  substituirenden  Werthe  mehr 
entfernen,  wie  durch  das  oben  beschriebene  Verfahren. 

34. 

Durch  das  im  vor.  Art.  beschriebene  Verfahren  sind  also  die  Werthe 
von  /,  V  Air  einen  langern  Zeitraum,  aber  von  den  Argumenten  der 
Breite  f +  7r  —  6'  nur  dasjenige,  welches  der  Zeit  zukommt,  in  der 
erforderlichen  Form,  nemlich  auf  die  zu  dieser  Zeit  statt  findenden,  mitt- 
leren Ecliptik  bezogen,  erhallen  worden,  während  alle  übrigen  Werlhe 
von  f  ■+•  ri+d'  einer  Aenderung  bedürfen,  da  sich  bis  jetzt  noch  jeder 
derselben  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  bezieht.  Nichts  kann  einfacher 
sein  wie  die  Berechnung  dieser  Aenderung,  die  zufolge  der  Analyse  des 
Art.  31  in  nichts  Weiterem  besteht,  als  dass  man  die  betreffenden  Werthe 
von  tj'  davon  abzieht,  und  diese  kann  man  sich  ein  für  alle  Mal  für  jeden 
störenden  Planeten  in  eine  kleine  Tafel  bringen.  Denn  zufolge  des  ange- 
zogenen Art.  ist  das  Argument  der  Breite  in  Bezug  auf  die  gleichzeitige 
Ecliptik 

und  stimmt  mit  den  tabulariscben  Werthen  desselben  uberein.  Hier 
ist  aber 

die  einzige  Grösse ,  die  von  der  Veränderlichkeit  der  Ecliptik  abhängt, 
zieht  man  daher  diese  vom  tabularischen  Argument  der  Breite  ab,  so 
erhält  man  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Ecliptik  der  Zeit  /„. 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Störungen  der  kleinen  Planelen 
durch  mechanische  Quadraturen  für  angemessen  halte  bei  jeder  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  die  Elemente  derselben  auf  eine  andere,  einem 
Zeitpunkt  in  der  Nähe  dieser  Opposition  zugehörende  initiiere  Ecliptik 
nebst  Aequinox  zu  beziehen,  so  kann  der  Werth  von  //  nie  eine  erheb- 
liche Grösse  erlangen. 

Aus  den  Planetentafeln  von  Bouvard  und  Leverrier  finde  ich 

Saturn,  0'  =  111*24' U",  i  =  2°29'  28'2  -  0W1546  (f— 1850) 
Jupiter,  ss  98  54  20,  =118  40.4  -  0.2261  (1—1850) 
Mars,        =    48  23  53 ,     =  1  54    2.3  -  0.0243  (1-1850) 

hiemit  und  mit  den  oben  angegebenen  Werthen  von  a  und  ß,  fand  ich 
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für  diese  drei  Planeten  die  zu  den  Argumenten  der  Breite  zu  addiren- 
den  Grössen,  oder  —  rj  = 

-  10"31  -  1  9"83  (/-/„);  -  1 1"94 

wo  die  Zeiteinheit  Ein  Julianisches  Jahr  ist. 


Wenn  man  nun  die  Zeit  von  20  zu  20  Tagen  fortschreiten  lässt,  so 
sind  die  oben  erwähnten  Täfelchen  die  folgenden ,  die  ich  für  mehr  wie 
ein  Opposilionsinterval  ausgedehnt  habe. 


Tage 

Satarn 

Jupiter 

Mars 

Tage 

Saturn 

Jupiter 

Mars 

0 

0  0 

1 

0"0 

0  0 

±  400 

-hl  1  3 

Hh21"7 

'  '■'  ■ 

-M3"1 

JZ  20 

+  0.6 

+  1.1 

+  0.7 

420 

1 1.8 

22.8. 

13.7 

40 

1.1 

2.2 

1.3 

440 

12.4 

23.9 

14.4 

60 

1.7 

3.3 

2.0 

460 

13.0 

25.0 

15.0 

80 

2.3 

4.3 

2.6 

480 

13.5 

26.1 

15.7 

100 

2.8 

5.4 

3.3 

500 

14  1 

27.2 

16.4 

120 

3.4 

6.5 

3.9 

520 

14.7 

28.2 

17.0 

140 

3.9 

7.6 

4.6 

540 

15.2 

29.3 

17.7 

160 

4.5 

8.7 

5.2 

560 

15.8 

30.4 

18.3 

180 

5.1 

9.8 

5.9 

580 

16.4 

31.5 

19.0 

200 

5.6 

10.9 

6.5 

600 

16.9 

32.6 

19.6 

220 

6.2 

11.9 

7.2 

620 

17.5 

33.7 

20.3 

240 

6.8 

13.0 

7.8 

640 

18.0 

34.8 

20.9 

260 

7.3 

14.1 

8.5 

660 

18.6 

35.8 

21.6 

280 

7.9 

15.2 

9.2 

680 

19.2 

36.9 

22.2 

300 

8.5 

16.3 

9.8 

700 

19.7 

38.0 

22.9 

320 

9.0 

17.4 

10.5 

720 

20.3 

39.1 

23.5 

340 

9.6 

18.5 

11.1 

740 

20.9 

40.2 

24.2 

360 

10.2 

19.5 

1  1.8 

760 

21.4 

41.3 

24.9 

380 

10.7 

20.6 

12.4 

780 

22.0 

42.4 

25.5 

400 

11.3 

21.7 

13.1i 

j  800 

22.6 

43.4 

26.2 

Die  oben  angesetzten  Werthe  von  %  sind  die,  welche  ausserdem  ge- 
braucht worden.  Die  anzuwendenden  Werthe  von  0'  kann  man,  wie 
oben  gesagt,  aus  den  Tafeln  entnehmen. 

Wenn  die  Ephemeriden  die  heliocentrischen  Oerter  der  alteren 
Planeten  geben,  so  kann  man  mit  geringer  Mühe  die  Werthe  von 
f'~4~n — 6'  daraus  erhalten,  kürzer  wird  jedoch  diese  Berechnung,  wenn 
eine  Columne  hinzugefügt  wird,  die  für  gleichförmig  fortschreitende 
Zeitpunkte  die  Function  f  +  ri  —  6\  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  hier 
aufgefasst  worden  ist,  giebt,  und  ausserdem  auch  t  und  0  für  verschie- 
dene Zeitpunkte  angegeben  werden.    Denn  wählt  man  für  die  Berech- 

AbWI.  d.  K.  8.  Gm.IIs.-I.  d.  WuMUMb.  XIII.  30 
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nung  der  Differentiale  der  Störungen  dieselben  Zeitpunkte,  so  ist  nichts 
weiter  in  Bezug  darauf  zu  thun ,  wie  die  Zahlen  des  vorstehenden  Ta- 
felchens den  Argumenten  der  Breite  hinzuzufügen ,  will  man  hingegen 
die  Differentiale  der  Störungen  für  andere  Zeitpunkte,  wie  die  der  Co- 
lumne  berechnen,  so  kommt  eine  kleine  leicht  auszuführende  Inter- 
polation hinzu.  Auf  jeden  Fall  ist  man  aber  bei  der  hier  beschriebenen 
Hinrichtung  dieser  Columne  in  keiner  Weise  beengt,  und  ihre  Hinzu- 
fiigung  kostet  dem  Rechner  der  Ephemeride  keine  Muhe,  da  er  ohnehin 
f  +  ri  —  0'  braucht,  um  die  Breite  des  Planeten  aus  den  Tafeln  ent- 
nehmen zu  können. 

35. 

Wenn  man  mit  der  Ecliptik  und  dem  Aequinox  wechselt ,  welches 
ich ,  wie  oben  angeführt ,  bei  jeder  Opposition  des  gestörten  Planelen 
mit  der  Sonne  auszuführen  für  dienlich  achte,  so  ist  in  Bezug  auf  diesen 
nichts  weiter  zu  thun  wie  die  Grösse 

1  =  -^-!«cosö0-/?sinö0}(f'-0 

der  Entfernung  des  Perihels  vom  Knoten,  die  Grösse 

~i  =  -j«  sin  0.+/*  «*»,,!(('-(„) 

der  Neigung,  und  die  Grösse 

A  b»  Vi  —  colgio|acos0o  — /?sin0o!(r— Q 

wo 

V,  =  |50"22295  +  0"000224U«0— 1800)1(^-0 

ist,  und  i  die  Zeit  bezeichnet,  auf  deren  Ecliptik  und  Aequinox  man 
die  Elemente  hinfuhren  will ,  der  Knotenlänge  hinzuzufügen.  Ich  habe 
hier  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  dieser  Grössen  angeführt ,  weil  sie 
für  die  oben  bezeichneten  kurzen  Zeiträume  ausreichen,  hat  man  jedoch 
für  längere  Zeiträume  diese  Verwandelung  unterlassen ,  und  sieht  sich 
deshalb  bei  der  vorzunehmenden  Verwandelung  genöthigt  auf  die  Glie- 
der zweiter  Ordnung  dieser  Ausdrücke  Rücksicht  zu  nehmen,  so  findet 
man  diese  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung  vollständig  abgeleitet. 

Man  kann  hierauf  mit  den  neuen  Werthen  von  •,  6%  %,  0'  neue 
Werthe  von  /,  «P ,  <F  direct  berechnen,  aber  kurzer  verfahrt  man,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  d'e 
Massen  Ubergehen  kann,  wenn  man  sich  der  Differentialformeln  bedient, 


Digitized  by  Google 


67] 


Tafeln  der  Egeria  DtC. 


die  ich  aas  meiner  früheren  Abhandlung  mit  Rücksicht  auf  den  vor- 
liegenden Zweck  hier  einschalten  will.  Durch  die  im  Vorhergehenden 
erklärten  Rechnungen  erfährt  man  die  Unterschiede  zwischen  den  dem 
Zeiträume  4,  zukommenden  Werthen  von  t.  t,  0,  0',  und  bezeichnet 
man  diese  mit  di,  di',  dO,  dä\  so  wird  nach  früher  von  mir  entwickelten 
Formeln : 

dl  =  cos#di  —  cos  W-hsint'sin  <P  (d6—d(f) 
d<J>  =  —  cotg  /  sin  <Pdi+  cosec  /  sin  IPX ■+■  cosec  /  cos  W sin  t"  (dO—dtf) 
==  —  cosec  /  sin  4>Öi+  cotg/  sin  M  ■+•  cosec /  cos  0  sin  i  (dO—dff) 

Man  kann  sich  um  so  mehr  dieser  Formeln  für  einen  längeren  Zeitraum 
bedienen,  da  sie  von  der  Präcession ,  die  immer  die  grössten  Aende- 
rungen  hervorbringt,  unabhängig  sind. 


36. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig ,  zu  dem  von  mir  angegebenen 
einfachen  und  wirksamen,  aber  anfanglich  nicht  allgemein  verstandenen 
Mittel  zur  Berücksichtigung  des  Quadrats  der  störenden  Kräfte,  welches  in 
der  Verwandlung  der  Elemente  besieht,  einige  Erläuterungen  zu  geben, 
die  sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  man  zugleich  mit  dieser  Verwandlung 
mit  der  Ecliptik  und  dem  Aequinox  wechseln  will.  Die  allgemeinen,  zur 
Erlangung  der  Verbesserung  von  /,  //,  //'  dienenden  Ausdrücke  sind 


d/I  =  colg/^-cosec/^, 

=    1  ^tg  i  /  j  £y|  -  i  tg  |  /  j    »ri  +  £.  J 

«T-  cosec/c^.-cotg/c^ 

=  icotgl/j^-wK^S^Ic^  +  c^l 
in  welchen  allgemein 

p,  =  |cos(/-+//)+ccos/7j-*^sin(/-+/7) 

</,  =  £  {sin  (/+77)-H?sin//}  +g  J  cos(/+/7) 

p',  =  ^'{cos(r+//')+e'cos/7'|-^*'sin(r+//') 

9\  =  ^  (sin  (f+II)+<t  am  n'\       £  cos(f +/T) 

30* 
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Hier  sind  die  Bezeichnungen  dieselben  wie  in  der  Abhandlung  der 
Nr.  799  u.f.,  nur  habe  ich  der  Einfachheit  wegen  die  dort  einer  Anzahl 
der  vorstehenden  Grössen  unten  angehängte  Null  hier  weggelassen. 

Ich  werde  zuerst  beweisen ,  dass  man  in  diesen  Ausdrucken  für 

p\  und  q't  die  von  -rr  abhangigen  Glieder  immer  weglassen  darf.  Zu 

dem  Ende  bemerke  ich ,  dass  schliesslich  alle  vom  störenden  Planeten 
abhängigen  Glieder  sich  in  den,  im  Art. 7  der  angezogenen  Abhandlung 
m'1  i\  fj\  £  bezeichneten,  Coordinaten  vereinigen  und  ausserdem  in 
dem  Verfahren  zur  Berechnung  der  Störungen  gar  nicht  vorkommen,  da 
die  im  Art.  8  mit  bezeichnete  Grösse  in  Bezug  auf  den  störenden  Pla- 
neten dieselbe  Zusammensetzung  wie  ^  hat  ,  übrigens  auch  vollständig 
eliminirt  werden  kann.  Eliminirt  man  aus  den  dort  gegebenen  Aus- 
drücken für     tf,  C  die  Bögen  B'  und  L\  so  bekommt  man 

{'  =    cos (/+/7) cos (f-H cos/sin  (/+//)  sin f/'-*-/7') 
V  =  r,sm{f+/I)cos(f-i-n')--r'cosIcos{f+II)&in{f,+If) 
C'  =  /sin/sin  (f-t-//') 
deren  Differentiation  zuerst 

tf  =  —  r  sin  /sin  {f-h/J)  sin  {f  '+/l  )dl 

— r'  |sin (/+ n) cos  (/"+//')—  cos/cos  (f+IJ)  s\n(f+n')\ 811 
-r\cos{f+I/)s\n(f+n)-cosIs\nif+II)cos(f+II')\d/r 
r  sin/cos  (/+//)  sin  (f  +  f/')dl 

+r' {cos {f+IJ) cos (f-h/T)  -l-cos  Jsin  lf+U) sin  (f+ii  )\dll 
—r  {sin  (/•+//)  sin  {f -l-/7/) -hcos /cos  (/+//)  cos(/*-l-/7')|<*//' 
=  / cos/sin (f+II')dI+r  sin/cos (f  H-//>*/7' 

und  nach  der  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  Air  df,  tf/7,  drJZrl 
#  =  -r'sin/sin(r+//')  j ^  cos (/•+/|)+^7  sin (/+//) j 

+r  sin /sin  (/+//)         COs(r+/7')+^?  sin  (f-h//)) 
(V  =  -r'sin/si«^^//^^^^//')--^  cos  (/+//)} 

-r  sin/cos (/+//)  jj£  COfl(f+J2')+^  sin 
<  =  rcos(T+/7')^.-l-r'cos/sin(r-l-//')^sl 

-r'cos/j^',  cos  (r+/r)+^>(f+ir)j 

giebt.  Die  Elimination  von  />,,  </,,  /),',  9,'  hieraus  führt  schliesslich  auf 
die  folgenden  Ausdrücke: 


Digitized  by  Google 


69)  Tafeln  de«  Egibu  etc.  46) 

Wie  man  sieht  sind  in  diesen  Aasdrücken  die  von  -s  abhängigen 

Glieder  gänzlich  verschwunden,  und  daher  darf  man  sie  auch  in  p/  und 
q%  weglassen,  und  in  Bezug  auf  den  störenden  Planeten 

p,'  =  ^[cosif+n^+e'co&Il'] 

q\  =  pz'  |sin  (f +n')+e  sin  /7'| 
setzen.  W.  z.  b.  w. 

Will  man  nun  nicht  nur  die  Elemente,  sondern  zugleich  auch 
Ecliptik  und  Aequinox  ändern,  so  berechne  man  die  letzt  genannte  Aen- 
derung  wie  sonst  auch  nach  den  Ausdrücken  des  vor.  Art. ,  aber  in  den 
Ausdrucken  dieses  Artikels ,  die  sich  auf  die  Aenderung  der  Elemente 
beziehen,  setze  man,  wenn  die  periodischen  Breitenstörungen  des  stö- 
renden Planeten  Ubergangen  werden  sollen, 

]h'  =  0,  qt'  =  0 

da  die  Säcularändcrungen  der  Lage  der  Bahn  dieses  Planeten  schon  in 
den  Ausdrucken  des  vor.  Art.  inbegriffen  sind.  Will  man  die  periodi- 
schen Breitenstörungen  des  störenden  Planeten  mit  berücksichtigen,  so 
kann  man  in  Betracht  der  Kleinheit  der  Excentricitäten  dieser  Planeten 
statt  p,'  =  0  und  q{  =  0 

pi'  =  rV  cos  (f+ZT),  g»'  =  rV  sin  (/"+/Z') 

setzen,  wo  *'  die  periodischen  Breitenslörungen  bedeuten.  Es  wird  je- 
doch kaum  je  der  Fall  eintreten,  in  welchem  dieses  nöthig  wäre. 

37. 

Sollen  blos  die  Elemente  geändert,  die  Ecliptik  nebst  Aequinox 
hingegen  unverändert  gelassen  werden ,  so  fällt  selbstverständlich  die 
Rechnung  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  35  weg,  aber  dann  müssen  in 
den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  für  p%'  und  q%'  ihre  vollständigen  Werthe 
subslituirt  werden;  diese  kann  man  für  jeden  Planeten  ein  für  alle  Mal 
angeben.  Da 

p  =  sinf  sin (o— 0„') 

q  =  sint  cos(o'— 0O')— sini0' 
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und 

Pi  =  — //cosy4-</'sint/; 

qi  =     //sin  y+q'cosxp 
sind,  so  werden  auch 

=  —  cosysint'M'H-sin  ydi'+r's  cos  (f+f]') 

j^y,  =     sin  y  sin  i'dff  +cos\pdi' -+-rY  sin  (/" -1-/7') 

wo  wieder  «'  die  periodischen  Breilenslörungcn  sind ,  und  dt'  und  db' 
sich  auf  eine  unveränderliche  Ecliplik  beziehen  müssen.  Letztere  er- 
geben sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  32,  nemlich 

di'  =  m{t—  J„)-H« sin  6'+fi  cos ö'j  ((—/„) 
simW  =  sinr(n— (o)+cosr  jacosö'— /?sinö'J((— (o) 

wo  m  und  n  die  tabularischen  jahrlichen  Aenderungen  der  Neigung  und 
der  Knoten  der  Planetenbahn  sind.  Ich  finde  aus  den  Tafeln  für 

Saturn,  m  =  — 0"1546,  «—  y,  =  — 19"4346 
Jupiter      =  -0.2261  =  -15.7768 

Mars         =  -0.0243  =  -22.2440 

und  hiemit  ergiebt  sich  für  dieselben  drei  Planeten  der  Reihe  nach 

smi'dff  =  —  0"4286(<— &i'  =  +0"0660  (l— $ 
smidtf  =  +0.0929 (t—t*);  di  =  — 0.1 004  (/—g 
sintW  =  —0.3328  \t—Q;  X  =  —  0.2946(*— ^ 

wo  die  Zeiteinheit  wieder  ein  Julianisches  Jahr  ist.  Man  erkennt  hieraus 
wie  gering  der  Einfluss  ist,  den  diese  Grössen  auf  den  Betrag  der  Stö- 
rungen ausüben  können. 

38. 

Ich  mache  noch  darauf  aufmerksam,  dass  man,  wenn  man  die  Ele- 
mente gar  nicht  verwandeln  will ,  den  Theil  der  Wirkung  des  Quadrats 
der  störenden  Kraft  auf  die  Componenten  derselben,  welcher  von  den 
Breitenstörungen,  sowohl  des  gestörten  wie  des  störenden  Planeten  her- 
rührt, zu  jeder  Zeit  durch  die  Ausdrücke  (A)  des  Art.  36  vollständig  be- 
rücksichtigen kann,  zu  welchem  Ende  man  aus  dem  vor.  Art. 

£f  =  r'd?sm(f+Il'-6')-r'  sin  Wcos  (f+/7W)+rV 

findet,  in  welchem  dieselben  Werthe  von  di'  und  sim'rVö'  anzuwenden 
sind.   Den  übrigen  Theil  des  Quadrats  der  störenden  Kraft  berücksich- 
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tigt  man,  wie  ich  früher  erklärt  habe,  nach  Maassgabe  der  strengen 
Gleichungen 

£«_»i+»(«)co.i+Vz+A(^)- 

WO 

v       *»  /  dß\     KtpOosinJ/ d£l  \ 
~  PK  dr  )—      t       \iv  ) 

sind.  Die  Verwandelung  der  Elemente  ist  aber  jedenfalls  viel  kürzer 
und  übt  vollständige  Wirkung  aus.  Die  Verwandelung  selbst  kann  man 
innerhalb  einer  Stunde  ausfuhren,  wenn  man  sich  mit  den  Formeln  dazu 
vertraut  gemacht  hat,  und  hierauf  hat  man  immer  nur  kleine  Störungs- 
glieder zu  berechnen,  während  man,  wenn  man  die  Verwandelung  un- 
terlägst, endlich  fortwährend  grosse  Störungsglieder  zu  berechnen  hat. 

39. 

Ich  will  noch  schliesslich  zu  meinem  hier  in  Rede  stehenden  Ver- 
fahren zwei  Bemerkungen  einschalten ,  deren  eine  sich  auf  die  Berech- 
nung von  /,  0,  *P  aus  t,  i',  0,  &  bezieht.  In  der  angezogenen  Abhand- 
lung habe  ich  diese  durch  die  Gaussischen  trigonometrischen  Relationen 
bewirkt,  man  kann  sich  aber  auch  der  folgenden  dazu  bedienen.  Man 
rechne  zuerst  die  Bögen  q  und  r,  so  wie  log  sin  p  und  log  cosp  aus  den 
folgenden  Gleichungen, 

cos/)  sin  q  =  sin  i'  cos  (0 — 0') 
cos  p  cos  q  sss  cos  * 
cos/)  sin  r  =  cos*'  sin  (0 — 0') 
cos  p  cos  r  =         cos  (0 — 0') 
sin  p         =  sin  i'  sin  (6 — (?) 

worauf  man  /,  </>,  *P  durch  die  folgenden  bekommt, 

sin  /  sin  #  =  sin  p 

sin  /  cos  0  =  cosp  sin  {i—q) 

sin  /  sin  (iF—  r)  =  sin  p  cos  (1—9) 

sin  /  cos  (iP—  r)  =        sin  (i—q) 

cos  /  ss  cos  p  cos  (»— 7). 
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Die  Bögen  q  und  r  sind  immer  so  zu  bestimmen ,  dass  cos  p ,  und  4> 
und  '/'"  so,  dass  immer  sin  /  positiv  wird,  wodurch  die  Quadranten,  in 
welchen  diese  vier  Bögen  zu  nehmen  sind ,  völlig  bestimmt  werden, 
wahrend  bei  der  Anwendung  jener  Formeln  in  Bezug  auf  0  und  W 
wohl  zuweilen  ein  Zweifel  entstehen  könnte.  Als  Beispiel  der  Anwen- 
dung der  vorstehenden  Ausdrücke  soll  das  der  Abhandlung  dienen. 
Gegeben  sind  also  hier 

i  =  7°8'26"5;  •'  =  1M8'46"5;  d-ff  =  4M 4' 55' 
und  hiemit  erhält  man 


log  cos  ffl— 

et) 

9.99884 

8.35888 

8.86958 

log  sin  i' 

— 

8.36007 

log  cos  q    =  9.99989 

log  cosr  = 

9.99881 

log  sin  (0- 

0') 

8.86964 

9.99989 

9.99881 

log  cos  f 

9.99989 

log  Igo     =  8.35899 

log  Igr  = 

"07072 

log  sinp 

7.19971 

q     m  1«  18'  33"5 

r  = 

40  14'  48" 

i-q     =  5  49  53.0 

log  cosp 

■  0 

log  sin  (<— 

9) 

9.00690 

7. «971 

7.39746 

log  cos  p 

0 

log  cos«/'    ■  9.99994 

log  cosfV'-r) 

m  9.99924 

log  cos  (<- 

9) 

9  99775 

9.00690 

9.00690 

log  sin  p 

7.22971 

log  tg  «/»     =  T22281 

log  tg('/'-r) 

=  8.24056 

log  cos  / 

9.99775 

*  =  0«  57'  25" 

H'-r 

—  0»  57' 

</'  =  5  11  55 


log  sin/  sr  9.00696 
/  =  50  49'  56" 


mit  der  Abhandlung  Ubereinstimmend. 

40. 

Die  andere  Bemerkung  betrifft  die  beiden  indirecten  Integrationen, 
die  in  meinem  Verfahren  vorkommen ,  und  von  welchen  ich  hier  zeigen 
werde,  dass  sie  sich  in  directe  verwandeln  lassen.  Nehmen  wir  die 
Differentialgleichung 

ÜHd  =  —fm-hG 

des  Art.  8  der  angezogenen  Abhandlung  vor,  in  welcher  ich  zur  Abkür- 
zung hier 

Wie'1 
P  =  r» 

gesetzt  habe.  Bezeichnet  man  nun  hier,  gleichwie  in  der  Abhandlung, 
durch  ein  der  Function  vorgesetztes  S  das  Verfahren  der  mechanischen 
Quadratur,  wodurch  das  Integral  erhalten  wird,  so  bekommen  wir  aus 
der  vorstehenden  Differentialgleichung  zuerst 

ip  =  —SS/iw+SSG 
und  subslituirt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung, so  wird  diese 

BHt  =  G  —  ftSSG  +  jitSSfiw 
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deren  Integration 

w  =  SSG  —  SSfiSSG  +  SSfiSS/jw 

giebt.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahreos  erhalt  man 

w  =  SSG  —  SSftSSG-h  SSfiSSftSSG  —  SStiSSpSStiSSG±elc. 

durch  welche  die  indirecte  Integration  in  eine  directe  verwandelt  worden 
ist.  Um  diesen  Ausdruck  anwenden  zu  können,  ist  erforderlich ,  dass 
die  unendliche  Reihe,  die  er  bildet,  convergire,  und  man  kann  immer  das 
Interval  zwischen  den  zu  berechnenden  Werthen  von  G  so  klein  anneh- 
men, dass  dieses  der  Fall  ist.  Wenn  die  Reihe  schwach  convergirt,  dann 
ist  aber  ihre  Anwendung  zeilraubender  wie  die  indirecte  Integration, 
die  daher  in  diesem  Falle  vorzuziehen  ist.  Die  Convergenz  dieser  Reihe 
nimmt  immer  ab,  so  wie  die  Werthe  des  Integrals  grösser  werden,  und 
es  ist  daher  von  keinem  Vortheil  sie  durchgehends  anzuwenden,  aber 
ftlr  die  ersten  Glieder  des  Integrals  kann  sie  mit  Nutzen  angewandt 
werden.  Um  diese  Art  ihrer  Anwendung  zu  zeigen,  will  ich  die  zehn 
ersten  Glieder  von  tt\  des  der  angezogenen  Abhandlung  beigefügten  Bei- 
spiels darnach  berechnen.  Man  bekommt  ftlr  die  beigesetzten  Zeiten 


1853  Aug.  21 
Oct.  2 
Nov.  13 
Dec.  25 

1854  Febr. 
März 
April  30 

Juni  1 1 
Juli  23 
Sept.  3 

und  hiemil  durch 


5 
19 


lOg/X 

8.5133 
8.5280 
8.5  i  56 
8.5656 
8.5874 
8.6105 
8.6338 
8.6564 
8.6772 
8.6950 

den  obigen 


SSfiSSpSSuSSG 


0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 

+0.01 
0.04 
0.13 

+0.33 
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mit  der  Abhandlung  bis  auf  höchstens  0,1  Übereinstimmend.  Es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  das  Integral,  welches  %  giebt ,  eben  so  behandelt 
werden  kann. 


Zusatz  III. 
41. 

Es  sollen  hier  die  Ausdrucke  abgeleitet  werden,  durch  welche  ich 
die  Coefficientcn  der  Bedingungsgleichungen  des  Art.  12,  und  die  dort 
angegebenen,  durch  Fehler  in  den  augewandten  Sonnenörtern  bewirkten, 
Verbesserungen  der  völlig  bekannten  Glieder  dieser  Gleichungen  be- 
rechnet habe.  Bezeichnet  man  mit 

r  den  Radius  Vector  eines  Planeten  oder  Cometen, 

f  die  wahre  Anomalie  desselben, 

X  den  Winkel  zwischen  dem  Perihel  und  der  positiven  X Achse  in 
der  idealen  Bahnebene, 

0  den  Bogen  in  derselben  Ebene ,  von  derselben  Achse  bis  zum 

aufsteigenden  Knoten  auf  dem  Aequator  (oder  der  Ecliptik), 

1  die  Neigung  derselben  Ebene  gegen  den  Aequator  (oder  die 

Ecliptik), 

6  die  grade  Aufsteigung  (oder  Lange)  des  aufsteigenden  Knotens, 
dann  kann  man  zufolge  der  ersten  Abhandlung  über  die  absoluten  Stö- 
rungen der  kleinen  Planeten  die  rechtwinklichen  heliocenlrischen  Coor- 
dinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  den  Aequator  (oder  die  Ecliptik)  durch 
diese  Grössen  ausdrücken.  Seien  diese  Coordinaten  x,  y,  z,  so  wie  die 
heliocentrische  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  (oder  Länge  und 
Breite)  des  Planeten  a  und  d,  dann  wird  zuerst 

x  =  rcostfcos« 

y  =  r  cos  d  sin  a 

z  =  rsmd 

aber  wenn  man  ausserdem,  wie  im  Art.  7,  die  Summe  der  planetari- 
schon  Störungen  der  Abweichung  des  Planeten  mit*  bezeichnet,  dann 
ist  mit  hier  ausreichender  Genauigkeit 

costfsin  (a— 0)  =  cos  t  sin  (/'+*— °)— *tg* 
cos  <J cos  (a— 0)  =        cos  {f+x—a) 
sin  d  =  sin  isin  (f+x—a)-*-8 
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die  Substitution  giebt  daher 

x  =  rcos(/H-x— o)cosö— rsin^-l-x— o)sin  0cost+r»tgisin  B 
y  =  rcos^-hx— ff)  sin  0+rsin  tf)cos0cost— r«tgicos0  < 

«  =  rsio  (f+x—o)  sin  »  +«. 
Die  Veränderungen  von  <r  und  0  sind  zufolge  der  angezogenen  Abhand- 
lung nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unterliegen  der  Bedin- 
gungsgleichung da  =  costrf0,  da  wir  nun  hier  den  Zuwachs  irgend 
einer  Grösse  durch  ein  derselben  vorgesetztes  J  bezeichnen  werden, 
so  haben  wir  nach  den  weiter  unten  vorkommenden  Differentiationen 

Ja  =  cos  iJO 

zu  setzen. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  setzen  einen  festen  Aequalor  (oder 
eine  feste  Ecliplik)  nebst  zugehörigem  Aequinox  voraus,  aber  dem  Vor- 
hergehenden zufolge  ist,  um  sie  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  (oder 
Ecliptik)  nebst  zugehörigem  Aequinox  zu  beziehen ,  nichts  weiter  nö- 

thig,  als  *+^,  statt  i,  x—o+rj  statt      a,  und  0+A  statt  0  zu  schrei- 
ben, und  dieses  soll  unten  geschehen.  Es  soll  ferner  zur  Abkürzung 
x_ o  =  7i— ö  =  o»,    und  =  (i) 

gesetzt  werden,  wo  n  die  grade  Aufsteigung  (oder  Länge)  des  Perihels 
bedeutet. 

42. 

Beziehen  wir  von  nun  an  alle  betreffenden  Grössen  ausschliesslich 
auf  den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  zugehörige  Aequinox,  und 
nennen 

d  die  Entfernung  des  Planeten  oder  Cometen  von  dem  Mittelpunkt 
der  Erde, 

a  die  geocentrische  grade  Aufsteigung, 
#  die  geocentrische  Abweichung  desselben, 

und  bezeichnen  die  jenen  parallelen  rechtwinklichen  Coordinaten  der 
Sonne  mit  x\  ,  yx ,  Z\ ,  so  werden 

d  COS  d'  COS  a  sst  j, 

d  cos  d'  sin  a  =  y-4-yi 
d  sin  d'         —  z+zt . 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  die  Sonnencoordi- 
naten  vorlaufig  constant  angenommen  werden, 

Jd  .  cos  d'  cos  a—dj#.  sin  d'  cos  a'—dJa.  cos  d'  sin  a'  ■■  Jx 
JA  .  cos  d'.sin  a'—dj#.  sin  d'  sin  a'+dJa.  cos  d'  cos  a  =  ^/y 
. hl .  sin  (F        -+dJti.  cosd'  =  ^/z 

woraus  durch  die  Elimination 

(k/a .  cos  d'  =  — ^/x  .  sin  a'+Jy  .  cos  a 
d.  Ii}  =  —  Jx  .  sin  &  cos  a—Jy .  sin  (T  sin  a'-h^z  .  cos  Ü 

Jd  =.     Jx .  cos  ff  cos  a+Jy  cos  <F  sin  a'+Jz  .  sin  <f 

folgt. 

43. 

Bei  der  Differentiation  der  Ausdrücke  des  vorvor.  Art.  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  die  darin  enthaltenen  Elemente  ist  vor  Allem 
zu  bemerken ,  dass  die  Veränderungen  der  letzteren  so  klein  angenom- 
men werden,  dass  sie  auf  den  Betrag  der  Störungen  keinen  irgend  wie 
merklichen  Einfluss  äussern  können,  und  es  dürfen  daher  die  Störungen 
als  unveränderlich  betrachtet  werden.  Da  ferner  s  immer  klein  ist,  so 
darf  man  bei  den  Differentiationen  in  Bezug  auf  t  und  0  die  beiden  Pro- 
duete  »  tg  i  cos  6  und  « lg  t  sin  0  unverändert  lassen ;  die  Berücksichtigung 
der  Veränderungen  dieser  Glieder  würde  die  Coefßcienten  der  Bedin- 
gungsgleichungen nur  unbedeutend  ändern,  übrigens  ist  die  Zuziehung 
derselben  in  einem  extremen  Falle  mit  gar  keinen  Schwierigkeiten  ver- 
bunden, nur  mussman  in  diesem  Falle     o.)sinicosÖ  und  ( -^sinisinö 

'  \C08  •/  \COSI/ 

schreiben,  und  jeden  Falls  als  constanl  betrachten.   Da  unter  den 

zu  bestimmenden  Verbesseningen  der  Elemenle  auch  die  der  Masse  m 
des  störenden  Körpers  mit  aufgenommen,  und  mit  bezeichnet  werden 
soll,  so  ist  bei  den  Differentiationen  auch  darauf  Rücksicht  zu  nehmen. 
Der  Strenge  nach  müssten  die  Störungen  zweiter  Ordnung  den  Factor 
2/<  bekommen,  allein  in  Betracht  der  Kleinheit  dieser,  so  wie  in  der 
Voraussetzung,  dass  auch  fi  klein  ausfallen  wird,  kann  hievon  ohne 
Nachtheil  der  Genauigkeit  abgesehen  werden.  In  Folge  dieser  Bemer- 
kungen, so  wie  der  schon  im  Art.  41  aufgestellten  Bedingungsgleichung 
bekommt  man  leicht 
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« 

Jx  =  — rz/(/'+x)|sin{/'+w+^cos(6+A)H-cos(/,+w4-^)sin(ö+A)cos(t)J 
+Jr  |  cos (/+w-»-^)cos (0+X)  —  sin {f+M-t-Tj) cos  (Ö-l-A)cos (i)  j 
-hr^/i  sio  {f+w-htj)  sin  (0-hA)  sin  (i) 
— rJd  cos  [f+u+t])  sin  (0+A)  sin  2(t) 

(ssi)«nffl 

^/y  =  — rz/(/4-^)|sin(/+w+^)sin(ö-hA)--cos(/,+(o+//)cos(ö-4-A)cos(t)| 
-l-^/r  { cos^+w-h^)  sin  (0H-A)+sin  (/H-w+jy)  cos  (0+A)  cos  (i)  J 
—rJi  sin  (/"■+- w-|-q)  cos(0+A)  sin  (t) 
-l-r^/0  cos  (f+w+tj)  cos  (0+A)  sin 2  (i) 

(ssi)  sin  (t)  cos  (0+A) 

z/z  =     rJ(f+x)cos(f~*~a)-*~ri)sia  (*) 
-H^rsin  (f+(o+tj)  sio  (tf 
-\-rdi  sin  (/H-w+i^)  cos  (i) 
— »v/0  (cos  (f-h(a+tj)  sin  (•)  cos  (i) 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  von  den  Störungen  der  mittleren  Ano- 
malie und  des  Logarithmus  des  Radius  Vectors  abhängiijon  und  mit  // 
multiplicirlen  Glieder  hier  noch  in  Jr  und  df  implicite  enthalten  sind. 

Die  Substitution  der  vorstehenden  Ausdrücke  in  die  für  Ja  und 
Jd'  des  vor.  Art.  giebl  nun 
dcostfJa  =     rz^(/4-x)|sin(/+w+j/)sin(«  — ö— A)+cos(/+w-hr;)cos(a'— -ö— A)cos(i)} 
— Jr[cos{f+ü)-hii)  sin  («'— 6— A)—  sin  [f+w+tj)  cos  («'— 0— A)cos(t)  j 
— r.  /»sin  (f-f-tt-t-*?)  cos  (a  —  0— A)sin  (i) 
+rJ0cos  (/*H-w+r;)  cos  (« — 0 — A)  sin 2  (t) 

— (c^i)  sin  B  008 
dJd'  =  r^(/+x){cos(/+«+/;)sin(»)cos<>' 

-h[sin  (/^-w-h»/)  cos  (o' — 0— A) — cos(/h-w+i/)  sin  («' — 0— A)  cos  (i)]  sin  { 
+Jr  \  sin  (/"■+•        sin  (t)  cos  fl' 

—[cos  (/*+a>-H^)cos  (a— 0— A)  +sin  (f+a+tj)  sin  (a—  0— A)cos  (t)]  sin  ö*'| 

+rji\  cos(t)cos(f'H-sin  (t)sin  d'sin(a' — 0— A)  |  sin(/+co+i^) 

— rz/0  |  cos  (t)  cos  d'+sin  (i)  sin  d'  sin  (a — 0 — A)  j  cos  (f+(o+tj)  sin  (i) 

+^  (55h)  I  cos(»)cosd'+8in(t)sind'sin(a'-0-A)| 

Die  Entwickelungvon  Jd  werde  ich  unterlassen,  da  diese  Aenderung  zu 
den  hier  beabsichtigten  Zwecken  nicht  erforderlich  ist. 
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44. 

Die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  lassen  sich  durch  Einführung  von 
Hülfsbögen  sehr  vereinfachen.  Bestimmt  man  p,  P,  n,  U,  q,  Q  durch 
die  folgenden  Ausdrücke, 

cosp  sin  P  ==  sin  («'— 0— A) 

cos  p  cos  P  =  cos  (t)  cos  (a  —  Ö— A) 

sin  p  sin  (»)  cos  (a — 0 — A) 

cos  «  sin  U  =  sin  d'  sin  (a — 0 — A) 

cos  u  cos  U  =  cos  <F 

sin  a         =  sin  d'  cos  («'— 0— A) 

cos  g  sin  0  =  sin  u  » 

cos  9  cos  0  =  cos  m  sin  ((•)— ü) 

sin  ^         =  cos«  cos  ((i)— D) 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  die  Bögen  p, m,  9  selbst  nicht  zu  suchen 
braucht,  da  nur  ihre  Sinusse  und  Cosinusse  gebraucht  werden,  so  gehen 
die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  (olgenden,  wesentlich  ein- 
facheren Uber: 

dcosd'Ja  =     J  (f+x).r  cosp  cos  f+w+tj—P) 
+Jr  cosp  sin  (/H-w-h»/— P) 
— Ji .  r sinp  sin 

-Hz/Ö .  r sinp  cos  (/'-4-w-l-^)  sin  (t) 

d/Jd'  =     ^  (/+*).  r  cos  </ cos  (/"-hw-t-i?-- 0) 
-I- z/r  cos  9  sin  {f+n+tj—Q) 
+Ji .  r  sin  9  sin  (f+m+tj) 
—J6 .  rsin  7  cos  (J+ta+tj)  sin  (t) 

in  welche  die  DilTerentiale  der  elliptischen  Elemente  einzurühren  sind. 

45. 

Die  Theorie  der  Bewegung  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  hier  statt' 
findende  Form  der  Störungen 
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i 

Jf  =  ^  cos  (p .  Jc+lp  cos  (p .  Jn+— sin    4<P+=i cos  V  • 

^/r  =  r-^  -4-atgysin  f.Jc  +  ta  tg  y  sin  f.Jn  —  a  cosycos  f.Jip  +  alg<p  sin  /Wttte 
r  =  r(1-H 

wo  wie  immer  ndz  und  ?F  die  Störungen  der  minieren  Anomalie  und 
des  Radius  Vectors  sind.  Slalt  f  muss  man  in  diesen  Ausdrücken  f  ver- 
stehen, ich  durfte  aber  das  Unterscheidungszeichen  weglassen,  weil  in 
allen  vorhergehenden  Ausdrücken  auch  f  statt  f  verstanden  werden  muss. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
bringt  in  den  Coefiicienten  der  Aenderungen  der  elliptischen  Elemente 
Glieder  zum  Vorschein  die  mit  v  multiplicirl  sind,  aber  aus  demselben 
Grunde,  aus  welchem  oben  die  Aenderung  der  Glieder  *  Igt  cos  0  und 
l  tg  t  sin  0  weggelassen  wurde ,  darf  man  auch  diese  weglassen  ,  deren 
Zuziehung  übrigens  keine  Schwierigkeiten  darbietet.  Es  ist  noch  hiebei 
zu  bemerken ,  dass  bei  dorn  hier  erklarten  Verfahren  die  grössten  Stö- 
rungen, nemlich  der  Werth  von  ndz,  in  den  GoefGcienlen  vollständig 
berücksichtigt  wird,  und  nur  die  Werlhe  von  v  und  *,  die  immer  viel 
kleiner  sind,  Ubergangen  werden.  Fuhrt  man  nun  den  vorstehenden 
Bemerkungen  gemäss  die  Substitution  aus,  und  berücksichtigt  dabei  die 
Gleichung 

Ja    ±An 

a   ~        »  n 

so  bekommt  man  nach  einigen  leichten  Reduclionen,  und  wenn  man  zur 
Abkürzung 

,  r  cos  p        |    _    r  sin  p  1  108163" 

-    ~    "  d"  ■      K  d~  '  T 

_   r  cos  q         i/         r  sin  q 

n    ~      d      •      K  ~d~~ 


A2  =  tAi — Arn  sin  (f+(o+t] — P) 

A3  =  -^^s'm  fcos{f+(o+tj— P)—hy  cos</>sin(w-f->/— P) 

AA  mm  h cos (f+w-htj—F) 
A5  =  —  ks\n{f+(o+t]) 
A6  ob  k  cos  (/H-w-H*/)  sin  (t) 

A7  =  4iJriM»A«ii(f+flH-9— t)v— 
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Ä»  =  coT^ '  T  ■  co8(/4-«-|-,-Ö)  +k'±\gif>co*(»+n-Q) 
B2  =         Ä'msin(/H-wH-^— 0) 

ßs  ~  p0*-  sin /cos  (/"-ha-»-»/— Q)— Ä'yCosysin(w+jy— Q) 

Ä4  =  h'co&(f+(a+ti-Q)  . 

Bb  =  k'Binif+io+tj) 

Bü  =  — fc'cos(/+w-l-//)sin(t) 

setzt, 

cos  9 Ja  =  AxJc+AiJn+AaJip+AiJx+AiJi+AsJO-i-AjiLi 
JS  =  BiJc+BiJn+BiJy-t-BtJx+BiJi+BzJÖ+Bw 

womit  die  analytischen  Entwickelungen  ausgeführt  sind. 

46. 

Wenn  die  Excentricitüt  des  Planeten  nicht  sehr  gross  ist,  so  leiden 
die  beiden  eben  erhaltenen  Ausdrücke  in  ihrer  Anwendung  an  dem 
Uebelstande ,  dass  die  Goefficienten  Ax  und  AA ,  so  wie  Bt  und  B4  nahe 
gleich  gross  werden  und  dasselbe  Zeichen  erhallen.  Es  wird  dadurch 
.mühsam  die  Werthe  von  Je  und  d%%  durch  die  Auflösung  einer  Reihe 
solcher  Gleichungen,  abgesondert  von  einander  richtig  zu  erhalten,  Mao 
vermeidet  diesen  Uebelstand  dadurch,  dass  man  statt  Je  die  Verbesse- 
rung der  mittleren  Lange  zur  Zeilepoche  einführt,  und  man  braucht 
diese  nicht  streng  zu  wühlen,  sondern  es  gniigt  eine  dieser  beiläufig 
gleichkommende  Grösse  einzuführen,  wenn  nur  die  Beziehungen  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Strenge  nicht  verletzt  wird.  Nennt  man  die  ein- 
zuführende Grösse  .  //,  und  setzt 

Je  =  Jl — J%CQS(p 

A4*  =  At — A,  cosy 
Bf  =  BA  —Bl  cos  g> 

dann  gehen  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  in  die  folgenden  über 

cos  &Ja  =  AlJl+A2Jn-i-AsJ(p-l-A4*Jx+AiJi+A(iJ0+Aiu 
Jd'  =  BlJl-hB2Jn-t-B3J<p+Bi*Jx+BbJi+B(iJd+B7fi 

die  zur  Anwendung  weit  geeigneter  sind  wie  jene.  Die  CoefBcienten 
A4  und  /« ,  erhalt  man  durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  nur  mit  ge- 
ringer Genauigkeit,  wenn  man  nicht  A, ,  A4 ,  /■'    BA  mit  einer  grösseren 
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Anzahl  von  Dccimalen  berechnen  will,  wie  ausserdem  nöthig  ist,  aber 
man  kann  auch  diese  Unbequemlichkeit  vermeiden,  wenn  man  die  ana- 
lytischen Ausdrücke  jener  entwickelt.  Diese  findet  man  aus  dem  Vor- 
hergehenden leicht  wie  folgt, 

Ai*  =  —  Ä^ogg^-cos/*cos(/+w+)?--P)--  Atg2ycos(/4-ö>+r/— i1) 

— h  y  sin  (p  cos  («-hjy — P) 
Bt*  =  —  Ä'-^-cos/'cos^-hw+jy— 0)—  Ä'tg^COS^H-w-f-iy— (?) 

— h'y  sin  (p  cos  ((a+7]—Q) 

wozu  bemerkt  werden  kann,  dass  die  beiden  dritten  Glieder  sich  aus 
den  beiden  zweiten  Gliedern  der  Ausdrücke  ftlr  Ax  und  Bx  durch  Multi- 
plication  mit  —  cos  <p  ergeben. 

47. 

Hat  man  nun  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Gleichungen, 
wie  die  oben  abgeleiteten,  die  Werthe  der  Unbekannten  Jl,  Jn,  etc. 
gefunden,  so  wird  vermöge  der  Gleichung  Je  =  Jl—J%  cos  % 

Je  =  Jl— Jx+2  sin*  t<p.Jx 

und  vermöge  der  Gleichungen  Ja  =  cosiJd,  und      o  =  n—-d, 

Jn  =  JX+%Bin*ii.J6 

aus  welchen  die  Verbesserungen  der  mittleren  Anomalie  zur  Zeitepoche 
und  der  graden  Aufsteigung  des  Perihels  hervorgehen.  Für  i  kann  man 
hier  das  Mittel  aus  den  vorhandenen  Werthen  der  (t)  setzen ,  überhaupt 

aber  ist  die  Verbesserung  von  t  durch  — f  in  den  hier  erklärten  Rech- 
nungen von  weit  geringerem  Belang,  wie  die  Verbesserungen  von  o>  und 
6  durch  tj  und  A ;  in  vielen  Füllen  wird  man  jene  übergehen  können, 
obgleich  diese  nicht  übergangen  werden  dürfen. 

Nach  den  hier  abgeleiteten  Ausdrücken  sind  die  Coefficienten  der 
Bedingungsgleichungen  des  Art.  1 2  berechnet  worden,  und  es  erwiesen 
sich  dabei  die  von  r  und  «  abhängigen  Glieder  der  Coefficienten  Aj  und 
B1  so  klein,  dass  ich  mir  erlauben  durfte,  in  jedem  der  letzleren  blos 
das  erste  Glied  zu  berücksichtigen. 


AMi  ii.lt  d.  Ii  S.  C-m-IIsW,  ,|.  WiMMwb.  XIII.  li\ 
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48. 

Sehen  wir  jetzt  die  recblwinkiicben  Coordinaten  des  Planeten  oder 
Cometen  als  constanl ,  und  dahingegen  die  der  Sonne  als  veränderlich 
an,  dann  wird  auf  ahnliche  Weise  wie  im  Art.  42 
d  cos  d Ja  =  — sin  «' -|-^yi  cos« 

dJd'  =  — Jx\  sm  ^  cos  «'-+-^yi  sin  J'sin  u-i-Jzx  cos d'. 
Bezeichnet  man  aber  mit  0  die  wahre  tropische  Sonnenlange,  mit  R  die 
Sonnenbreite,  mit  R  den  Radius  Vector  der  Sonne,  und  mit  *  die  wahre 
Schiefe  der  Ecliptik,  so  wird 

xx  =  R  cos  0 

yi  =  R  sin  0  cos  t—BR  sin  * 

zx  —  R  sin  0  sin  t—RR  cos  * 
woraus  man,  wenn  in  den  Cocfficicntcn  von  z/R  und  //*  die  kleinen  von 
R  abhängigen  Glieder  weggelassen  werden ,  die  nie  merkliche  Wirkung 
äussern  können, 

Jxx  =  — Ä,7©  sin  Q+JRcos  0 

Jyt  =  RJQ  cos  Ocos*-K/fisin0  cos*— RJRmne— /f./*sin©  sin* 
Jz\  =  RJO  cos©  sin*-K//isin©  sin*-l-/L//icos*-h/L/*sin O  cos* 
zieht,  deren  Substitution  in  die  vorstehenden 
dcosd'z/a  =  RJO  {  sin0  sin«'-hcos0  cos* cos«'  J 
— JR  \  cos  0  sin  «'—  sin  0  cos  *  cos  a  ] 
— R  /Rs'mtcosu 
— /?.  /*  sin  0  sin  *  cos  u 
dJd'  =  Ä./0{cos0sin*cosA'-h[sin0cos«' — cos0sin«'cos*]sind'j 
-*-^/?(sin©sin  *  cos  d'— [cosOcos«'-|-sin0sina'cos*]sin()'| 
+R.JR  \  cos*  cos d'-k-s\n *sin  d' sin«  } 
-i-RJt  sin  0  |  cos  *  cos  «J'-hsin  *  cos  ä'  sin  a'\ 
giebl.  Setzt  man  hier 

cos//  sin  P  =  sin  « 

cos  p  cos  P  =  cos  a  cos  * 

sin  p  =  cos  «  sin  * 

cos  u  sin  V  =  sin  <)'  sin  u 

cos  u'  cos  ü'  =  cos  d' 

sin  u'  =  sin  d'  cos  «' 

cos  q  sin  0  =  sin  u 

cos  9'  cos  Q  =  cos  m'  sin  (* — V) 

sin  7'  =  cos«'  cos(* — V) 
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so  ergiebt  sich 

cos  ti Ju  =  //©4cosp'cos(0—/y) 

WOog.br.fi)4cosp'sin(0-F)  . 

— ^4sin  P  ßin° 
Jlf  mm  cos  q  cos  (0— Q) 

+J{\og.  br.  K)  4  cos  9'  sin  (0-  Q)  ■  ü^i" 

+^#4sin  9 
-h^/«  4  sin    sin  0 

wo  itf  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet,  und  folglich 

log         =  8.6766-10 

ist,  wenn  die  siebente  Decimale  des  log  R  als  Einheit  angenommen  wird. 

Nach  diesen  Ausdrücken ,  von  welchen  im  vorliegenden  Falle  blos 
die  mit  JO  multiplicirten  Glieder  in  Betracht  kamen,  sind  diejenigen 
Verbesserungen  der  völlig  bekannten  Glieder  der  Bedingungsgleichun- 
gen des  Art.  1 2  berechnet  worden,  die  von  den  Fehlern  der  vorher  an- 
gewandten Sonnenörter  herrühren. 


49. 

Um  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  durch  ein  Beispiel  zu  erläu- 
tern ,  will  ich  zuerst  die  Coefficienten  At ,  B\ ,  etc.  für  die  Zeit  des  im 
Art.  1  4  aufgestellten  Rechcnbeispiels,  nemlich  für 

1862    Sept.  21.5    m.  Z.  Berlin 

berechnen.  Die  Daten,  die  aus  diesem  Beispiel  und  den  vorangehenden 
Elementen  der  Egeria  zu  entnehmen  sind,  sind  die  folgenden. 

31« 
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6+1 

a'-e-i 
t 

log  sin  J'  i 


8560  5j'69, 
48  53.38, 

8370  S9'*1, 

42.724, 
9.Ö0587n 


<u  +  >f 

f 
n 


3880  58'57, 
103  53.81, 


iSOO  5'26, 
3«  3364", 
logCOS(T  =  9.96450 


log  d 
log  r 
log  a 

log  sin 
log  cos  tf 


0.24884, 
0.43197, 
0.44403, 

T.94ÖÖÖ, 
9.99835, 


logf 

subtr.  log 
log  sin  t 

log  sin  (i) 
log  cos  (ij 

n 


6.  5490* 

-H 
9.78494 
9.784  00 
9.90447 
3709'49 


und  hiemit  bekommt  man  zuerst 


log  cos  {<) 

log  cos  [a'~  0— l) 

log  sin  (0 

log  sin  [a'—o—X) 
log  cosP 

log  tgi» 


log  sin  p 
log  r :  d 
log  cosp 

log  A 
log« 


=  9.90447, 
=  9.96748, 
«=  9.78400 

-  9.57876b 
*  9.95030 
9  8 6 860 

=  V.70516n 
333"58'57 
-36  58.58 
4  03  58.84 

0°5*'4  5 
430  46.89 
-  9.74848 
=  0.4  884  S 
=  9.94  830 

=  0.40643 
m  9.93626 


ß-l)  = 


log  sin  («' 
log  sin  S' 
log  cos  (a'— 0— A) 


log  cos  V 
log  cos  <T 

log  tg«V 


log  sinu 
log  cosu 
log  906265 
log  8:3 
log  n 

log  m 


17 

w 

[i)-U 


9.B7376n 
9.60537n 
s  9.96748 

9.4  794  3 
i  9.99446 
•  9.96430 

:  9.24763 
90  22'35 

S87^ 

:270  46'S4 
=  9.5745011 
=  9  96734 

-  5.84443 
=  9.82394 
m  5.49605 

=  9.64199 


log  sin  [(i}-U) 
log  cos  u 
log  cos  ((•')- 17) 
log  sin  u 
log  sin  Q 

log  tg  Q 


*>+n-Q 

log  sin  q 
logtvd 
log  cos  9 
log  h' 
log*' 


ss  9.66847 
=  9.96784 

■  9.94684 

■  9.572501» 
=  9.87884 

9.63584 

■  9.93669» 
3830  58'57 

-40  50.31 
403  59.34 

_4  4«»48'8S 
4  44  43.62 
9.94447 
0.488(3 
9.75697 

9.9454  0 
0.4  0230 


womit  die  Berechnung  der  Hülfsgrössen  ausgeführt  ist.  Die  fernere 
Rechnung  steht  nun  so : 


log  h 
log  o:r 

log  cos  (/+«+»;— P) 
Clog  cosy 


»  0.406(3 
=  9.97906 
■  9.99995 
=  0.QQ465 

0.08709" 
+  4.2221 
-0  0695 
+  4.4  526 


log  ha:r 
log  tg«/> 

log  cos  (m+tt-P) 

log  cos n 


0.08549  , 

8.94465 

9.8<503» 


8.849H» 
9.99835n 
8.84049 


log  h 
log  m 

log  sin  (f+tu+n—P) 


log  Ax 
log  t 


0.06)68 
4  .40463 

4.46634 

M 


0.4  062 

9.6421h 

8J844 

"7.921"»' 


logn  COSf/+W  +  !J-P) 

log  sin  f 
C  log  cos</> 


0.40638  , 
9.8H484n 
0.00(65 

1799984 


log  Ka.r 

log  sin  (w+n-P) 
log  cos  tp 


=  0  08549 
m  9.87924 
=  9  99835n 


9.96305« 


—  0.9837 

—  0.9484 
-T902T 


loRÄ  =  0.40643»   0  4  0643n  +0.074  94 

logtg*/>  =  8.94165  logtg»y  =  7.88830  -0.00977 

log  cos/"  =  9.»0727n  +0.06926      .    Siehe  oben  , 

log  cos  (/•+«! +  ij-P)  ■        -5    -5 

C  log  cos  <f  ss  0.004  65  7  98968» 


A4*  =  +  0.4  34  48 


8.85695 


log* 

log  sin  (f+w+») 


■  9.93626h 
f  9  642H» 

9.57847 
+  0.3789 


log  COS  1/+CO  +  IJJ 

log  sin  (i) 


9.93626 

1  9.95357 
.  9.784  00 

9.67083 
+  0.4686 


loK  Jnp.  Stör, 
log  Ai 


=  9.4657« 
=  0.0647 
9.5274» 

-0.3368 
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log*' 

log  a.r 

log  cos  (f+a+ri—Qi 
C  log  cos  ff 


=  9.9*510, 

=  9.9790« 

■  9.98533 

=  9.00165 

9.91119 
+  0.8150 
-0.0599 


log  h'a.r 
log  tg  tp 

log  CO»  (w+n-O) 
log  cos  <f> 


=  9.98*1« 

m  8.9*185] 

"  8  9H9<» 
8. 7777»» 
=  9.99885n 
•)  8.77007 


•0.7551 


log  h' 
log  m 

log  sin  (f+iu+n— O) 

log  Bi  -  9.87800 
logt  =^.<0*«» 
0.93  163  . 


log  h'a  COS  (f  r 
log  sin  (w  +  »-0) 


losA'cosff+w+jf-O)  =  9.980*«  , 
log  sin  (  sectp  m  9.88«*6n 

9.818881» 

log»'  =  9.9*510»  

loptgyicos/"  =  8.7*89ln  log  tfi'f/! 

Iogcos(/+w  +  w-0)8ecy  =  9.98897    log  cos  (/+<u+>,-0) 

8.88099 


=  9.92851» 

=  9.76158 


logt' 

log  Sin  (/+»+») 


=  0.10830 
=  9  6*881» 

9.74*51» 
Bh  —  -0.5558 


log  cos  (/+*»+») 

log  sin  (i) 


=  9.9*51 
m  9.«433» 

«JM  077 
8.9950» 

-0.099 
.  +  9.608 
■  ^9  509 


9.68*0*» 

9.9*510» 
=.  7.88880 
=  9.98538 
7.81878» 

0.10830», 
■  9.95357 
=  9.78100 

9.83887» 
B6  m  -0.« 


—  0.6560 
-0.*881 

B3  =  -4.4891 

+  0.0*797 
-0.00651 
+  0.05971 

Bi*  =»  +0.10117 


log  Jup.  Stör, 
log  fit 


=  9.*657» 

=  9.87S0_ 

9:3*8  7» 
B1  m  -0.980« 


Die  kleinen  Unterschiede  zwischen  den  hier  berechneten  und  den  im 
Art.  1 2  angeselzten  Coefficienten  rühren  davon  her,  dass  hier  die  Rech- 
nung mit  den  definitiven  Oertern  und  Elementen  ausgeführt  worden 
sind,  während  fUr  jene  Angaben  nur  die  provisorischen  Oerter  und  Ele- 
mente angewandt  werden  konnten.  Die  Unterschiede  sind  übrigens 
ganz  unbedeutend. 


.  S.*) 


50. 

Für  das  Beispiel  der  Anwendung  der  Ausdrücke  zur  Verbesserung 
der  geocentrischen  Oerter  des  Planeten  oder  Cometen  wegen  Fehler  in 
den  angewandten  Sonnenörtern  will  ich  wieder  dieselbe  Zeit  wählen, 
und  die  Daten  sind  daher  dieselben  wie  vorher,  nur  dass 

e  =  23°  27',  0  =  178°  41'  log    =  0.0014 

hinzukommen,  wogegen  einige  des  vorigen  Beispiels  wegfallen.  Die 
Berechnung  der  Hülfsgrössen  steht  nun  wie  folgt, 


log  cos  t 
log  cos  o' 
log  sin  c 

log  sin  «' 
log  cos  V 

logtgi* 

Oi 
V 

G— V 
log  sin  p' 
log  cosp' 


9.963« 

9.999* 
9.5998 

8.786T» 
9.9999 
_9:9680 

8.77*4» 
1780  *1' 
-3  3* 

183»  5' 

9.5999 

9.9638 


log  sin  a 

log  sin  <T 
log  cos  S' 

log  cos  LT 
log  coso" 
log  tg  ff 

V 
t 

i-v 

log  sin  u' 
log 


8.7361» 

9.605*» 
9.999* 

8.8*15 
9  9999 
9.9616 


log  sin  [t—ff] 
log  cos  u ' 
log  cos  [e  —  U') 
log  sin  u' 
log  sin  O' 


9.5753 
9.9616 
9.9669 

9.60*8» 
9  8808» 


=  8.3800         log  tg  O' 


10  99' 
83  37 

330  5' 

9.6048» 

9.961« 


O' 

O-O' 
log  sin  </' 
log  cos  q' 


m  0.0680» 

■  —  490  98' 
m      478  41 

■  ~~ «80  9' 
s  9.9385 
■  9.73*0 
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und  ferner  ergiebt  sich: 


log/jd  m  9.757« 

log  cos  p'  =  9.9688 


::  I 


9.7*04 


log  cos  (©-/")  ■■      -3»,    log  sin  (O-F)  =  8  5605» 
9.7*0111     loBCOnst.  ■  K  6766 


6.9576*1 

log  q'  m  9.7840   j 

log  cos  (©-O  =  J9.8141»     log  8in'(©-<?')   -  9.1711» 
9.3058»     log  CODSt.  =  8^6766 

8.0108» 


9.7576» 

log  sin  p'. 

=  9.599t 

9.8568» 

log  sin  © 

.  8.3643 

7.7484» 

•       •       •       *  • 

9.757« 

log  sin  q' 

=  9.8185 

9.8884 

log  sin  © 

=.  8.3648 

8.0474 

Die  Ausdrücke  für  die  Verbesserungen  werden  demnach 

cmd'Ja  =  —(9.7201)^0— (6.9575)^(log.br.ß) 
—(9.3568)  JB—{1.1\&\)J* 
J#  =  —(9.3058)^0— (8.O3O3)//0og.br.Ä) 
+(9.6861)^fl+(8.0474)^ 

wo  die  in  Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  der  Co- 
efficienten  sind. 

Im  Art.  12  wurde  für  diese  Zeit  mit  Uebergehung  der  übrigen 
Fehler  JO  =  +2*4  gefunden,  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  vor- 
stehenden Ausdrücke,  so  erhält  man 

cosd'Ja  =  -1*3,  Jd'  =  -0*5 

wie  a.  a.  0.  angegeben  ist. 


Zusatz  IV. 


51. 

Schon  vor  mehr  wie  40  Jahren  habe  ich  mir  Hülfstafeln  (Tür  die  Be- 
rechnung der  Parallaxe  eines  Planeten  oder  Cometen  in  grader  Aufstei- 
gung und  Abweichung  berechnet,  und  da  ich  der  Meinung  bin,  dass 
diese  nicht  ohne  Nutzen  angewandt  werden  können ,  so  will  ich  einen 
Auszug  davon  hier  mittheilen. 

Bezeichnet  man  mit  a  und  d  die  beobachtete  grade  Aufsteigung 
und  Abweichung  eines  Planeten  oder  Cometen,  mit  t  die  Sternzeit  die- 
ser Beobachtung,  und  mit  d  die  gleichzeitige  Entfernung  dieses  Gc- 
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stirns  von  der  Erde ;  femer  mil  <p  die  geocentrische  Breite ,  mit  p  den 
Erdhalbmesser  des  Beobachtungsorles ,  und  mit  n  die  Aequatorealhori- 
zontalparallaxo  der  Sonne,  dann  ist  filr  das  Gestirn  die 

Parallaxe  in  grader  Aufsteigung  =  sin  (r—a) 

Parallaxe  in  Abweichung  =  _^cdos«esinjcos(T--a)+-^i^cosd 

wo  die  Vorzeichen  so  gestellt  sind,  dass  man  die  Parallaxen  zu  den  be- 
obachteten Oerlern  addiren  muss ,  um  die  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde 
reducirten  zu  erhalten.  Setzt  man  nun 

T  =     cos  g>  sin  {t — «) 

T,  =  —  Tip  COS  (jp  COS  (t— Ct) 

T  =  tiq  sin  (p 

dann  wird  die 

Parallaxe  in  a  =  j£j 

Parallaxe  in  ö  =  ~d — +  — ^ — 

Die  Grössen  T  und  Tx  kann  man  filr  jede  Sternwarte  mit  sehr  wenig 
Mühe  in  eine  Tafel  mit  dem  Argument  Stunden  winkel  oderr — a  bringen, 
und  die  Tafel  filr  T  kann  auch  filr  T\  dienen ,  wenn  für  jede  der  beiden 
Parallaxen  ein  besonderes  Argument  angesetzt  wird,  auch  kann  man 
dieser  Tafel  für  jede  Sternwarte  den  Logarithmus  von  T'  beifilgen. 
Nach  diesen  Grundsätzen  ist  die  folgende  Tafel  ausgeführt,  und  dabei 

n  =  8"92 

gesetzt  worden.  Ich  habe  die  eine  Seite  der  Tafel  vollständig  ausge- 
führt, und  auf  der  anderen  blos  die  Argumente  angesetzt,  damit  man 
nach  Bedürfniss  die  Columnen  filr  die  Sternwarten  sich  ausfüllen  könne. 

Beispiel. 
Beobachtung  der  Egeria  in  Berlin. 

1850  Nov.24.6M7B,11'4m.Ortszeit.a  =  25M9'51"8,(y=+8050'10ff9. 
Die  Sternzeit  fand  ich  hieraus  =  22h  40m5 ,  folglich  Argument  der  Tafel 
s=20h  59m2;  die  Ephemeride  der  Egeria  für  dieses  Jahrgablogd  =  0,218. 
Hiemit  steht  die  Rechnung  wie  folgt  : 
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Par.  in  a   Par.  ja  9  

T  m  -3"86       ....      7*,  -  -8"84 
logT  =      0.587h  log  T,  *=      0.584»  log  T  m  0.848 

log  d  cos  J  ■     >.!<>  logsin<f  =     9.486  log  cos  3  =  »  995 

~lM74n  logd-_0im_  Q.H* 

9.SS1»  0.015 
_0"36 
+  4« 

Par.  in  a  m  -1"I7  Par.  m  J  =  +|"86 

Reducirte  Beobachtung, 
a  =  25°  1 9'  49"43 ,    d  =  H-8«  50'  1 4"76. 
Es  versteht  sich  von  selbst ,  dass  man  aus  dieser  Tafel  auch  die  Parall- 
axe der  Abweichung  im  Meridian  berechnen  kann. 
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Tafel  für  die  Parallaxen  in  «,  und  in  d.    Arg.  Sternzeit  — a. 


u«.  r  = 


Art;,  für  J 


10 
2Ü 
30 
40 

a  so 

7  0 
10 

20 
30 
40 

7  50 
•>  0 

10 

M 

ao 

40 

8  50 

9  0 
10 

20  i 
:»o  • 

W 
9  50  . 

10  0 

10  ; 

2«) 

30 

10 

n  :»o 

11  0 
10 

20  i 

30 

40 

11  50 

12  0 


IT  M 
40 
30 
20 
10 
17  u 
16  50 
40 
30 
20 
10 

16  0 
15  50 
40 

30 
20 
10 
15  0 
14  50 
40 
30 
20 
10 
I  1  o 
13  50 
40 
30 
20 

10 

13  0 
12  5)1 
40 
30 
20 
lo 

0 


12 


Arg.  für  « 
+ 


8,8808 


T  u.  T, 


WashiuRt.'  Berlin 

0,7458  0,8479 


T  u.  Tj    T  u.  T, 


Altona  1  SantiiKo'  Gotha 
0,6539  0,6892«  0,8385 


Tu  7", 


! 

12b  0u,l  Oh  0'" 
II   50  10 


40 

30 
20 


II  0 

10  50 

40 

30 

20 

10 
10  0 
9  50 

40 

30 

20 

10 

7  0  |  3 
S  50 

40 

30 

20 

10 

5  0  4 
7  50  | 

40 

30  ' 

20 

10 
7  0 
ti  50 

40 

30 

20 

10 

6  0 


20 
30 
4o 


10  |0  50 
I 


n 

10 
20 
30 
40 

1  50 

2  o 
lo 
20 
30 
40 

2  50 
0 
10 
20 
30 
40 
(  50 
o 

10 

20 
30 
lo 

4  50 

5  0 
10 
20 
30 
40 

5  50 

6  0 


o';ool 

2'!?2€ 

"HS 

1.29,^ 
1.79  " 


2,04 

2.2s 
2,52 
2.75 
2,08 
3.20 
3,42; 
3,03 
3,83 
4,02 
4,21 
4,30 
4,50 
4,72 
4,88 
5,03 
5,16 
5,29 
5,40 
5,51 
5,60 

5,68 

5,70 
5,S2 
5,87 
5,  III 
6,04 
5,00 
5,06 


25 
2  I 
2  l 
23 
23 
22 
22 
21 
20 
l'J 
10 
l  s 
17 
10 
16 

15 
13 
13 
11 
11 
9 


o;oo 

0,31 

0,01 

o,oi 
1,21 

1,51 
1,80 
2,00 
2,3S 
2,66 
2,04 
3,21 
3,48 
3,74 
3.09 
4,28 
4,47 
1.70 
4.92 
5, 1 3 
5,33 
5,52 
5,70 
5,88 
6,02 
0, 10 
0,30 
6,42 
6.53 
0,03 
6,71 

6,78 
0,s4 

6,89 
6,92 
6,94 
0,95 


31 

3U 
30 
3<J 
30 
2'J 
29 
29 
2s 
js 
27 
27 

26 

25 

|24 
23 
22 
21 
20 
19 
|s 
16 
16 
14 
1  I 
12 
1 1 
10 

s 

7 
G 
S 
3 
2 
l 


0,00 
0,24 
0,48 
0,72 
0,95 
1,18 
1,41 
I  1.64 

;  1,86 

I  2, os 
2,30 
">  51 

I  2)92  20 
3,12 

3,31 1 
3,50 
3,68 
3,85 
l.ol 

1,11 
1.32 
4,46 
1,59 
4,71 
1,82 
4,93, 
I  "»,o2 
5,11 
4.19 
5.26 
5,32 
5,36 
5,40 
5,42 
5.44 
5,44 


20 
19 
19 
18 
17 
16 
16 
15 
I  I 
13 
12 
I  I 
I  I 
9 
9 
S 

7 
8 

4 
4 

2 
2 
0 


o;oo 

0,23 
0,46 
0,69 
|  0,92 
l.l:. 
1,38 
1,60." 
l,82IZ 
2,04 
2.25 
2,46 
2,66 
2,  so 
3,05 
3,24 
3,42 
3,59 
3.76 
3,92 
1,07 
4,21 
4,35 
4,1s 
4,66 
4,71 
4,81 
4,90 
1.99 

5,06 
5,13 
5.1s 

5.23 
5,26 
5,29 
5.30 
5,31 


22 
21 
21 
20 
20 
19 
19 
is 
17 
I  7 
16 
15 
1  I 

!  I 

13 
112 
11 

1 11 

9 

9 
7 
7 
5 
5 
3 
3 
l 
1 


7'  u.  7-, 


o;oo 

0,33  g; 

9,65  ß* 
0,97  ti 
I  '29 

32 
31 
31 
30 
30 
29 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
24 


ru.  r, 


1,61 

1,93 

2.24 : 

2,55 

2,89 
3,15 

3,44 
3,73 
4.01 
4,2s 
1,54 
4,79 
5,03 
:-..27 


5  19  22 

:,'TI  20 
5,91  " 

Iß.lO 

Ii.  2s 

6,45 

6,8t 

6,75 

r,.ss 

7.00 

7.11 

7.20 

7.2s 

7.34 

7,39 

7,42 

7,14 

7.45 


o.'oo 

9.25  7 

M925 

0,08" 
1.22; 

1,70;^ 

2,16;:; 

2.38  g 
2.60  f* 
2,82  ; 

3.03  * 
3,23  2J 
3,43  * 


19 
l> 
17 

10 
14 
13 
12 
II 
9 
s 
0 
5 
3 
2 
I 


3,62 
3,80 
3,98 
4,15 
4,31 
4,46 
4,61 
4,75 
4,s7 
4.99 
5,10 
5,20 
5.29 
5,37 
5,44 
5,50 
5,55 
5,59 
5,61 
5,03 
5,03 


ix)«,  r 


Arg,  für  a 


Arg.  für  J 


1  *lh 
1  lU 

0U1 

2  1' 

On| 

Uli 

0" 

Jim 

1  wlt 
1  V 

1  IM 

IM' 

10 

2.» 

DU 

- 

3 

DU 

1 11 
1  '1 

•Ii  1 

.20 

40 

Iii 

*l»k 
IV* 

30 

'M\ 

3MI 

Mi 

Iii 
40 

Ol  1 

20 

Zw 

In 
411 

1  O 
1  - 

Kit 

Iii 
11) 

1  u 

1  9 

OU 

1  J 

U 

£0 

Ii 

u 

E 

<> 

A 

u 

1  u 

U 

1 11 
1 0 

00 
Li 

DO 

I 

4 

5l) 

1  ik 

Oll 

Iii  1 
4U 

In 
•MI 

.tu 

'in 

"In 
•III 

'ti  k 

III 
1U 

Oll 

•Iii 

In 
J'l 

I  •> 

«)tl 

1 11 
IU 

Iii 
1  II 

ittf 

1 1 

0 

22 

0 

4 

0 

20 

0 

1  II 

1 0 

21 

& 

Kit 

1  ii 
10 

20 

III 

40 

20 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

4(1 

14 

50 

In 

10 

20 

50 

15 

9 

21 

0 

3 

0 

21 

(1 

lo 

20 

Mi 

2 

50 

III 

20 

40 

40 

20 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

40 

15 

50 

lo 

10 

21 

50 

16 

0 

20 

0 

2 

0 

22 

0 

10 

19 

50 

1 

50 

10 

20 

46 

40 

20 

3t» 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

40 

16 

50 

lo 

lo 

22 

50 

17 

0 

19 

0 

1 

0 

23 

0 

10 

ls 

;.u 

u 

50 

10 

20 

40 

40 

20 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

2o 

40 

17 

50 

lo 

10 

23 

50 

ls 

0 

18 

0 

0 

24 

0 

Par.  in  a  = 


d  coa  <3 


Par.  in  6  = 


T,  sin  J       V  cos  J 


Wenn  das  Argument  sich  auf  der  linken  Seite  der  Tafel  befindet,  so  sind  T  und  '/',  positiv. 
Wenn  das  Argument  sich  auf  der  rechten  Seite  der  Tafel  befindet,  so  sind  T  und  Tt  negativ. 
Dieses  soll  durch  die  oben  stehenden       und  —Zeichen  angedeutet  werden. 


Abh.ndl.  d.  K.  S.  Crtellwh.  d.  WUicuirh.  XIII. 
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Tafel  für  die  Parallaxen  in  « ,  und  in  d.    Arg.  Sternzeit  —  «. 


Log.  r  — 

ru.  r, 

ru.  r, 

Tu.  r, 

T  u. 

T. 
M 

t  u.  r, 

T  u.  7", 

=  Log.  r 

Arg.  für  S 
+ 

Arg.  für  « 
+ 

Arg.  für« 

Arg. 

6h  0m 

18h  0m 

12h  om 

Qh  0"' 

12h  Qm 

24h  Om 

ßh  Om 

10 

17  50 

11  50 

10 

10 

23  50 

JE  CA 

1  Ii 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

JA 

40 

ZK) 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

Iii 

30 

•tu 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

AA 

M 

141 
4tl 

6  M 

10 

Kl 

0  50 

1 

12  50 

10 

10 

7  0 

17  0 

11  0 

1  0 

13  0 

23  0 

C  A 
0  0 

IQ  A 

IS  u 

10 

16  50 

10  50 

10 

10 

22  50 

4  DO 

1 1  i 

1  u 

21» 

40 

40 

20 

20 

40 

4  Jl 

40 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

'in 
.10 

'Iii 

40 

20 

20 

10 

40 

20 

Olk 

20 

Ali 
4U 

7  50 

10 

10 

1  50 

13  50 

10 

I   8  0 

16  0 

(  10  0 

2  0 

14  0 

22  0 

\  A 

4  0 

•>ii  ik 

10 

15  50 

9  50 

10 

10 

21  50 

t     c.  A 

II» 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

A  n 
40 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

In 

•Iii 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

1   8  50 

lu 

10 

2  50 

14  50 

10 

10 

20  50 

9  0 

15    0  ! 

9  0 

3  o 

15  0 

21  0 

3  0 

21  0 

10 

14  50 

8  50 

10 

10 

20  50 

2  50 

10 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

30 

30  , 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

9  r.o 

10 

10 

3  50 

15  50 

10 

10 

21  50 

10  0 

14  0 

8  0 

1  0 

Iß  0 

20  0 

2  0 

22  0 

10 

13  50 

7  50 

10 

10 

19  50 

1  50 

10 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

.40 

20 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

10  50 

10 

10 

4  50 

ii;  50 

10 

10 

22  50 

II  0 

13  0 

7  0 

5  o 

17  0 

19  0 

1  0 

23  0 

10 

12  50 

G  50 

10 

10 

18  50 

0  50 

10 

20 

40 

40 

20 

20 

40 

40 

20 

30 

30 

30 

;5o 

30 

30 

30 

30 

40 

20 

20 

10 

40 

20 

20 

40 

II  50 

10 

10 

5  50 

17  50 

10 

10 

23  50 

12  0 

12  0 

|  G  0 

G  0 

18  0 

18  0 

0  0 

24  0 

Google 
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Hülfstafel  um  die  Kalendertage  in  Jahrestage,  und  Stunden,  Minulen  und  Secunden 

in  Theile  des  Tages  zu  verwandeln. 


Gem. 
Jahr 

Schalt- 
jahr 

minui. 

Theilo  des 
Tages 

M 1  II  U  l . 

Theile  des 
Tages 

See. 

, 

i 

Theile  des 
Tages 

öCC. 

Theile  des 
Tages 

 ^ 

:  

Jan.  0 

0 

—  1 

1 

0,00069 

31 

0,02153 

1 

0,00001 

31 

0,00036 

Febr.  0 

31 

30 

2 

0,00139 
0,00208 
0,00278 

32 

0,02222 

2 

0,00002 

32 

0,00037 

May/.  0 

59 

59 

3 

33 

0,02292 
0,02361 

3 

0,00003 

33 

0,00038 

April  0 

90 

90 

4 

34 

4 

0,00005 

34 

0,00039 

Mai  0 

120 

120 

5 

0,00347 

35 

0,02431 

5 

0,00006 

35 

0,00041 

Juni  0 

151 

151 

Juli  0 

181 

181 

6 

0,00417 

36 

0,02500 

6 

0,00007 

36 

0,00042 

Aug.  0 

212 

212 

7 

0,00486 

:s7 

0,02569 

1 

0,00008 

37 

0,00043 

Sept.  0 

243 

243 

8 

0,110556 

38 

0,02639 

8 

0,00009 

HS 

0,00044 

Ott.  0 

273 

273 

9 

0,00625 
0,00694 

39 

0,02708 
0,02778 

9 

0,00010 
0,00012 

39 

0,00045 

Nov.  0 

304 

304 

10 

40 

10 

40 

0,00046 

Dec.  0 

334 

334 

II 

0,00764 

41 

0,02847 

11 

0,00013 

41 

0,00047 

12 

0,00833 

42 

0,02917 

12 

0,00014 

42 

0,00049 

13 

0,00903 

43 

0,02986 

13 

0,00015 

43 

0,0005(1 

OlUIlUCl 

TlioiJe  des 

14 

0,00972 

44 

0,03056 

14 

0,00016 

44 

0,00051 

Tages 

15 

0,01042 

45 

0,03125 

15 

0,00017 

45 

0,00052 

— 

16 

0,01111 

46 

0,03194 

16 

0,00019 

46 

0.00053 

1 

0,04167 

17 

0,01181 

47 

0,03264 

17 

0,00020 

47 

0,00054 

2 

0,08333 

18 

0,01250 

48 

0,03333 

18 

0,00021 

48 

0,00056 

3 

0,12500 

19 

0,01319 
0,01389 

49 

0,03403 
0,03472 

19 

0  00022 

49 

0  00057 

4 

0,10667 

20 

50 

20 

0,00023 

50 

0  00058 

5 

0,20833 

6 

0,25000 

21 

0,01458 

51 

0,03542 

21 

0,00021 

51 

0,00059 

7 

0,29167 

22 

0,01528 
0,01597 

52 

0,03611 
0,03681 

22 

0,00025 

52 

0,00060 

8 

0,33333 

23 

53 

23 

0,00027 

!  53 

0.00061 

9 

0,37500 

24 

0,01667 

54 

0,03750 

24 

0,00028 

54 

0,00062 

10 

0,41667 

25 

0,01736 

55 

0,03819 

25 

0,00029 

55 

0,00064 

11 

0,45833 

12 

0,50000 

2fi 

0,(1 1806 

56 

0,03889 

26 

0,00030 

56 

0,00065 

13 

o(: 

»4167 

27 

0,01875 

57 

0,03958 

27 

0,00031 

57 

0,00066 

14 

0.58333 

28 

0,01944 

58 

0,04028 

28 

0,00032 

58 

0.00067 

15 

0,62500 

38 

0,02014 

59 

0.04(107 

29 

0,00034 

59 

0,00068 

16 

0,66067 

30 

0,02083 

60 

0,04167 

30 

0,00035 

60 

0,00069 

17 
18 

0,70833 
0,75000 

Ii) 

o," 

9167 

20 

0,83333 

21 

0,87500 

22 

0,91667 

23 

0.95S33 

24 

1 ,00000 
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janr 

Arg.« 

A 

B 

C 

D 

2 

3 

4 

■—  J 

5 

6 

1850 

234,196 

m*  35  ;i 

274' 

7J9 

39« 

56' 

148°  19' 

254 

54 

319 

i1-"  -  

69,394 

  — r 

260,211 

51 

330,847 

59 

14  i 

300 

27,8 

62 

16 

178 
i  n 

39 

337 

73 

2 

132,349 

264,651 

52  B 

27  763 

145 
i  i  - 

47  6 

326 

52,0 

84 

40 

900 

A 
■* 

90 

92 

RS 

IQ^  47*» 

9fiQ  101 

53 

124,415 

225 

47,0 

353 

11,9 

107 

0 

239 

23 

104 

III 

168 

258,429 

273,513 

54 

221,066 

308 

46,4 

19 

31,8 

129 

20 

269 

43 

187 

131 

251 

321,383 

277,983 

55 

317,717 

O  1 

A~.  a 

45  51,7 

151 

41 

100 

1 

270 

150 

334 

384,337 

282,423 

56  B 

14,633 

114 

72  15,9 

174 

5 

'110 

97 

354 

169 

18 

47,464 

286,875 

57 

111,285 

litt 

58  3 

98  35,8 

196 

25 

47 

37 

188 

101 

110  11') 

291  315 

58 

207^936 

280 

57,8 

124 

55,7 

218 

45 

31 

6 

121 

208 

184 

173,374 

295,755 

59 

304,587 

3 

57,2 

151 

15,6 

241 

5 

61 

26 

204 

227 

267 

236,327 

300,194 

1860  B 

1,503 

87 

10  3 

177 

39,8 

263 

29 

91 

vi 

288 

246 

350 

249,454 

304,645 

61 

98,155 

1 70 

1  tu 

203 

59,7 

285 

49 

199 

1 II 

371 

265 

33 

362,409 

309,065 

62 

r<i  so6 

253 

0  2 

230 

19,6 

308 

9 

StA 

=»4 

984 

i  in 

9"»  1K4 

111  594 

63 

291,457 

336 

8,6 

256 

39,5 

330 

29 

182 

50 

138 

304 

199 

88,317 

317,964 

64  B 

388,373 

59 

21,7 

283 

3,7 

352 

56 

213 

14 

221 

323 

283 

151,444 

322,416 

65 

85,025 

Ii? 

309 

23,7 

15 

13 

243 

dl 

304 

342 

366 

214,399 

326.855 

66 

181,676 

225 

335 

43,6 

37 

34 

273 

53 

388 

361 

49 

277,393 

331,294 

67 

278,367 

308 

20  0 

iO|V 

2 

3,5 

59 

54 

104 

13 

71 

181 

112 

';  l|  i  *4fiti 

IIS  711 
MV,  t  OO 

68  B 

375,143 

31 

33,1 

28 

27,7 

82 

18 

334 

38 

155 

0 

215 

3,435  ' 

340,165 

69 

71,894 

114 

32,6 

54 

47,6 

104 

38 

4 

57 

238 

19 

298 

66,390 

344,624 

1870 

168,546 

197 

32  0 

81 

7,5 

126 

58 

15 

17 

321 

38 

361 

129,344 

349,063 

71 

1  265,197 

280 

31  5 

107 

27,5 

149 

18 

R5 

17 

5 

58 

64 

192,299 

353,502 

72  B 

362  1 1 3 

9 

44  6 

133 

51,7 

171 

42 

96 

88 

148 

255  426 

357  953 

73 

58,764 

86 

44,0 

160 

11,6 

194 

2 

126 

21 

171 

96 

231 

318,380 

362!  393 

74 

155,416 

169 

43,5 

186 

31,5 

216 

22 

156 

40 

255 

115 

314 

381,334 

366,832 

75 

252,067 

252 

43  0 

212  51,5 

238 

43 

187 

o 

V 

338 

134 

397 

44,289 

371,270 

76  B 

348,983 

239 

15,7 

261 

7 

917 
Ali 

25 

22 

154 

80 

107,416 

375,721 

j  j 

45  634 

265 

35,6 

283 

27 

947 

44 

105 

I  VW 

1  73 

163 

170  371 

360  160 

78  | 

142,286 

141 

55,1 

291 

55,6 

305 

47 

278 

4 

188 

192 

247 

233,326 

384,598 

79 

238,937 

224 

54,5 

318 

15,5 

328 

7 

308 

23 

272 

211 

330 

296,281 

389,037 

1880  B 

335,853 

10R 

7  7 

344 

39,8 

350 

31 

338 

48 

355 

231 

13 

359,408 

393,488 

81 

32,504 

ul 

7  9 

10 

59,7 

12 

52 

q 

& 

o 

39 

250 

96 

22,362 

397,927 

8*2 

129  156 

J  I  *4 

Ii  R 

U,lf 

37 

19,6 

35 

12 

3<1 

27 

122 

269 

179 

85,317 

2,365 

83 

225,807 

107 

H  1 

0,1 

63 

39,6 

57 

32 

Vi 

47 

205 

288 

262 

148,271 

8,804 

84  B 

322,723 

280 

19,3 

90 

3,8 

79 

56 

100 

12 

289 

308 

345 

211,398 

11.254 

85 

19,374 

3 

18,8 

116 

23,8 

102 

16 

130 

31 

372 

327 

29 

274,353 

15,693 

86 

116,026 

86 

18,3 

142 

43,7 

1 94 
i  -  1 

17 

160 

51 

55 

346 

112 

337,308 

20,132 

87 

212,677 

169 

17,6 

169 

3,7 

146 

57 

191 

10 

139 

365 

195 

0,263 

24,570 

8s  B 

209,593 

252 

30,9 

195 

27,9 

169 

21 

221 

35 

222 

385 

278 

63,390 

29,021 

£  *>  4  1 

335 

30,4 

221 

47,9 

191 

41 

251 

55 

A 
** 

IKt 

19H  141 

1890 

102,896 

58 

29,9 

248 

7,8 

214 

1 

282 

14 

3*9 

23 

44 

169,300 

37,897 

91  j 

199,547 

141 

29,4 

274 

27,8 

236 

22 

312 

34 

72 

42 

127 

252,254 

42,335 

92  B 

296,463 

224 

42,6 

300 

52,0 

258 

46 

342 

58 

156 

62 

211 

315,382 

46,785 

«3 

393,114 

307 

42,1 

327 

12,0 

281 

6 

13 

18 

239 

81 

294 

378,337 

51,223 

94 

89,765 

30 

41,6 

353  31,9 

303 

26 

43 

38 

323 

100 

377 

41,291 

55,661 

95 

186,417 

113 

41,1 

19 

51,9 

325 

46 

73 

57 

6 

119 

60 

104,247 

60,099 

96  B 

283,333 

196 

54,3 

46 

16,2 

348 

10 

104 

22 

89 

138 

143 

167,374 

64,550 

97 

379,981 

279 

53,8 

72 

36,1 

10 

Hl 

134 

41 

173 

158 

226 

230,329 

68,986 

98 

76,635 

2 

53,3 

98 

56,1 

32 

51 

165 

1 

256 

177 

309 

293,284 

73,426 

99 

173,287 

85 

52,8 

125 

16,0 

55 

11 

195 

21 

339 

196 

392 

356,239 

77,864 

1900 

269,938 

168 

52,3 

151 

36,0 

77 

32 

225 

40 

23 

215 

75 

19,193 

62,302 
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Tafel  1 .    Epochen  der  Störungsargumente.  Schluss. 

Anm.  Dio  mit  römischen  Zahlen  bezeichneten,  während  Eines  Umlaufs  dor  Egeria,  constanten  Argumente  reichen  ins 
vorhergehende  Jahr  hinein,  und  wechseln,  wenn  das  Arg.  1  von  399,999  in  0  übergeht. 


Jahr 

7 

8 

( 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

1850 
51 

52  B 

53 
54 

27,7 

27  7 
i 

27,8 
27,7 
27,7 

59,38 
64,75 
70,13 
75,50 
S0.S7 

0 

0,999 
2,001 
3,001 
4,000 

0 

0,0001 

0, 0004 
0,0009 
0,0016 

36,13 
31,72 

28,17 
14,68 

14,08 
7,34 

31,69 
16,51 

19,61 
3,75 

12,13 
19,72 

6,06 
27,86 

17,29 
3,91 

2,50 

6,68 

55 
50  B 

57 
58 
59 

27,7 
27,8 
27,7 
27,7 
27,7 

86,24 
91,62 
96,99 
2,36 
7,73 

4,999 
6,001 
7,001 
8,000 
8,999 

0,0025 
0,0036 
0,0049 
0,0064 
0,0081 

27,31 

1  20 

0  60 

1  33 

23,90 

27,31 

13,66 

8,53 

10,86 

1860  B 
61 

62 
63 

64  B 

27,8 
27  7 
27,7 
27,7 
27,8 

13,11 
18,48 
23^4 
29,21 
34,60 

10,001 
11,001 
12',  000 
12,999 
14,001 

0,0100 
0,0121 
0,0144 
0,0169 
0,0196 

22,90 

35,72 

41,86 

22,15 

8,04 

34,90 

35,45 

13,16 

3,05 

65  j 
67 

68  B 

69 

27,8 
21  7 
27,7 
27,8 
27,8 

39,96 
45,33 
50,70 
56,08 
61,45 

15,001 
16,000 
16 1099 
18,001 
19,001 

0,0225 
0,0256 
0,0289 
0,0324 
0,0361 

18,49 
14,08 

22,24 
8,76 

35,12 

■ 

28,38 

6,97 
27,79 

28,18 
12,32 

6,49 
14,08 

21,25 
7,04 

17,76 
4,40 

7,23 
11,42 

1870 
71 

72  B 

73 

71 

27,7 
27  7 
27,8 
27,8 
27,7 

66,82 
72,19 
77^57 
82,94 
88,31 

20,000 
20,999 
22,001 
23,001 
24,000 

0,0400 
0,0411 
o|o464 
0,0529 
0,0576 

9,67 

43,27 

21,64 

12,61 

32,46 

21,67 

28,84 

9,02 

3,60 

75 

76  B 

77 
78 
79 

27,7 
27  8 
27,8 
27,7 
27,7 

93,68 
99,06 
4,43 
9,80 
15,17 

24,999 
26,001 
27,001 
28,000 
28,999 

0,0625 
0,0676 
0,0729 
0,0784 
0,0841 

5,27 

29,79 

14,90 

33,43 

16,61 

29,27 

14,64 

13,64 

7,78 

18*0  B 
M 

82 
83 
84  B 

27,8 
27, S 
27^7 
27,7 
27,8 

20,55 
25,92 
31  ^29 
36,65 
12,04 

30,001 
31,001 
32,000 
32,999 
34,001 

0,0900 
0  0961 
0,1021 
0,1089 
0,1156 

0  86 

16,31 

8,16 

18,25 

0,75 

0,86 

0,43 

0,27 

11,97 

85 
86 
87 

88  B 

89 

27,8 
27,7 
27,7 
27  8 
27,8 

47,11 

52,77 
5S,14 
63  53 
68,' S9 

35,001 
36,000 
36,999 
38,001 
39,'o0l 

0,1225 
0,1296 
0,1369 
0  1444 
o',1521 

44,45 
40,04 

2,83 
37,35 

1,41 
42,67 

3,07 
23,89 

20,69 
5,03 

8,45 
16,04 

22,23 
8,02 

4,89 
9,51 

4,15 
8,34 

1890 
91 

92  />' 

89 

IM 

27,8 
27,7 
27,8 
27,8 
27,8 

74,26 
79,63 
85,01 
90,38 
95,75 

40,000 
40,999 
42,001 
13,001 
44,008 

0,1600 
0,1681 
0,1764 
0,1849 
0,1936 

35,63 

23,86 

35,93 

8,71 

25,17 

23,63 

29,82 

14,13 

0,52 

95 
96  B 
97 
98 
99 
1900 

27,7 
27,8 
27,8 
27,8 
27,7 

«, 

1,12 
6,50 
11,87 
17,24 
22,61 
27,96 

44,999 
46,001 
47,001 
48,000 
48,999 
49,999 

0,2025 
0,2116 
0,2209 
0,2304 
0,2401 
0,2500 

31,22 

10,38 

29,19 

29,53 

9,32 

31,22 

15,62 

0,75 

4,70 
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Tafel  2.   Bewegungen  der  Störungsargumente. 


Tage 

— 

1 

A 

1 

C 

D 

2 

3 



4 

5 



6 

7 

L= 

8 

1 

IM 

26,460 

22»  44,*24 

7*  12, '86 

6*  7, '2 

8* 

1  18,'5 

23 

p= 
23 

17,248 

===== 
1,216 

27  4 

1,47 

p-  

0,274 

200 

52,960 

45 

28,48 

14  25,71 

12  14  4 

16 

37,1 

46 

ii 

46 

34,496 
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Jährt. 

1    log  f 

Jahrl. 

JHhrl. 

D. 

Jahrl. 

Arg. 

P 

D. 

Aend. 

D. 

Aend. 

Arg. 

P 

D. 

Aend. 

logp 

Aend. 

200 

l*  24 :i 

5.4 
5,5 
5,6 
5,6 

4-0  .'3 16 

1  4,30056 

26 
21 
17 
13 

+1,29 

300 

2«  44 19 

»,1 
5.3 
5.4 
5,5 

-r-0,*282 

4,32270 

34 

29 
25 
20 

+0,90 

91)*) 

ZW  Z 

911  1 
ZU4 

29,5 
35,0 

U.ol  0 
Ii  1 1 .4 

U,  J14 

AlA 

1  lllfljhd 

1,31 

1  '14 
1 ,  Ol 

1A9 
OUZ 

QA1 
."14 

39,8 
34,5 

A  9fl*( 
U.Z&4 

MM 

in 

0,H9 

• 1 . 

-Mm'. 
ZUT) 

ZUB 

40,ö 
46,2 

Alto 
U,J1  J 

A  '11t 

u,  Jl  1 

A  40(1Ü9 

1  11 

1  ,  OA 

1  '11 

1,34 

IAO 

<>0h 

29, 1 
23,6 

0,286 

Q  IL  Q 
JOB 

17S 
O  IO 

0  v" 

5,7 

S 

5,6 

16 

210 

Ol,» 

5,7 

0,310 

971 

1,35 

310 

16a 

5,7 
5,7 
5,7 
5,7 

0,287 

394 

12 
7 

0.S5 

212 

J 

57,6 

0,308 

968 

3 
1 

1,36 

312 

12,3 

0,289 

406 

0,84 

-Mi 

i 

3.4 

5,8 
5,7 
5,7 

A  1A7 
U,  JU4 

nun 

f    *J  1 

i,ai 

ol  4 

6,6 

A  OC1A 

411 

4  1.1 

216 
91  k. 

9,1 
14,8 

0,305 

A  IAA 

974 

AC  A 

5 

10 

1,38 

1  1A 

1,3* 

316 

1 

A  A 

0,9 
55,2 

0,291 

A  OOO 

416 

414 

3 
2 

o,s:i 

II,?. 

5,7 

14 

5,7 

6 

220 

999 
zzz 

zz4 

22« 
228 

20,5 
26,1 

1  1  C 
.»1,0 

37,0 
42,2 

5,6 
5,5 
5,4 
5,2 

0,302 
0,300 

A  4AG 

0,  z98 
0,297 
0,295 

4,29998 

A   '1  All  1  C 
A1A 

039 
066 
098 

18 
23 
27 
32 

1,39 
1,39 

1  IQ 

1,39 
1,39 
1,38 

320 

199 
oZZ 

14  1 

Jz4 
326 
328 

49,5 
43,8 

IS  *> 

',  4  ^ 

JZ.7 
27.3 

5,6 
5,5 
5,4 

0,294 
0,295 

A  407 

0,298 
0,300 

408 

1Q7 
J»  1 

Ifi  4 

360 

335 

11 

16 
21 
25 

0,S2 

VI»  ~i 
U,^l 

Ml 
0,81 

5.1 

36 

5,3 

30 

OQA 

47,3 

4,9 
4,8 
4,5 
4,3 

4,0 

A  OQ1 

iii 

1  .14 

39 
43 
47 
50 

54 

1,38 

22,0 

5,1 
5,0 
4.8 
4,6 

4,3 

0,302 

Bjik 

OilO 

34 

29 
43 
47 

51 

0  sl 

Aüi 

52,2 

II  4Q4 

1  71 

1  17 

119 
OOA 

10,9 

1  1  Cl 

1  1 ,11 

1  I 

',1 

2,5 

0,303 

A  '4A  4 

0,305 
0,307 

971 
Z  1  1 

0  Sl 

4*1 1 

236 
238 

■> 

i 

q 
■  > 

0 1  |V 

l,o 

5,8 

A  •)  AA 

U,  iav 

0,269 
0,287 

4  1 12 

zl« 

263 
313 

1  117 

|  1,37 
1,36 
1,35 

1 

*I1  4 

.1J4 
336 
336 

! 

414 

lol 
189 
142 

u.'si 

0,» 
U,«'J 

240 

9i9 
z*z 

9,8 
13,5 

3,7 
3,5 
3,2 
2,9 

0,286 

U,ZBO 

367 

i91 

56 
59 
G2 
64 

1,34 

i  Ii 
j  ,«>«) 

340 

144 
04  Z 

Q 

58,2 
54,2 

4,0 

0,308 

A  IAO 
U,OU» 

091 

54 

58 
61 
65 

O.M 
0,83 

Z44 

1  7  A 

Ik  4C4 
U,ZB4 

4W4 
4BZ 

1  19 

IAA 
.,44 

3,tt 
3,5 
3,2 

A  IIA 

II,  OlV 

o!*«4 

246 

9JS 

ZV,  l 
23,1 

0,283 

II  989 
U.ZBZ 

544 

UUB 

1,31 

1  1A 
1  ,OV 

346 

liS 

4 1*  Ik 

4u,y 
43,7 

0,312 
n  in 

918 

tili 
900 

0,85 
0,8t 

2,6 

66 

2,9 

67 

250 

9"i9 
Z«JZ 

4lv  1 
Z04 

256 

ZD.  i 

'■'  i\  Ii 
'J  1  i? 

32,9 

2.3 
2.0 
1.6 
1,3 

0,281 
n  9kA 

U,  Z  <W 

0,279 

674 

7J9 
MX 

C 1 4 
M  Z 

883 

68 
70 
71 
72 

1,29 

1  97 

1  412 

1  ,zb 
1,24 
1,23 

350 

119 
III 

.104 
356 

Iii  w 
Wj  B 

*4C  'l 

oo,o 

•t£  1 
oDp  1 

32,7 

2,5 
2,2 
1,9 

0,314 
0,315 

A  '*  1  A 

0,317 
0,318 

786 

71K 
110 

«44 

569 

70 
72 
75 
76 

u>« 

258 

0,278 

4,30955 

358 

1,5 

493 

0,91 

0,9 

74 

1,1 

78 

0,93 
0  94 
0,96 
0,9> 
0,99 

9fiO 
ZDU 

9fi9 
ZDZ 

AIS« 

ZÜ4 

266 

ZOB 

9.1  ^ 

o4,4 
J4,7 
34,6 
34,1 

0,6 
0.3 
0,1 
0,5 

a  97fi 

U,  Z  I B 

(1  977 

A  477 
U,  Z  1  / 

0,276 

A  97A 
U,  Z<Ö 

i  11A9A 

1  AI 
Ivo 

t  TC 
1  ,8 

252 

14»; 
OZO 

74 
75 
74 
74 

1  41 

1,21 

1  9A 
1 ,  ZU 

1   1  B 
1 , 1  9 

1,17 
i  11 

1,10 

IßA 

1K9 
OOZ 

IK  1 

366 

«JOS 

.11  ,o 

J0,o 
30,7 
31,2 

0,7 
0.3 
(M 
0,5 

A  11U 

a  I4n 

Ii  44A 

(I,.»z0 
0,321 

A  141 

i  1  r, 

f  10 

OoO 

4 1 T 

177 
j  1 1 1  ■ 

79 
79 
SO 
80 

0,8 

73 

79 

1,01 
l.W 

97ll 

979 
Z  1  £ 

33,3 
32.2 

1,1 
1,5 
1.8 
2,1 

A  97A 
U,  l  <0 

II  4"U 
U,Z  ID 

lOA 

ovo 

171 
4  I  1 

72 
72 
70 
69 

i,i.» 
1,10 

ITA 
0  I  U 

179 
oll 

32,1 
33,4 

1,3 
1,7 
2,0 
2,5 

A  144 
Q,Oil 

A  144 

1      4    1  1  A  1  G 

4, .1101? 

A  1AA1A 

4,30939 

79 

78 
76 
75 

274 

276 
278 

30,7 
28,9 
26,8 

0,276 
0,276 
0,276 

543 
613 

682 

1,10 
1,08 
1,06 

374 

37« 
378 

35,1 
37,1 
39,6 

0,322 
0,322 
0,322 

861 
785 
710 

1.05 
1,6! 
1,09 

2.5 

67 

2,8 

73 

l.H 
1,0 
1,1« 

280 
282 
284 

24,3 
21,5 
18,5 

2,8 
3,0 
3,3 

0,276 
0,276 
0,277 

749 
^11 

876 

G5 
62 
60 
57 

1,04 
1,02 
1,01 

380 
382 
3S4 

42,4 
45,6 
49,2 

3,2 
3,6 
3,9 
4,2 

0,322 
0,322 
0,322 

637 
566 
499 

71 
67 
64 

59 

286 

15,2 

0,277 

936 

(1,99 

366 

53,1 

0,322 

435 

1,1* 

288 

11,6 

3,6 

0,278 

4,31993 

0,98 

388 

0 

57,3 

0,321 

37« 

1.0 

3,9 

55 

4,5 

56 

1,2« 
1,22 
1,24 
1,2* 
1,2S 
4-1.29 

290 
292 

3 

7,7 
3,6 

4,1 
4,4 
4,6 
4,8 
4,9 

0,278 
0,279 

4,32048 
099 

51 
4S 
45 
41 

37 

0,96 
0,;.;, 

390 
392 

1 

1,8 
6,6 

4,8 
5,0 

0,321 
0,320 

320  i 
268 

52 
48 
43 
38 
33 

294 

2 

59,2 

0,279 

147 

0,94 

394 

11,6 

0,319 

220 

296 

54,6 

0,280 

192 

0,93 

396 

16,9 

5,3 
5,5 
5,6 

0,318 

177 

298 

49,8 

0,281  1 

233 

0,91 
-f-0,90 

398 

22,4 

0,317 

139 

300 

2 

44,9 

+0,282 

4,32270 

400 

1 

28,0 

+0,316 

4,30106 

Digitized  by  Google 


Tafeln  der  Egebia. 


493 


Störungen  der  mittleren  Anomalie. 


Tafel  5.  Arg.  <  Form  der  Ungleichheit:  p  sin  (P  -»-  B) 
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Tafel  5.    Schluss.  Arg.  4  Form  der  Ungleichheit :  p  sin  {P  +  B) 


mtii-i 
jaiin. 

.M  II  [  1 

liihrl 

logp 

D. 

Jährl. 

Arg. 

P 

D. 

Aend. 

logp 

D. 

Aend. 

Arg. 

P 

D. 

Aend. 

Aeud. 

200 

224»  39,'5 

10,4 
10  3 
10  4 
10,3 

 ,  

+0;249 



3,85330 

—0,83 

300 

220' 

8,'3 



2,4 
2,6 
2,9 
3,0 

-f-O^OO 

3,84736 

72 

<1  TT 

202 

29,1 

0,247 

330 

0 
1 

2 
2 

0,86 

302 

10,7 

0,396 

664 

77 
Sl 
66 

2,81 

204 

18.8 

0,245 

331 

0,69 

304 

13,3 

0,402 

587 

•1    Cr  £ 

l,  ob 

206 

224 

8.4 

0,243 

332 

0,91 

306 

16,2 

0,408 

506 

2,93 

208 

223 

58,1 

0,242 

334 

0,94 

308 

19,2 

0,414 

420 

10,2 

3 

3,3 

• 

90 

210 

47,9 

10.1 
10,2 
10,0 

9.6 

0,241 

337 

3 

0,97 

310 

22,5 

3,6 
3^8 
4,0 
4,2 

0,420 

330 

94 
99 
103 
107 

2,9  t 

212 

37,8 

0,240 

340 

1,00 

312 

26,1 

0,426 

236 

3,01 

214 

27,6 

0,239 

343 

3 

1,02 

314 

29,9 

0,432 

137 

3,05 

210 

17,6 

0,239 

347 

4 
■t 

1,05 

316 

33,9 

0,438 

3,84034 

3,09 

218 

223 

7,8 

0,239 

351 

1,08 

318 

38,1 

0,444 

3,8392 1 

3,13 

9,7 

5 

4,3 

111 

220 

222 

58,1 

9,6 
9  4 
9,2 
9  1 

0,239 

356 

1,12 

320 

42,4 

4,6 
4,7 
4,9 
5,0 

0,450 

816 

116 
121 
125 
126 

3,17 

222 
224 

49,5 
39,1 

0,239 
0,239 

362 
368 

6 
6 

1,15 
1,17 

322 
324 

47,0 
51,7 

0,456 
0,462 

700 
579 

3,23 

226 

29,9 

0,240 

374 

6 

1,20 
1,23 

326 

220 

56,6 

0,468 

454 

3,2< 

228 

20,8 

0,241 

380 

6 

328 

221 

1,6 

0,474 

326 

3,31 

6,9 

7 

5,1 

131 

130 

11,9 

0,242 

387 

1,26 

330 

6,7 

5,3 
5,4 
5,4 
5,5 

0,480 

195 

134 
13$ 
141 
144 

3,35 

232 

222 

3,2 

8." 
8,5 
8,2 
7.» 

0,244 

394 

7 

1,30 

332 

12,0 

0,486 

3,83061 

3,39 

234 

221 

54,7 

0,245 

401 

7 

1,33 

334 

17,4 

0,492 

3,82923 

3,40 

236 

46,5 

0,247 

407 

G 

1,37 

336 

22.8 

0,497 

782 

3,42 

238 

38,6 

0,249 

413 

8 

1,40 

338 

28,3 

0,502 

638 

3,44 

7,7 

5 

5,6 

147 

240 

30,9 

7,5 

0,552 

418 

5 

1,44 

340 

33,9 

5,5 
5,6 
5,5 
5,5 

0,506 

491 

149 

150 
152 
154 

3,46 

242 

23,4 

0,254 

423 

1,47 

342 

39,4 

0,511 

342 

3,4 1 

244 

16,2 

7.2 
•  *  * 

6,8 

6,6 

0,257 

427 

4 

1,50 

344 

45,0 

0,516 

192 

3,47 

246 

9,4 

0,260 

430 

3 

1,53 
1,57 

346 

50,5 
56,0 

0,521 

3,82040 

3,47 

248 

221 

2,8 

0,264 

433 

3 

348 

221 

0,524 

3,9188b 

3,46 

6,3 

2 

5,5 

154 

250 

220 

56,5 

6,0 

0,267 

435 

0 
1 
2 

1,60 

350 

222 

1,5 

5,4 
5,3 
5,4 
5,3 

0,528 

«■oft. 

732 

155 
155 
155 
154 

3,45 

252 

50,5 

0,271 

435 

1,64 

352 

6,9 

0,532 

577 

3,44 

254 

44,8 

5,7 
5,3 
5,0 

0,274 

434 

1,68 

354 

12,2 

0,536 

422 

3,43 

256 

39,5 

0,278 
0,282 

432 

1,72 

356 

17,6 

0,540 

267 

3,41 

258 

34,5 

428 

4 

1,75 

358 

22,9 

0,544 

3,811 13 

3,38 

4,7 

I 

5,2 

153 

260 

29,8 

4,3 
4,0 

3,7 
3,4 

0,287 

422 

8 
10 
11 
13 

1,79 

360 

28,1 

5,1 
4,9 
4,8 
4,7 

0,548 

3,90960 

151 
149 
146 
143 

3,35 

262 

25,5 

0,291 

414 

1,83 

362 

33,2 

0,551 

609 

3,32 

264 

21,5 

0,29"> 

404 

1,87 

364 

3\1 

0,554 

660 

3,29 

266 

17,8 

0,300 

393 

1,91 

366 

42,9 

0,557 

514 

3,25 

268 

14  4 

0,305 

380 

1,96 

368 

47,6 

0,560 

371 

3,21 

2,9 

IC, 

4,7 

140 

270 

11,5 

2,6 
2,2 
1,9 
1,6 

0,309 

364 

19 
22 
24 
27 

2,01 

370 

52,3 

4,6 

0,563 

231 

136 
131 
126 
120 

3,16 

272 

8,9 

0,314 

345 

2,06 

372 

222 

56,9 

0,565 

3,80095 

3,10 

274 

6,7 

0,310 

323 

2,11 

374 

223 

1,3 

4,4 

0,568 

3,79964 

3,05 

276 

4.8 

0,325 

299 

2,16 
2,21 

376 

5.5 

4,2 
4,1 

0,571 

838 

2,99 

278 

3,2 

0,330 

272 

378 

9,6 

0,573 

718 

2,92 

1,2 

30 

4.0 

114 

280 

2,0 

0,8 

0,5 
0.2 
0,2 

0,5 

0,335 

242 

34 
38 
41 
44 

49 

2,26 

390 

13,6 

3,9 
3,9 
3,8 
3,8 

3,6 

0,575 

604 

107 

99 
92 
85 

77 

2,85 

282 

1.2 

0,340 

208 

2,31 

382 

17,5 

0,577 

497 

2,78 

284 

0,7 

0,34  > 

170 

2,37 

384 

21,4 

0,579 

399 

2,70 

286 

0,5 

0,350 

129 

2,42 

396 

25,2 

0,580 

306 

2,62 

288 

0,7 

0,355 

085 

2,48 

388 

29,0 

0,581 

221 

2,54 

200 

1.2 

0,8 
1,1 
1,4 
1,8 
2,0 

0,360 

3,85036 

52 
56 
59 
6  1 
69 

2,53 

390 

32,6 

3,6 
3,6 
3,5 
3,5 
3,5 

0,583 

144 

68 
60 
52 
43 

33 

2,46 

292 

2,0 

0,366 

3,84984 

2,59 

392 

36,2 

0,584 

076 

2.37 

294 

3,1 

0,372 

928 

2,64 

394 

39,9 

0,585 

3,79016 

2,28 

29« 

4.5 

0,378 

869 

2,68 

396 

43,3 

0,585 

3,78964 

2.16 

298 

6,3 

0,384 

805 

2,73 

398 

46,8 

0,585 

|  3,78921 

2,06 

300 

220 

8,3 

+0,390 

3,94736 

—2,77 

400 

223 

50,3 

+0,585 

!  3,79898 

—  1,97 

Digitized  by  Google 


4  03] 


Tafeln  der  Egehia. 


495 


Tafel  6. 


Störungen  der  initiieren  Anomalie. 
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Tafel  8. 


Störungen  der  mittleren  Anomalie. 


Arg.  4 
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F.  A.  Ha.nsen, 


Störungen  der  mittleren  Anomalie. 


Tafel  9.  Arg.  i  Mit  t  zu  multiplicireo. 
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52 

70 
1,287 
1,303 
18 
32 

46 

59 
72 
84 
1,394 

1,403 
12 
20 
28 
35 

42 
47 
51 

55 
58 

60 
62 
63 
63 
63 
1,462 


D. 


20 
20 
20 
20 

20 

19 
17 
15 
12 


5 
1 
i 
7 

11 

13 
16 
17 
1« 

19 

19 
18 
19 
18 

18 

17 
16 
15 
14 

14 

13 
13 
12 
10 


6 
-1 
4 

3 


Arg. 

P 

n. 

logj» 

D. 

0 

151f6 

■ 

5,7 
5,9 
6,0 
6,2 

6,4 

1,183 

7  ' 
7 
1 
6 

8 

157,5 
163,4 

76 

16 

69 

24 

169,4 

63 

32 

175,6 

57 

4 

40 

182,0 

6.7 
7,0 
7.1 
7,0 

53 

2 

48 

188,7 

51 

1 
1 

56 

195,7 

52 

64 

202,8 

56 

7 

72 

209,8 

63 

7,6 

10 

80 

88 

216,8 
223,7 

6  9 
6,7 
6,6 
6,4 

6.1 

73 
85 

12 
13 
Ii 
IS 

n 

96 
104 

230,4 
237,0 

1,198 
1,213 

112 

243,4 

28 

120 

249,5 

6,0 
5,9 
5,7 

42 

i) 
Ii 
1 

128 

255,5 

55 

136 

261,4 

66 

144 

267,1 

75 

» 

152 

272,7 

5,6 
5,5 

83 

160 

278,2 

5.6 

5,7 

*  7 

**»  * 

5,8 

88 

j 

168 

283,8 

90 

176 

289,5 

90 

i 
< 

184 

295,2 

87 

192 

301,0 

81 

6,0 

s 

200 

307,0 

6,3 
6 
7,1 
7,5 

73 

ii 

14 

Ii 

208 

313,3 

62 

216 

319,9 

48 

224 

327,0 

31 

19 

232 

234,5 

1,212 

8,0 

2» 

240 
248 
256 

342,5 
351,1 
0,5 

8,6 
8,4 
10,0 
10,4 

1,192 
72 
52 

}0 

1  2*> 
Hl 
1! 

264 

10,5 

i  35 

272 

20,9 

1  20 

n.o 

i  .„ 

K 

280 

288 

31,9 
43,2 

11,3 

10 

06 

4 

1 

296 

54  *2 

11,0 
10,6 
10.1 

08 

l 

304 

64, 8 

15 

Ii 

31» 

74,9 

26 

9,6 

13 

320 

84,5 

8,9 
8,1 
7,5 
6,9 

39 

14 

328 

93,4 

53 

13 

336 
344 
352 

101,5 
109,0 
115,9 

;  S 

86 

II 
1 

6,6 

5 

360 

122,5 

6,2 

j  6,0 
!  5,8 
5,7 
5,6 

91 

3 

368 
376 
384 

118,1 
134,7 
140,5 

94 

95 
93 

\ 

~i 

4 

392 

146,2 

!  89 

« 

400 

151,8 
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Tafel  35. 


Störungen  der  dritten  Coordinate. 

Arg.  1  Form :  p  sin  [P+D) 


logp 


131V4 
133,5 
135,6 
138,2 
140,6 

143,1 
145,6 
148,3 
150,7 

153,2 

155,6 
157,9 
160,1 
162,1 
164,1 

165,8 
167,3 
168,6 

169  54' 

170  5(3 


171 
172 
173 
173 
174 


52 
1! 

12 
56 
23 


174  44 

174  59 


175 


- 
12 
II 


175  7 
174  59 
46 

31 

174  13 

173  52 
28 

173  2 
172  33 
172  2 

171  30 
170  56 
170  20 
169  43 
169  4 

168  23 
167  40 
166  57 
160  12 
165  26 
164  40 


2,1 
2,3 
2,4 
2,4 

2,5 

2,5 
2,6 

2,5 

2,4 

2,3  | 
2,2  1 
2,0 
2,0 

M 

1,5 
1,3 
1,3 
62 

56 

49 
41 
34 
27 

21 

15 
9 
4 
0 


8 
13 
15 
18 

21 

24 
26 
29 
31 

32 

34 
36 
37 
39 

II 

43 
43 
45 
46 
46 


1.04- 
40 

34 
29 
25 

23 
22 
23 
25 
29 

35 
41 
49 

58 
68 

78 
1,689 
1,700 
1,7116 

230 

342 
451 
564 
672 


879 
1,7977 
1,8070 
159 
242 

319 
391 
458 
518 
574 

624 
669 
710 
747 

779 

806 
828 
846 
858 
866 

870 
870 
865 
856 
841 
1,8822 


B 
S 
9 
10 

10 

I  1 
1  1 

12 
114 

112 

112 
I  in 
108 

105 

102 

WS 

93 
S9 
83 

77 

72 

67 
60 
56 

50 

45 
41 

37 
32 


12 
18 
12 

8 


9 
15 
1« 


100 


164»  40' 
163  53 


163 
162 
161 

160 
159 

158 
157 
157 

156 
155 
151 
153 
152 

151 
159 
149 
I  IS 
147 

146 
146 
145 
144 
143 


5 
15 


34 
43 
51 

58 
5 

11 
17 

22 
2  s 

33 

37 
41 

45 
49 

53 

57 
1 
Ii 
9 

12 


142,3 
141,4 
140,6 
139,8 
139,0 

138,2 
137,4 
136,7 
136.0 
135,4 

134.S 
134,2 
133,7 
133,3 
133,0 

133,9 

132.9 
133,0 
133,4 
134.0 

134*9 
136,0 
137,4 
139,2 
141,4 
144,0 


47 
4S 
50 
50 


51 

51 

52 
'53 

'  53 

54 

54 

55 
54 
55 

56 

56 
56 
56 
56 


log  p  I  D. 


56 

56 
55 
57 
57 

0,9 

0,9 

0,8 

6,8 
o,s 

0,S 
0,7 

0,7 
0,6 

0,6 

0,6 
0.5 
0.4 
0,3 

0,1 

n.i> 


1,8822 
799 ! 
772 
741 

705' 

663 
61" 

569 
516 

458 

395 
327 
256 

IM) 

099 

I.S014 

l,7924i 
s29 
730 
627 

519 
405 
287 
161 
1,7037 


23 
27 
31 
36 

42 

45 
49 

53 
58 

63 

es 

71 
76 
81 

85 

90 
95 
99 
103 

108 

114 
Iis 

123 
127 

14 


0,1 
0,4 

0,6 

0.9 

M 
1.4 

|I,8 

2,2 


1,690 
76 
51 
47 

32 

1,616 
1,599 
82 
63 
44 

25 
1,505 
1,484 
62 
49 

1,417 
1,393 
69 
43 
1,317 

1,291 
64 
38 
1,211 
1,186 
1,162 


14 

15 

'15 

16 

17 
17 

19 
19 

P 

20 

»I 

22 

l22 

\u 

24 
24 

26 
,26 

20 


26 
27 
25 
Ii 


200 


D.     logp  l) 


144«0 
147,1 
150,6 
154,4 
158,4 

162,4 
166,4 
170,3 
171,0 
177,4 

180,4 
182,8 
184,8 
186,3 
187,4 

188,2 
188,8 
188,7 
I8S.5 
188,2 

187,8 
1*7,2 
186,4 
185,5 
184,8 

193,4 

1-2,3 
181,1 
179,9 
17-,.', 

177,1 

175,7 
174.3 
172,9 
171,4 

170,0 
168,5 
167,1 
165,6 
164,2 

162,7 
161.2 
159,7 
158,2 
156,8 

155  22' 

153  55  i 

152  30 
151  7 

149  45 

148  25 


3,1 
3,5 

3,"» 
4,0 

1,0 

4,0 
3,9 
3,7 

3'4 
I  3,0 

M 

|2,0 
1,5 
1,1 

mI 

0,4 
DJ 
0,2 
0,3 

9,4 

0,6 
0,8 
0,9 
1,0 

...! 

t.l 

1,2 

1,2  H 

1  l 
it*\ 

M 

Iii 

1.5 

M 

1.51 
1,4 
1,5 
1,4| 

1.5 

1.5 
1,5 
1,5 
1.4 

1.4 

87 
85  | 
83 
-2 
SO 


1,162 

40 

21 
1,106 
1,096 

91 

91 
1,096 
1,105 

19 

36 

55 

75 
1,197 
1,219 

42 

64 
1 ,2-6 
1,307 

28 

48 

68 
1,388 
1.4U7 

26 

44 

61 

78 
1,495 
i  512 

28 
43 
58 
73 
1,587 

1,601 
14 

27 

lo  ; 

53  I 

65  : 

77 

BS 
1,699 
1 , 709 

1,7202  ; 
3«2 
389 
490 
577 

1,7661 


22 
19 
15 
10 


0. 

"5 
9 

14 
17 

19 

20 
22 
22 

23 

22 
22 
21 
21 

20 

20 
20 
19 
19 

18 

17 
17 
17 
17 

16 

15 
15 
15 
I  I 

14 

13 
13 

13 
13 

12 

12 
11 
11 
10 

1 1 

100 
96 
92 
87 
84 


300 


V       D.      logp  |  D. 


14su  25' 
147  5 


145 
144 
143 

141 
140 

139 
138 
137 

136 
134 
133 
132 
131 

130 
129 
128 
127 
126 

126 
125 
124 
123 
122 

122 
121 
120 
120 
119 

119 
119 
1  I- 


118 

119 
119 
120 
121 

122, 


123,4 
124,7 
126,1 
127,7 
129,5 
131,4 


47 
29 
12 

57 
42 
30 
19 
10 

2  i 
55 
50 
46 
44 

44 
44 

46 

50 
56 

4 

13 
24 

37 
52 

10 
29 
53 
20 
51 

26 
5 
4- 
34 

26 

23 
24 
30 
41 

56 

23 
58 

36 
24 


80 
78 
78 
77 

75 

75 
72 
71 
69 

68 

67 
65 
64 

62 

60 

60 
58 
56 
54 

52 

51 
49 
17 

45 
12 

41 

30 
33 
29 

25 

21 
17 
II 

8 


1 

6 
11 
17 

25 

33 
40 
18 
0,9 

1,1 
1,3 
1.1 
1,6 

1,8 
1.9 


1,7661 
741 
817 
889 

1,7957 

1.-U22 
084 
142 
195 
244 

290 
331 
367 
398 
426 

148 
466 
480 
489 
495 

495 
490 
480 
466 
447 

422 
393 
359 
320 
276 

228 
176 
1191 
1,6056 
1,7992 

922 
-47 
766 
684 
594 

499 
399 
293 

1,7181 

1,707 

1,696 

85 

75 

66 

57 
1,648 


80 
76 
72 
68 

65 

62 
58 
53 
49 

46 

41 

36 
31 
28 

22 

1- 
14 

9 
6 


5 

10 
14 
19 

25 

29 
34 
39 
44 

I- 

52 
57 
Gl 

66 

70 

75 
79 
84 
90 

95 

100 
106 
112 
11 

11 

II 

10 
9 
9 
9 
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Störungen  der  dritten  Coordinate. 


Tafel  36.  Arg.  1  Mit  t  zu  mullipliciren. 


Arg. 

0 

D. 

50 

D. 

100 

D. 

150 

D. 

200 

D. 

250 

D. 

0 

+  6,900 

622 

625 
626 
828 

—31,579 

614 

G05 
596 
5S6 

-48,885 

47 

36 
24 
13 

— 38,063 

456 
463 
471 
479 

—  8,224 

690 
692 
694 
695 

4-25,445 

MS 

1 

2 
3 
4 

6,078 
5,253 
4,427 
3,599 

32,193 
32,798 
33,394 
33,980 

48,932 
48,968 
48,992 
49,005 

37,607 
37,144 
36,673 
36,194 

7,534 
6,842 
6,148 
5,453 

26,043 
26,635 
27,222 
27,804 

592 
5S7 
5S2 

829 

576 

0 

4S5 

695 

576 

5 
6 

2,770 
1,939 
1,108 
+  0,277 
-  0,554 

S31 

V51 

S3t 
831 

34,556 
35,123 

567 
556 
546 
535 

49,005 
48,993 

1 2 
23 
35 
46 

35,709 
35,216 

493 
500 
50G 
513 

4,759 
4,061 

697 

28,380 
26,949 

5C9 
563 
557 
551 

7 
8 
9 

35,679 
30,225 
36,760 

48,970 
48,935 
48,889 

34,716 
34,210 
33,697 

3,363 
2,665 
1,961 

698 
698 
699 

29,512 
30,069 
30,620 

S31 

525 

57 

520 

099 

544 

10 
11 
12 
13 
14 

1,385 
2,216 
3,046 
3,875 
4,702 

S31 
S30 
S29 
827 

37,285 
37,799 
38,302 
38,7*4 
39,275 

514 

503 
492 
481 

48,832 
46,764 
48,684 
48,593 
48,490 

GS 

80 
91 
103 

33,177 
22,650 
32.117 
31.5TS 

31,032 

527 
533 

539 
540 

1,267 
—  0,568 
-+-  0,132 
0,831 
1,531 

699 
700 
699 
700 

31,164 
31,702 
32,234 
32,758 
33,276 

53» 
532 
524 
516 

625 

470 

113 

552 

699 

511 

15 
18 
17 
18 
19 

5,527 
6,351 
7,173 
7,992 
8,809 

624 
S22 
S19 
617 

39,745 
40,205 
411,654 
41,091 
41,517 

400 
449 
437 
420 

48,377 
48,253 
48,119 
47,974 
47,818 

i  -  * 
134 
145 
156 

30,480 
29,921 

29,357 
28,786 
28,209 

559 
5G4 
571 
577 

2,230 
2,929 
3,626 
4,323 
5,019 

699 
697 
697 
696 

33,787 
34,290 
34,786 
35,275 
35,756 

501 
49« 
4>9 
4SI 

815 

415 

108 

582 

695 

473 

20 
21 
22 
23 
24 

9,624 
10,436 
11,244 
12,048 
12,849 

612 
SOS 
804 
SOI 

41,932 
42,335 
42,727 
43,107 
43,476 

403 
392 
3S0 
369 

47,650 
47,472 
47,283 
47,084 
46,875 

1 7S 
1S9 
199 
209 

27,627 
27,040 
26,447 
25,649 
25,247 

5S7 
593 
59S 
G02 

5,714 
6,409 
7,102 
7,794 
8,494 

695 
693 
092 
690 

36,229 
36,694 
37,152 
37,602 
38,043 

465 
45« 
450 
441 

797 

357 

220 

607 

6SS 

433 

25 
26 
27 

13,646 
14,438 
15,225 

792 
7S7 
7S3 
778 

43,833 
44,179 
44,512 

340 
333 
322 
310 

46,655 
46,425 
46,165 

230 
240 
251 
261 

24,640 
24,029 
23,412 

61 1 
617 
621 
626 

9,172 

9,958 
10,543 

6S6 
68S 
662 
660 

38,476 
38,900 
39,316 

424 
41« 

I  40S 

28 
29 

16,008 
16,786 

44,834 
45,144 

45,034 
45,673 

22,791 
22,165 

11,225 
11,905 

39,724 
46,123 

399 

772 

296 

270 

631 

678 

399 

30 
31 
32 
33 
34 

17,558 
18,325 
19,087 
19,843 
20,593 

707 
702 
750 
750 

743 

45,442 
45,728 
46,003 
46,265 
46,515 

286 
275 
202 
250 

237 

45,403 
45,123 
44,833 
44,533 
44,224 

280 
290 
300 
309 

316 

21,534 
20,900 
20,262 
19,620 
18,974 

634 
63S 
G42 
646 

650 

12,583 
13,259 
13,932 
14,603 
15,270 

676 
673 
671 
667 

664 

40,512 
40,893 
41,264 
41,626 
41,979 

381 
371 
362 
353 

:  343 

35 
36 
37 
38 
39 

21,336 
22,072 
22,sul 
23,524 
24,240 

736 
729 
723 
716 

46,752 
46,978 
47  192 
47,394 
47,584 

226 
214 
202 
190 

43,906 
43,578 
43  241 
42,895 
42,540 

328 
337 
346 
355 

18,324 
17,671 
17,014 
16,354 
15,691 

653 
657 
660 
663 

15,934 
16,595 
17,253 
17^909 
18,559 

661 
656 
655 
651 

42,322 
42,655 
42,978 
43,292 
43,596 

333 
323 
3H 
304 

708 

178 

365 

667 

648 

43,890 
44,174 
44,447 
44,710 
44,962 

«4 

40 
41 
42 
43 
44 

24,948 
25,648 
26,311 
27,025 
27,701 

700 

093 

cs4 

676 

47,762 
47,928 
4s,083 
48,226 
48,356 

106 
155 
143 
130 

42,175 
41,801 
41,119 
41,028 
40,629 

374 
362 
391 
399 

15,024 
14,354 
13,682 
13,007 
12,330 

670 
672 
675 
677 

19,207 
19,851 
20,490 
21,125 
21,756 

644 
639 
635 
631 

2S4 
273 
263 
25! 

241 

OOS 

119 

407 

679 

627 

45,203 
45,434 
45,654 
45,864 
46,063 

45 
46 
47 
48 
4» 

28,369 
29,029 
29,6641 
30,322 
30,955 

GGO 
651 
042 

633 
024 

48,475 
48,581 
48,675 
48,757 
48,827 

106 
04 

62 
70 
58 

40,222 
39,806 
39,383 
38,951 
38,511 
-38,063 

416 
423 
432 
440 
448 

11,651 
10,969 
10,285 
9,600 
8,913 

682 
684 
665 
687 
669 

22,383 
23,005 
23,622 
24,235 
24,843 
+25,445 

622 
617 
6J3 
608 
602 

231 
220 
210 
1A9 
ISS 

50 

-31,57» 

-48,885 

-  8,224 

+46,251 
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Störungen  der  dritten  Coordinate. 

Tafel  36.  Schluss.    Arg.  1.  Tafel  37.       Arg.  1. 

Mit  /,*  zu  multipüciren. 


Tafel  38.    Arg.  < . 


.Mit  i 


ultipliciren. 


Arg. 

300 

D. 

350 

D. 

11 
U 

1 
1 

i 

■4-46,251 

JA  J«>Q 

41..4Z3 
AR  "i<ll 

40,  Dif4 

177 
160 
154 
142 

+40,227 

IQ  701 

«Ja,  ivi 

IQ  11** 
•15»,  uM 

436 
448 
460 
471 

o 
«» 

i 
4 

Iß  71ft 
40,OWU 

III  119 

131 

493 

■ 
9 
a 
D 

1 

J7  «91 

«7  i  «n 

4  1 , 1 4V 

17  917 
4  t  ,  Z4  f 

119 
107 
96 
84 

73 

37,929 

0  t  ,400 
00,  you 

494 
505 
516 
527 

537 

9 

Q 

AT  III 
4  1  ,04.> 

17  197 
4  1  ,4Z  1 

*iß  Iii 
00,4 14 

10 

47,500 

60 
48 
36 
24 

35,350 

548 
559 
570 
5S0 

1 1 
1 1 

17  ir.fi 
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Tafel  47.    Arg.  8.  Lunarnutation. 
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Mittelpunktsgleichung. 
Tafel  49.  Arg. :  Mittlere  Anomalie  -»-  deren  Störungen. 
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2853 
2662 
2468 
2271 

1*8 
191 
194 
197 

200 

— 

9980093 
9,79762 
9428 
9091 
8751 

331 
334 
337 
340 

343 

9960121 
9,59652 
91 60 
8706 
8229 

469 
472 
474 
477 

480 

9?33450 
2851 
2249 
1645 
1038 

599 
602 
604 
607 

610 

9900431 
8,99708 

8256 
7526 

723 
725 
727 
730 

732 

8961437 
8,60599 

8,09  t' OVI 

cm  c 
89  In 

8071 

838 
840 
843  1 
845  [ 

647  1 

590 
4.9 

4.»  1 
4, » 
4,0 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

2071 
1868 
1662 
1454 
1242 

203 
206 
208 
212 

S408 
8062 
7713 
7362 
7008 

346 
349 
351 
351 

7749 
7267 
6782 
6294 
5804 

482 
485 
488 
490 

9930428 
9,29816 
9201 
8584 
7964 

612 
615 
617 
620 

6794 
6060 
5323 
4584 
3842 

734 
737 
739 
742 

7224 

6375 

0OZ4 
4B71 
3815 

849 

S51 
853 
856  | 

4,5 
4,4 

■*,*» 
4,2 
4,1 

214 

357 

493 

622 

744 

858 

!:! 

1,2 
1,3 
1,4 

1028 
0810 
0590 
0367 
9,90141 

218 
220 
223 
226 

6651 
6291 
5929 
5564 
5196 

360 
362 
365 
368 

5311 
4815 
4317 
3816 
3313 

496 
49S 
501 
503 

7342 
6717 
6089 
5459 
4827 

625 
628 
630 
632 

3098 
2352 
1603 
0852 
8,90099 

746 
749 
751 
753 

2957 
2097 
1  --  1  1 
8,59371 
8,49504 

860 
662 
864 

867  : 

4,0 

3,9 

0,5 

U  T 
6t  i 

3,6 

229 

371 

506 

635 

756 

669 

1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 

9,89912 
9680 
9445 
9208 
8967 

232 
235 
237 
241 

4825 
4452 
4075 
3696 
3315 

373 
377 
379 
361 

2807 
2299 
1788 
1274 
0757 

508 
511 
514 
517 

4192 

3555 
2915 
2273 
1629 

637 
640 
642 
644 

8,89343 
8585 
7825 
7062 
6297 

758 
760 
763 
765 

8635 
7763 
DoWJ 
6014 
5136 

872 
S73 
876  « 

878 

M 

3.2 
8,1 

243 

384 

519 

647 

768 

860 

3,0 
2.9 

*)  7 

2,6 

2,0 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

8724 
8477 
8228 
7976 
7721 

247 
249 
252 
255 

2931 
2543 
2153 
1760 
1364 

366 
390 
393 
390 

9,50238 
9,49716 
9191 
8664 
8135 

522 
525 
527 
529 

0982 
9,20333 
9,19681 
9027 
8370 

649 
652 
654 
657 

5529 
4759 
3987 
3212 
2435 

770 
772 
775 
777 

4256 
3374 
2490 
1604 
8,40715 

862 
884 
886 
889 

2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

7463 
7203 
6939 
6673 
6404 

258 

39S 

532 

659 

779 

890 

260 
264 
266 
269 

0966 
0565 
9,70161 
9,69755 
9345 

401 
404 
40G 
410 

7603 
7068 
6530 
5990 
5447 

535 
538 
540 
543 

7711 
7049 
6384 
5717 
5048 

662 
665 
667 
669 

1656 
0875 
8,80092 
S, 79306 
8518 

761 

783 
7  S6 
788 

8,39825 
S932 
8037 
7140 
6241 

893 
895 
897 
899 

2,5 

2,3 
2,2 
2,1 

271 

412 

546 

672 

791 

902 

904 

906 
908 
910 

2,0 
1,9 

M 

l  7 

1,7 
M 

3,0 

3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

6133 
5858 
•  5580 
5299 
5016 

275 
278 
2S1 
2S3 

8933 
8518 
8100 
7680 
7257 

415 
416 
420 
123 

4901 
4353 

3803 
3250 
2694 

548 
550 
553 
556 

4376 
3702 
3025 
2346 
1664 

674 
677 
679 
682 

7727 
6934 
6139 
5342 
4542 

793 
795 
797 
800 

5339 
4435 
3529 
2021 
1711 

267 

426 

559 

6i>4 

802 

912 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 

4729 
4440 
4148 

3853 

2yj 

292 
295 

•)|IV 

6831 
6403 
5972 
5538 

428 
131 
434 

*17 

439 

2135 
1574 
1010 
9,40444 

561 
564 

506 

Do  j 

571 

0980 
9,10294 
9,09605 

8914 

686 
G69 
691 

696  * 

3740 
2935 
2128 
1320 

605 
807 
SOS 

S14 

8,30799 
8,29884 
8968 
8050 

915 
916 
916 
.1*1 

923 

1,6 
1,4 
1,3 
1,2 

3,9 

3555 

Wo 
300 

5101 

9,39875 

8220 

8,70509 

7129 

1,1 

4,0 
4,1 

4,2 
4.3 

3255 
2951 
2645 
2336 
2024 

«JIM 

306 
309 
312 

315 

4662 
4220 

3776 
3328 
2878 

411 
4  IS 
450 

453 

9304 
8730 
8154 
7575 
6993 

5  , 4 

576 
579 
582 

584 

7524 
6826 
6125 
5422 
4716 

cot 

ovo 
701 
703 
706 

708 

8,69695 
8880 
8062 
7242 
6420 

li  e 

518 
620 
822 

525 

6206 
5281 
4354 
3425 
2494 

925 
927 
929 
931 

933 

1,0 

0,9 
0,8 
0,7 
0,6 

8 

4,7 
4,8 
4,9  , 

5,0  | 

1709 
1392 
1071 
0748 
0422 
9,80093 

317 
321 
323 
326 
329 

2425 
1970 
1512 
1051 
0587 
9,60121 

455 
458 
461 
4G4 
466 

6409 
5S22 
5233 
4641 
4047 
9,33450 

5S7 
569 
592 
594 
597 

4008 
3297 
2584 
1869 
1151 
9,00431 

711 
713 
715 
718 
720 

5595 
4768 
3939 
3107 
2273 
8,61437 

827 
829 
832 
S34 

630 

1561 

8,20625 
8,19688 
8749 
7807 
8,16863 

936 
937 
939 
942 
944 

0,5 
'  0,4 

>  0,3 

;  0,2 
0,1 

!  0,0 

Arg. 

2650- 

260"— 

2550- 

250*»- 

2450— 

2400— 

1 Arg- 
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Tafel  49.    Fortsetzung.  Arg. :  Mittlere  Anomalie  -l-  deren  Störungen. 


Arg. 

1200+ 

D. 

125«+ 

D. 

1300+ 

D. 

135«+ 

D. 

1400+ 

D. 

1450+ 

D. 

Arg. 

090 

o,t 

0,2 
0,3 
0.4 

8916863 
5917 
4969 
4019 
3067 

946 

948 
«iia 

952 

7967111 

6066 
5019 
3970 
2919 

1045 
1047 

1051 

7?12593 
7,11457 
7,10319 
7,09179 
8038 

1136 

UM 

1  1  -l  if 

1141 

6953739 
2520 
1300 
6,50078 
6,48855 

1219 
1220 

1  999 

1223 

5997970 
5,89678 
8384 
7089 
5792 

1292 
1294 

1  'Hin 
1  ZJO 

1297 

5924  7  1  8 
3361 
2002 
5,20643 
5,19282 

1357 
1359 

1  999 

1361 

590 
'  4,9 
4,8 
4,7 
4,6 

954 

1053 

1143 

1224 

129S 

1362 

0,5 
0.6 
0,7 
0,8 
0,9 

2113 
1157 
8,10199 

8,09239 
8277 

956 

AßA 
962 

1866 
7,60812 
7,59755 
8697 
7637 

1054 

1  017 

J  vif  t 

1060 

6895 
5751 
4605 
3457 
2307 

1144 

1  f  Iii 

1150 

7631 
6405 
5177 
3948 
2717 

1226 

I  IZv 

1231 

4494 

3195 
1894 

5,80592 
5,79289 

1299 

1  'tut 

1  "Ii,'1 

1303 

7920 
6556 
5191 
3825 
2458 

'  1364 

1  ouO 
1  d(m 

1367 

1  4,5 
4,4 
4.3 
1  4,2 
>  4,1 

964 

1063 

1152 

1232 

1304 

136S 

1,0 
1.1 
U 
1,3 

1,4 

7313 
6347 
5379 
4409 
3436 

966 
968 

07(1 

973 
975 

6575 
5511 
4446 
3378 
2308 

1064 
1 065 

1070 
1072 

1155 
7,00002 
6,98847 
7690 
6532 

1153 

I  1  OD 

110« 

1151 
1160 

1485 
6,40251 
6,39016 
7779 
6541 

1234 

1  91"% 

1  «3  / 

1238 
1240 

7985 
6679 
5371 
4062 
2752 

1306 

1  «Ivo 

1  9n0 
1  oV\i 

1310 
1312 

5.11090 
5,09720 
8350 
6978 
5605 

1370 

1  1711 
19  7') 

1373 
1374 

M 

3,9 
3,8 
i  3,7 
,  3,6 

1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 

2461 
1485 
8,00506 
7,99526 
8544 

976 
979 
OKA 

982 

1236 
7,50163 
7,49088 
8011 
6932 

1073 
1075 

1  (177 
IUI  / 

1079 

5372 
4211 
3048 
1883 
6,90716 

1161 
1163 

1  1  03 

1167 

5301 
4059 
2816 
1571 

6,30325 

1242 
1243 

1246 

1440 

5,70127 
5,68813 
7497 
6180 

1313 
1314 

1  O  1  U 

1317 

4231 

2855 
1478 
5,00100 
4,98721 

1376 
1377 

1379 

!  3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

984 

10S1 

11 68 

1248 

1318 

1380 

2,0 
2,1 
2.2 
2,3  1 
2.4 

7560 
6573 
5584 
4593 
2601 

987 

9S9 

992 

5851 

4769, 

3685 

2599 

1511 

1083 
1  OS  1 
i  (i  vr. 

1088 

6,89548 
8378 
7206 
6033 
4858 

1170 

1  1  72 
Iii. 

1  1  7** 

1175 

6,29077 
7828 
6577 
5325 
4072 

1249 

i  -  •  ' 
1  919 

1253 

4862 
3543 
2222 
5,60900 
5,59576 

1319 

1 19  1 
1  .>  ■  1 

i  199 

1324 

7341 
5960 
4578 
3195 
1810 

1381 

1  o>*> 
1385 

1  3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 

994 

1090 

1176 

1255 

1325 

1386  ! 

2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

2607 
1611 

7,90612 
7,89612 
8609 

996 
999 
i  min 

1003 
1004 

7,40421 
7,39329 
8235 
7140 
6043 

1092 
1094 

1  1  M  .  > 

1097 
1099 

3682 
2504 
1324 
6,80143 
6,78960 

1178 
11  SO 

MCI 
1  IM 

1 1 S3 
1185 

2817 
1561 
6,20303 
6,19044 
7783 

1256 
1258 

I  -  U 

1261 
1263 

8251 
6925 
5598 
4270 
2940 

1326 
1327 

1  99W 

1330 
1332 

4,90424 

4,89037 
7649 
6259 
4869 

1387  1 
1388 

1  IQCk 

i  o*f u  : 
1390 

1392 

2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 

3.0 
3,1 

3,2 
3,3 
3.4 

7605 
6599 
5591 
4581 
3569 

1006 
1 008 

1012 

4944 

3843 
2741 
1637 
7,30531 

1101 
1  1  02 

I  1  VA 

1  1  AJ 

1106 

7775 
6588 
5400 
4210 
3019 

1187 

1  1  SS 

1  1  3^ 

1  1  AA 
1191 

6520 
5256 
3991 
2724 
1456 

1264 
1  261 
1  9C.7 

1  .vi 

1268 

1608 
5,50275 
5,48941 
7606 
6270 

1333 

lOi'l 
1911 

1336 

3477 
2085 
4,81)692 
4,79297 
7901 

1392 
ISA! 

i  9A1 
1  «lf  D 

1396 

2,0 
1,9 
1,8 
1.7 
1,6 

1014 

1108 

1193 

1270 

1337 

1397 

3,5 
3,6 
3.7 
3.8  I 
3,9 

2555 
1539 
7,80521 
7,79502 
8480 

1016 
1018 
1»19 
1022 

1024 

7,29423 
Ml  1 
7202 
6089 
4974 

1109 
1112 
1113 
1 115 

1117 

1826 
6,70632 
6,69436 
8238 
703s 

9 

1194 
1196 
1198 
1200 

1201 

6,10186 
6,08915 
7642 

6368 
5092 

1271 
1273 
1274 
1276 

1277 

4933 
3594 
2254 
5,40913 
5,39570 

1339 
1340 
1341 
1343 

1344 

6504 
5106 
3707 
230« 
4,70905 

1398 
1399 
1401 
1401 

1402 

1,5 
1,4 
1.3 
1,2 
1,1 

4  0 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

7456 
6430 
5402 
4372 
3341 

1026 
1028 
1030 
1031 

3957 
2738 

1618 

7,20496 
7,19373 

1119 
1120 
1122 
1123 

5S37 
4634 
3430 
2224 
6,61016 

1203 
1204 
1206 
1208 

3815 
2537 
6,01258 
5,99977 
8694 

1278 
1279 
1281 

12S3 

8226 
6881 
5535 
4187 
2838 

1345 
1310 
1348 
1349 

4,69503 
8100 
6695 
5289 
3882 

1403 

1405  n 

1406  ; 

1407  j 

10 

0,9 
0,8 
0,7 
0,6 

1034 

1126 

1209 

12S4 

1350 

1408 

4.5 
4.6 
4,7 
4.8 
4.9 
5.0 

1  2307 
1272 

1  7.70234 
7,69195 
7,68154 
7,67111 

1035 
1038 
1039 
1041 
1013 

8247 
7120 
5991 
4MS0 
3727 
7,12593 

1127 
1129 
1131 
1133 
1134 

6,59807 
8597 
73S5 

6171 

4956 
6,53739 

1210 
1212 
1214 
1215 
1217 

7410 
6125 
4838 
3550 
2261 
5,90970 

12S5 
1287 
12ss 
12S9 
1291 

1488 
5,30137 
5,28784 
743U 
6075 
5,24718 

1351 
1353 
1354 
1355 
1357 

2474 
4,61065 
4,59655 
8245 
6833 
4,55420 

1409 
1410 
1110 
1412 
1413 

I 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

Arg. 

235«- 

225"- 

2200- 

2150- 

210«- 

Arg. 
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Tafel  49.  Schluss. 


Mittelpunktsgleichoog. 

Arg.  :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


Arg.  166"+ 

____)}  . 


o?o 
0,1 

0,2 

0,3 


0,5 
0,6 
0,7 
0,8 

0.  9 

1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,1 

1,5 
1,6 
1,1 
t> 

1.  'J 

2.0 
2,1 

2.2 
2,3 
2,4 

2,5 
2,6 
2.7 
2.8 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3.4 

3,5 
3.0 
3.7 
3,S 
3,9 

4,0 
1.1 

1,2 
4,3 
4,4 

4,5 
4.« 
4,7 
l.s 
4,6 
5,0 

Arg. 


I). 


4955420 
4068 
2691 

1.51 175 

4,49758 

S340 
0921 
5501 
107<J 
2057 

4,41233  I 
4,30809 
S3S3 

(»5)57 

6530  j 

4101 

2071  i 
4,31241 

1,29869 
8377 


6944 
5510 
1075 
2039 
4,21202 

4,19701 

s:;25 
Oss:, 
5411 
4002 

2559 
4,11115 
4,09670 
S22I 
0777 

5330 
3882 
2  1 32 
4,00982 

3,90531 

8079 
6626 
5172 
3717 
2202 

3.90MI5 

3,893  |s 

7ss'.) 
0130 
4909 
3,83508 

205«- 


414 
115 

m 

417 

418 

419 
420 
422 
122 

424 

424 
116 
420 
127 

429 

430 
130 
132 
432 

433 

434 
135 
130 
437 

I3S 

439 
4  10 
411 
442 

443 

414 
415 

440 
447 

447 

4  IS 

yso 

150 
151 

152 

453 
454 
155 
455 

457 

457 
159 
159 
401 
401 


1550+  D 


3963508 
3,82046 
3,80583 
3,79119 
7055 


(»190 
4724 
3257 
I7S9 
;0320 


3, 


3,68851 
73SO 
5909 
4431 
2904 

1490 
3,00015 
3,5854(1 

7004 

5587 

4109 
2030 
3,51151 
3,49071 
6190 

0708 
5225 
3742 
2258 
3,40773 

3,3928s 

7802 
0315 
|V27 

3338 

ls4s 

3.31)358 
3,28861 
7375 
5883 

4390 
2896 
3,21  102 
3,199d0 
silo 

6913 
5410 
39 1 S 
2  110 
3,10020 
3,09120 

200«- 


402 
IG3 
Ii.  I 
404 

405 

400 
407 
IGs 
169 

ICD 

171 
471 
472 
473 

171 

475 
475 
170 
477 

17s 

179 
170 
4S0 
481 

1S2 

183 
IVI 
4M 
|S5 

IS5 

ISO 
IS7 
iss 
480 

400 

400 
401 
102 
102 

403 

404 

404 

490 
196 

197 

407 
40t» 
409 
4  09 
500 


1600+ 
3f69420 

7919 
0417 
4914 
3411 

1907 
3,0))402 
2,98897 

7391 

5885 

4378 
2870 
2,91302 
2,89853 
8344 

ÜS33 
5322  I 
3810 
22!<s 

2,86785 

2,79271 
7757 
0242 
4727 
3211 

1094 
2,70177 
2,68659 
7140 
5021 

4101 

25s  1 
2,61000 
2,59539 

so  17 

0494 
4971 
3  147 
1923 

2,50398 

2,46872 
7346 
5819 
4292 
2705 

2,41237 
2,3970s 
s|79 
001«)  i 
5119 
2,33688 

19.V- 


D. 


1501 
1502 
1503 
1503 

1501 

1505 
1505 
1500 
1500 

1507 

150S 
150S 
1500 
1500 

1511 

1511 
1512 
1512 
1513 

1511 

151  I 
1515 
1515 
1510 

1517 

1517 
151S 
1510 
1 5 1 0 

1520 

1520 
1521 
1521 
1522 

1523 

1 523 
1524 
1524 
1525 

1526 

1520 
1527 
I  527 
1527 

152s 

1520 
1520 
1 530 
1530 
1531 


1650+ 

2V33588 
2,32057 
2,30525 
2,28992 
7459 

5925 
4391 
2850 
2,21321 
2, 19780 

8250 
0714 
5177 
3040 
2102 

2,10564 
2,09025 
7486 
5948  i 
1400  i 

2866 
2,61324 
1,99782 
S240 
0098 

5 1 55 
3012 
200s 

1,90524 
l,sss)SO 

7435 
5ss<) 
4313 
2790 
1,81249 


I). 


I 


0702 
8164 
ooot; 

5058 
351)1 


1901 
1,70112 
1,68862 
7312 
5701 


4210 
2659 

1.01107 
1,50555 
1,58003 
1,50450 

190-'- 


1531 
1  532 
1533 
1533 

1534 

153  4 
1535 
1535 
1535 

1636 

1530 
1537 
1537 
153S 

153S 

1530 
1530 
15  10 
1540 

1541 

1511 
1512 
15  12 
1512 

1543 

1513 
151 1 
1511 
1544 

1545 

1540 
1540 
1547 

154  7 

1547 

154S 
154s 
1 5  IS 
154S 

15# 

1540 

1556 


1551 

1551 

1551 
1552 
1552 
1552 
1553 


1700+  D. 


1?50450 
4897 
3343 
1790 

1,50236 

1,48682 
7127 
5572 
4010 
2460 

1,40904 
1,39348 
7792 
0235 
1078 

3120 
1 502 
1,30004 
1,29446 
Oss7 

5828 
3709 
2209 
1,20649  | 
1,10089  I 

7529  j 
5969 
4408 
2846 
1,11281 


I 


09722 
8160 

6598 
5030 
3473 


1910 
1,00347 
0.9S784 
7220 
5656 

4092 

2528 
0,90964 
0,89400 

7835 

6270 
4705 
3140 
1574 
0,60005 
0,78442 

is.y-  | 


1553 
1554 
1553 
1554 

1554 

1555 
1555 
1550 
1556 

1550 

1556 
1556 
1557 
1557 

1558 

I55S 
155S 
135s 
1550 

1550 

1550 
1500 
1500 
1500 

1  500 

1  500 
1501 
1  502 
1502 

1502 

1502 
1 502 
1502 
1503 

1 503 

1503 
15t',3 
1501 
1504 

1504 

1504 
1564 
1  50  1 
151.5 

1 505 

15115 


1 506 
1500 


1750+  !  D.    ;  Ar»:. 


0*78442 
6878 

5310 
3744 
2177 

0,70611  I 
0,69041  I 
7177 
5910  I 
4343  j 

2776 
0.61209  ■ 
6,69641 
8073 
6505 

4937 
3369 
ls(ll 
0,56233 
O.4S004 


o 


7095 
5526 
3956 
2387 
4081  s 


0,39249 
7080 
6111 
4541 
2971 

0.31401 
0,29831 
B261 
0092 
5122 

3552 
1982 
0,20412 
0,1 ss  12 
7272 

5703 
4133 
2502 
0,10992 
0,00  l.'  J 

7652  I 

02s2 
4712 
3141  | 
0,01571 
0,00001) 

ISO»— 


1500 
1500 
1500 
1507 

1500 

1507 
1507 
1507 
151.7 

1507 

1507 
I50S 
150s 
1568 

1508 

1508 
I  50S 
150s 
1500 

1 500 

15fiO 
15  70 
1500 
1500 

1 500 

1500 
1500 
1570 
1570 

1570 

1570 
1570 
1500 
1570 

1570 

1570 
1570 
1570 
1570 

150!) 


51» 

4,0 

1.  s 

4,7 
4,6 

4,5 
4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

4,0 

3,0 
3,0 
3,7 

I  3,6 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 

2,  y 

1,6 
2.T 
2,t> 

2.5 

2, 
•»  •' 

2Ü 

2.0 
1,9 

M 
1,1 
1,6 

1,5 
U 
1,3 
1,2 
1.1 


1570 
1571 
1570 
1570 

1570 

15  70 
I5JH 
1571 
1570 
1571 


1.0 

0,9 
(I.S 
0,7 
0,6 

0,5 
0.4 

M 
0.2 

0.1 
11." 

Arg. 
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Tafel  60. 


Reduclion  der  Länge  auf  den  Acquator. 
Arg.  f  +  «  +i) 


Arg. 


0« 
ISO«" 


OfO 

0,1 

0,2 
0.3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,1 
3,8 

0,9 

J.O 
1,1 
1,2 
1.3 

\A 

1.5 
1,6 
1.1 
1,8 
1,9 

2,0 
2.1 
2,2 
2,3 
2,4 

2,5 
2.« 
2,7 
2,8 
2,9 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

3.5 
3,6 
3,7 

3,9 

1,0 
!.  I 
4,2 
4.3 
4,4 

4,5 

4. Ii 

1.7 
4,8 
4,9 
5,0 


— 


0900000 
0,02033 

0085 
8086 
0,08130  j 

0,10162 

2104 

422« 

0258 

0,18290 
• 

0,20321 
2352 
4383 
841 4 

0,28445 

0,30476 
2506 
4536 
6566 

0,38595 

0,40624 
2653 
1681 
6709 

0,48736 

0.50763  I 
27*9 
4815 
6841 

0,58888 

0,60891 
2915 
4939  i 
6962 

0.68985  ; 

0,71006  1 
3027  1 
5047 
7067 

0,79086 

0,81105 
3123 
5140 

7156' 
0,89172 

0,91  |s7 
3201 
5214 
7227 
11,99238 
1,01249 


2033 
2032 
2033 
2032 

2032 

2032 
2032 
2032 
2032 

2031 

2031 
2031 
2031 
2031 

2031 

2030 
2030 
2030 
2020 

2029 

2029 
202S 
202S 
2027 

2027 

2020 
2020 
2020 
2025 

2025 

2021 
2021 
2023 
2023 

2021 

2021 
2020 
2020 
2019 

2019 

2018 
2017 

2016 
2010 

2015 

2011 
2013 
2013 
2011 
2011 


Are. 


175» 


50 
185«" 


D. 


1901249 

3259 
5268 
7276 
1,09283 

1,11289 
3294 
5298 
7301 

1,19303 

1,21304 
3304 
5302 
7299 

1,29296 

1,31292 
32S6 
5279 
7271 

1,39262 

1,41252 
3240 
5227 
7213 

1,49197 

1,51180 
3162 

.  5143 
7122 

1,59100 

1,61076 
3051 
5024 
6996 

1 ,68966 

1,70935 
2903 
4869  1 
6833 

1,7879«  ! 

1.80757 
2717 

1075 

«631 

1 ,86586 

1,90539  ! 
2191 
4411 
6389 
1 ,9*335 
2.00280 


2010 
2009 
200S 
2007 

2006 

2005 
2004 
2003 
2002 

2001 

2000 
1998 
1997 
1997 

1 996 

1994 
1993 
1992 
1991 

1990 

19S8 
19S7 
19H6 
1984 

1983 

19S2 
19S1 
1979 
1978 

1970 

1975 
1973 
1972 
1970 

1909 

1908 
1900 
1904 

I  .»63 

1961 

1960 
I95S 
1950 
1955 

1953 

19.V2 
1950 
194* 
1946 
1915 


1700 


10« 
190"" 


2?0028O 
2223 
1164 
6103 
8041 

2,09976 
2,11910 
3842 
5772 
7700 


2,19626 
2,21550 
3471 
5391 
7310 

2,2922« 
2,31140 
3052 
4962 
6870 

2.38775 
2,40679 
2580 
4479 
6376 

2,46371 
2,50164 
2064 
3942 
582s 

7711 

2.59592 
2.61471 
3348 
5222 

7091 

2.68963  I 
2,70830 
2694 
■  4556 

6116 
2,7*273 
2,  SO  127 
1979 
3829 

5676 
7521 
2,89363 
2,91202 

3038 
2,91872 


1943 
1941 
1939 
1938 

1935 

1934 
1932 
1930 
1928 

1926 

1924 
1921 
1920 
1919 

1910 

1914 
1912 
1910 
1908 

1905 

1904 
1901 
1  899 
1897 

IS  95 

1S93 
1 890 
ISS8 
IS80 

1883 

IBM 
1S79 
1877 
1S74 

1872 

1809 
1867 
I  SO  I 
1802 

1800 

1S57 
1S54 
1852 
1S50 

1S47 

1S1 5 
IM2 

1  839 
IS. 10 
1S34 


165" 
34  50" 


150 
195«" 


2994872 
6703 
2,98532 
3,00358 
21sl 

4001 
5819 
7634 
3,09445 
3,11254 

30«  1 
4S«4 
«««5 
3,18463 
3,20258 

2050 
3839 
5625 
7409 
3,29189 

3,30967 
2741 
4512 
6280 
8045 

3,39*07 
3,41565 
3320 
5073 
6*23 

3,48569 
3,50312 
2052 
37*8 
5521 

7251 
3,5897* 
3,60701 
2421 
413* 

5851 
7561 
3,69267 
3,70970 
2670 

4366 
605* 
7747 
3,79433 

3,91115 
3,*2794 


1), 


1S31 
1829 
1830 
1S23 

1S20 

ISIS 
1S15 
1811 
1809 

1S07 

IS03 
1 S  0 1 
17'.)S 
1795 

1792 

I7s<> 
17*0 
17*4 
1780 

1778 

1774 
1771 
1708 
1765 

1702 

1758 
1755 
1753 
1750 

1740 

1743 
1740 
1736 
1733 

1730 

1727 
1723 
1720 
1717 

1713 

1710 
1  700 
1703 
1700 

1696 

1092 

ir.sy 

1686 
16S2 
1079 


1600 
340«"1" 


20« 
2000" 


I). 


3982794 
4469 
6141 
7809 

3,89473 

3,91133 
2790 
4443 
6093 
7739 

3,99381 
4,01019 
2654 
4285 
5912 

7535  i 
4,09155! 
4,10770  1 
2382 
3990  I 

5594 
7 1 94 
4.18790 
4,20382 
1970 

3554 
5135 
6711 
8283 
4,29851 

4,31415 
2975 
4531 
6083 
7630 

4,39174 
4,40713 
2248 
3779 
5306 

6828 
8346 
4,49860 

4,51369 
2874 

4375 
5871 
7363 
1,58851 
1,60334 
4,61811 


1675 
1672 
1668 
1064 

1060 

1657 
1053 
1650 
1046 

1042 

1638 
1635 
1631 
1027 

1623 

1020 
1015 
1012 
100S 

1604 

1600 
1590 
1592 
158* 

1584 

1581 
1576 
1572 
1508 

1504 

1560 
1556 
1552 
1517 

1544 

1539 
1535 
1531 
1527 

1522 

1518 
1514 
1509 
1505 

1501 

1490 
1492 
148S 
1483 
1477 


155« 
3350^ 


250 
205«" 


D. 


4961*11 

3285 
4755 
6220 
7681 

4,69137 
1,70589 
2036 
3479 
4917 

6350 
7779 
4,79203 
4,80622 
2037 

3447 
4852 
6253 
7649 
4,89040 

4,90427 
180* 
3185 
4557 
5924 

7286 
8643 
4,99995 
5,01343 
2686 

4023 
5356 
0683 
8005 
5,09322 

5,10635 
1942 
3244 
4541 

5833 

7120 

5,19678 
5,20949 
2215 

3476 
4732 

5983 
7228 
8468  | 
5,29702 


1474 
1470 
1405 
1401 

1456 

1452 
1447 
1413 
1438 

I  133 

1429 
1424 
1419 
1115 

1410 

1405 
1401 

1390 
1391 

13S7 

1381 
1377 
1372 
1307 

1362 

1357 
1352 
1348 
1343 

1337 

1333 
1327 
1322 
1317 

1313 

1307 
1302 
1297 
1292 

1287 

1282 
1276 
1271 
1200 

1261 

1250 
1251 
1245 
1240 
1234 


Ar«. 

590 
4,9 
4,8 
4.7 
4,6 

4,5 
4.4 
4,3 
4,2 
4,1 

4,0 
3,9 
3,8 
3,7 
3,6 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2.6 


2,4 
2,3 
2,2 
2,1 

2,0 
1,9 
1.8 
1,7 
1,6 

1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

1,0 

0,9 
0,8 
0,7 
0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0.0 


160». 

3300+ 


Arg 
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Reduction  der  Lange  auf  den  Aequator. 


Tafel  50.    Forlsetzung.  Arg.  f+w+rj. 


Arg. 

30» 
2100~ 

D. 

35» 
215»~ 

D. 

40" 

220O"" 

D. 

450 
2250~ 

D. 

50° 
2300- 

D. 

550 
235°— 

D. 

Arg. 

1 

090 

0,1 

0.2 

0.4 

1  5929702 
!  5,30931 
2155 
<M74 
4587 

12J9 
1 221 
1219 
1213 

1208 

5984287 
5228 
6163 

70»2 

8015 

941 

935 
929 
923 

917 

6923475 
1088 
4694 
5293 
5886 

613 

606 
599 
593 

586 

6945344 
5593 
5834 
oUo  i 

6293 

249 
241 

233 
226 

218 

69482*8 
8103 
7950 

7  .8» 

7620 

145 
153 
161 
169 

177 

6930949 
6,30391 
6,29825 

8668 

55S 
566 
574 
583 

591 

590 
4,9 
4.S 

4, ' 
4,6 

0,5 
0,6 
0.7 
0,% 
0,9 

5795 
6997 
8194 

5,40572 

1202 
1197 
1 1 112 
1186 

!  1  v  i 

8932 
5,89842 
5,90746 
1644 
2535 

910 
901 
898 
»91 

885 

6472 
7050 
7621 

Li  1  C  IL 

nl»5 
8742 

578 
571 
564 
557 

550 

6511 
6722 
6925 
,  1 20 

7308 

211 

203 
195 
188 

180 

7443 
725» 
7065 
6»0o 
6654 

185 
193 
202 
209 

218 

8077 
7477 
6869 

5627 

600 
608 
617 
625 

63J 

4,5 
4.4 
4.3 
4,2 
4,1 

1,0 
1.1 

1  *> 

1,3 
1.4 

1753 
2926 

Ii, (IT 
40»  i 

5201 

(1  lOlt 

0420 

1 175 
1169 
1 164 
115» 

1 153 

3420 
4299 
»171 
Oll.»  1 
oSsJ7 

S79 
872 
»HO 
S60 

853 

9292 
6.29H34 

{l  *,i,*,"Tifc 

0..J0.»  (0 

1,4.  n,, 

osoy 

1420 

542 
536 
529 
521 

515 

7488 

7660 
-  i.i  - 

(982 

C  1  *,  I 

8131 

172 
105 
157 
149 

141 

6436 
6210 

»9  10 
o7J4 

*v  IC 

226 
234 
242 
251 

259 

4994 
4352 

oU44 

IM  i 

642 

650 
658 
667 

675 

4,0 
3,9 
3,8 
3,7 

1.5 
1,6 
1.7 
1,8 
1,9 

7573 
8720 
5,49»62 
<i,5099» 
2128 

1147 
1142 
1130 
1130 

1124 

7750 
8597 
5,99438 
6,00272 
1100 

847 
S41 
834 
s.!s 

821 

1935 
2442 
2942 
•i4Ja 
3921 

507 
500 
493 
486 

479 

6272 
8406 
8532 
86o0 
8760 

134 

126 
118 
110 

103 

5224 
4957 
4682 
439» 
4106 

267 
275 
284 
292 

300 

1702 
1018 

6,20326 

.      1  IIC4C 

0,19026 
8917 

684 
692 
700 
709 

717 

3  5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

2.0 
2.1 
2,2 
2,.» 
2.4 

3252 
4371 

CIL  4 

04N4 

7694 

1119 
1113 
110» 
1102 

1921 

2736 

4  »HO 

5141 

815 

808 
»02 
795 

4400 
4871 

6242 

471 
464 
457 
450 

8863 
8957 

(Ii,  1  1 

9044 

•  1  -  .1 
9191 

04 
87 
79 
71 

3806 

3498 
••Ii., 

O  1  S  I 

2523 

308 
317 
325 
333 

8200 
7171 

t>  f  4 1 1 

5247 

726 
734 
742 
751 

3,0 
2.9 
2.8 
2.  < 
2,6 

1096 

7S9 

442 

63 

341 

759 

2.5 

8790 

1091 
1085 
1079 
1073 

106S 

5930 

782 
776 
769 
762 

756 

6684 

435 
128 
421 
413 

406 

9257 

55 
47 
40 
32 

23 

2182 

350 
35» 
366  • 
374 

383 

4488 

768 
776 
784 
793 

601 

2,5 

2.6 
2,7 
2,S 
2,9 

5,59881 

.1,00900 
204. > 
3118 

6712 

«■  4V« 
t  433 

9019 

7119 

(  34  1 

tA*8  L. 

i  90» 

9312 

9399 
9431 

1832 

1  1  T  ( 

14(4 

1     1  J  1  V 

1 10» 

0734 

3720 
•in  1 1 

i'Jii 

2160 
1367 

2,4 
2,3 
2,2 
2,1 

.1,0 
3,1 

3,4 

4186 
5247 

OJOJ 
(.».>.» 

8397 

1061 
1056 
1050 
1044 

6,09775 
6,10524 
1  — '  •  • 
2002 
2731 

749 
742 

736 
729 

87S7 
9IS6 
gatt 

30  1  I 
r  ',(,!!,*  1 

6,40337 

399 
391 
384 
370 

9454 
9469 

(KT  7 

94  *  7 
Iii™- 
94  (  i 

9469 

15 

8 
0 
8 

6,40351 
6,39960 

OM'.ll 
9.11,0 

(i  1  r 
01 53 

8737 

391 
100 
407 
416 

6,10566 
6,09756 

SIMS 
fi  1  1  *> 

8112 
7277 

»10 

SIS 

826 
»35 

i  2»° 
1.9 

1  1-8 

•  — 

'  1,6 

103S 

722 

369 

17 

424 

843 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

5,69435 
5,70461 
1493 
2514 
3528 

1032 
1026 
1021 
1014 

3453 
1169 
4s7s 

5:»hü 

6275 

716 

709 
702 
695 

0706 
1 06» 
1422 
1769 
2108 

362 
354 
347 
339 

9452 
942* 

9396 
9356 
930» 

24 
32 
40 
48 

8313 
7sso 

7439 
6990 
6533 

433 
411 
149 

457 

6434 
5582 
4722 
;isr,4 
2977 

852 
8M1 
S68 
877 

1.5 
1,4 
1.3 
1,2 
1.1 

1  IUI'« 

h  VJ 

M? 
OD 

4üo 

ssa 

4,0 
4  1 
4.2 
4.3 
4.4 

4537 
5540 
6536 
7526 
8510 

1003 
99  6 
990 
984 

6964 
76  16 
8321 
8989 
6,19651 

682 
675 
6R8 
662 

2440 
2764 
3081 
3390 
3692 

324 
317 
309 
302 

9252 
91*8 
9116 
9035 
8947 

64 
72 
81 

88 

6067 
5593 
5110 
4619 
4120 

474 

IV. 

491 

499 

2092 
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0,440012 

0,443007 

151 

420 

9,2 

98 

84 

6S 

51 

34 

16 

1,0 
1,2 
1,4 

745 
843 
0,431941 

98 
98 
97 
97 

97 

291 

374 
457 

83 
S3 

82 
82 

080 
148 
215 

68 
67 
K7 
C7 

G6 

058 
109 
160 

51 

51 
50 
50 

49 

185 
219 
252 

34 

33 
33 
33 

32 

436 
452 
468 

16 
16 
15 
15 

14 

9,0 
8,8 
8,6 

1,6 
1,8 

0,432038 
135 

540 
622 

2^2 
349 

210 
260 

265 
318 

483 
496 

8,4 
8,2 

2,0 

232 

96 
96 
96 
96 

704 

82 
S2 

V  1 

n  t 

8t 

415 

66 
66 

65 

309 

49 
49 

48 

350 

32 
32 
3 1 
31 

512 

« 
14 

13 

13 

8,0 

2,2 
2,4 
2,6 

326 
424 
520 

786 
868 
0,436949 

481 
547 
613 

358 
407 
456 

382 
414 
445 

526 
540 

553 

7,8 
7,6 

l>t 

2,8 

616 

0,437030 

678 

504 

476 

566 

7,2 

96 

81 

65 

48 

30 

13 

3,0 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 

712 
807 
902 
0,432996 
0,433090 

95 
95 
94 
94 

94 

111 
191 

271 
351 
431 

80 
SO 
sn 

80 

79 

743 
807 
871 
935 
0,440998 

64 
64 

63 

552 
600 
647 
694 
741 

48 
47 

47 
47 

46 

506 
536 
566 
595 
624 

30 
30 
29 
29 

29 

579 
591 
603 
615 
626 

12 
12 
12 
1 1 

11 

7,0 
6,8 
6,6 
6,4 
6,2 

4,0 
4,2 
4,4 
4,6 

4,8 

184 
278 
371 
464 
557 

1 

94 
93 
93 
93 

93 

510 
589 
667 
745 
823 

79 

7S 

1  9 

TU 
1  9 

78 
7S 

0,441061 
124 
186 
248 
310 

63 
62 

V  ff 

vi 

62 
62 

787 
833 
878 
923 
0,443968 

46 
45 
45 
45 

« 

653 
662 
710 
738 
765 

29 
28 

27 
27 

637 
648 
658 
666 
677 

II 
10 
10 

9 

9 

6,0 
5,8 
5,6 
5,1 
5,2 

5,0 

650 

92 
92 
92 
91 

901 

77 
*  * 

77 
70 

372 

61 

61 
60 
CO 

0,444013 

44 

-1 4 

43 
43 

792 

686 

9 
«1 

8 

5,2 

742 

0,437978 

433 

057 

819 

27 
26 
26 
26 

695 

4,8 

5,4 

5,6 

834 
0,433926 

9,438015 
132 

491 

554 

101 
114 

845 
871 

704 
712 

4,6 
4,4 

5,8 

0,434017 

206 

614 

187 

897 

720 

4,2 

91 

76 

60 

43 

25 

7 

6,0 

108 

9t 
'•0 
91 
90 

284 

76 

75 

674 

59 
59 
59 
58 

230 

12 
42 

922 

25 
24 
24 
24 

727 

7 

4,0 

6,2 
6,4 

199 

289 

360 
435 

733 
792 

272 
314 

947 
971 

734 
741 

■ 
7 
6 
6 

3,8 
3,6 

8,6 

3S0 

510 

75 
74 

851 

356 

42 
41 

0,445995 

747 

3,4 

6,S 

470 

584 

909 

397 

0,446019 

753 

3,2 

90 

75 

58 

41 

23 

0 

7,0 

560 

659 

74 
73 
74 

0,441967 

58 
5S 

436 

41 
40 
40 
40 

042 

23 
23 
22 
22 

759 

K 

3,0 

7,2 

649 

89 
89 
89 
88 

733 

0,442025 

479 

065 

764 

9  i 
5 

2,8 

7,4 

738 

806 

os:< 

519 

088 

769 

4 

2,6 

7,6 

827 

880 

140 

57 

57 

559 

110 

773 

4 

2,4 

7,8 

0,431915 

0,438953 

73 

197 

599 

132 

777 

2,2 

SS 

73 

56 

39 

22 

4 

8,0 

0,435003 

SS 

SS 
S7 
S7 

0,439026 

K 
72 
72 
71 

253 

56 
55 
55 
55 

638 

39 

154 

21 

781 

3 

2,0 

8,2  | 

091 

199 

309 

677 

175 

784 

3 

1,8 

8,4 
8,6 
8,8 

179 

266 
353 

271 
343 
414 

364 
419 
474 

716 
754 
792 

39 
its 

38 

196 
217 

237 

21 
21 
20 

787 
790 
792 

3 
2 

1,6 
1,4 
1,2 

S7 

71 

55 

39 

20 

2 

9,0 

440 

SC 
s»; 

SO 

so 

S5 

4S5 

71 
7! 
70 
70 
70 

529 

54 
54 
54 
54 
53 

830 

37 
37 
30 
36 
36 

257 

19 

19 
19 
19 
IS 

794 

2 

1,0 

9,2 
9,4 

526 
612 

55« 
627 

583 
637 

867 
964 

276 
295 

790 
797 

1 
1 

0,8 
0,6 

9,« 

098 

097 

691 

940 

314 

79S 

0,4 

9,8 
10,0 

784 
0, 135S69 

767 
0,439737 

745 
0,442798 

0,444976 
0,445012 

333 
0,446351 

799 
0,440799 

0 

0,2 
0,0 

Ar8. 

2300 

220» 

210« 

200« 

190" 

180" 

1 

Arg. 
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Tafel  53. 


Sinus  der  Abweichung. 
Arg.  f  +0,  +rj 


Arg. 


0°+ 
180"- 


0V0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0.6 

0,7 
0,8 
0,9 

1,0 
1,1 
1.2 
1,3 
1.4 

1,5 
1,1 
1,7 
1,8 
1,9 

2,0 
2,1 


2,4 


2,«> 
2,7 
2,8 
2,9 

3,0 
:t.l 
•',2 
3,3 
3,4 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

4,0 
4,1 
4,2 
4,3 

M 

4,"> 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 


0,000000 
0,001053 
1109 
3164 
4219 

5274 
632S 
7383 
8137 
0,0011492 

0,010546 
1601 
2655 
3710 
4764 

5819 
6s73 
7927 
0.01V9S1 
0,020035 

1089 
2143 
3197 
4251 

5305 

«359 
7112 
8466 
0,029519 
0,030573 

1626 
2679 
3732 
4785 
5S38 

6891 
7944 
0.03*997 
0,040049 
1 101 

2153 
3205 
4257 
5309 
6361 

7413 
8464  | 
0,049515 
o, 1150566 
0,051617 
0,052667 


Arg 


1750-+- 
355«J- 


1055 
1051 
1055 
1055 

1055 

1054 
1055 
1054 
1055 

105  4 

1055 
1054 
1055 
105  1 

1055 

1051 
1054 
1054 
1054 

1051 

1054 
1054 
1054 
1054 

1051 

|053 

lor.t 
ior>a 

105  1 

1053 

1053 
1053 
1053 
1053 

1053 

1053 
1053 
1052 
1052 

1052 

1052 
1052 
1052 
1052 

1052 

1051 
1051 
1 05 1 
1051 
1050 


5*+ 
18ö'»— 

0,052667 
3718 
4768 
581  8 
6868 

7918 
0,05896*» 
0,060018 

1067 

am 

3166 
4215 
5263 
6312 
7360 

8408 
0,069455 
0,070503  i 
1550 
2597  ; 

3641 
4691 
573S 
6781 

7930 

8876 
0,079921 
0,080966 

2011 

3056 

4101 

5145 
8180 

7233 
8276 

0,089319 
0,090362 
1 405 
2148 
3490 

1531 

5573 
6614 
7655 
8695 

0,099736 
0,100776 
(816 

2^55 
3895 
0,104935  1 


1051 
1050 
1050 
1050 

1050 

1050 
1050 
104') 
1050 

1049 

1049 
1048 
1049 
101«, 

104$ 

1017 
1049 
1017 
1 047 

1017 

10  17 

1017 
1010 
1049 

mir. 

1015 
10  15 
1015 
1015 

1015 

1044 
1011 
1041 
1043 

1013 

1013 
1043 
1013 
1012 

1011 

1012 
1  0  1 1 
1011 
1010 

10  11 

10  10 

loio 

1039 
1010 
1010 


170"+ 


10*+ 
I9IKI- 


0,101935 
5974 
7012 
8050 

0, 109087 

0,110121 
1161 
219S 

3234 
4270 

5305 
63  10 
7375 
8409 
0,119113 

0,120477 
1510 

2543 
3576 
460^ 

5640 
6671 
7702 
8733 
0,129763 

0,130793 
|  s2> 
2851 
3  SM) 
4908 

5936 
6964 
7991 
0,13901> 
0,14001» 

1070 
2095 
3120 
4144 
5168 

6192 
7215 

8238 

0,149260 
0,150282 

1303 
2324 
3344 
4364 

5383 
0,156402 


1030 
103S 
103S 
1037 

1037 

1037 
1037 
1030 
1030 

1035 

1035 
1035 
1034 
1034 

1031 

1  03.» 
1033 
1 033 
1032 

1032 

1031 
1031 
1031 
1030 

1030 

1029 
10211 
1029 
1028 

I02S 

1028 
1027 
1027 
1026 

1026 

1025 
1025 
1024 
1021 

1021 

1023 
1023 
1022 
1022 

1021 

1021 
10  20 
1020 
1019 
101(1 


165"+ 
3450- 


150+ 
1950— 


0, 1 56402 
7421 
S439 
0,159457 
0,160474 

1491 

2507 
3522 
4537 

5552 

6566 
7579 
$592 
0,169605 
0,170617 

162s 

2639 
3650 
4660 
5669 

667* 
7686 
869  1 
0,179701 
0,18*1708 

1714 

2720 
3725 
4730 
5734 

6737 
7740 
8742 
0,189743 
0,190744 

1745 
2745 
3744 
4713 
5741 

6739 
7736 
8732 
0,199728 
0.200723 

1717 
2711 
3704 
4697 
5689 


0,2066811 
1600+ 


1019 
1018 
101$ 
1017 

1017 

I01G 
1015 
1015 
1015 

1014 

1013 
1013 
1013 
1012 

1011 

1011 
1011 
1010 
1009 

1009 

100S 
1008 
1007 
1007 

lOor. 

1006 
1005 
1005 
1004 

1003 

1003 
1002 
1 00 1 
1001 

1001 

1000 

909 
909 
OOS 

OOS 

997 
996 
996 
995 

994 

994 
093 
993 
091 
991 


20«+ 
200«_ 


0,206680 
7671 
M56I 
0,209651 
0,210640 

1628 
2616 
3603 
4589 
5574 

6559 
7543 
8527 
0,219510 
0,220492 

1474 

2455 
3435 
4415 
5394 

6372 
7319 
8326 
0,229302 
0,230278 

1253 
2227 
3200 
4173 
5145 

611« 
7086 
8056 
9025 
0,239993 

0,240961 
1928 
2894 
3859 
4824 

5788 
6751 
7713 
8675 
0,24963« 

0,25059« 
1555 
2514 
3472 
4429 

0,255385 


901 

900 
900 
OSO 

9S8 

9N8 
9s7 
OS« 
0S5 

9S5 

084 
9s  I 
9S3 
9S2 

982 

I  981 
OSO 

1  OSO 
979 

97S 

977 
077 
976 
076 

075 

974 
973 
973 
972 

971 

970 
970 

969 

L»  liS 

968 

907 
966 
965 
965 

9C4 

963 
962 
962 
961 

960 

959 
959 
958 
957 
956 


155"— 
335«- 


25»+ 
2050- 


l).  Ii  Arg. 


0,255385 
«340 
7295 
8249 

0,259202 

0,260154 
HO« 
2057 
3007 
3956 

4904 

5S52 
6799 
7745 
8690 

0,269634 
0,270578 
1520 
2462 
3403 

4343 

5282 
6221 
7158 
8095 

9031 
0,27996« 
0,280900 
1834 
2766 

3698 
4629 
5559 
6488 
7416 

S343 
0,289270 
0,290195 
1120 
2044 

2967 
:«.ss9 
4810 
5730 
«649 

7567 
84*5 
0,299101 
0,300317 
(.,301232 
0,302146 


955 
955  i 
954 
953 

952 

952 
951 
950 
949 

918 

('IS 

947 
916 
915 

944 

944 
942 
942 
941 

940 

939 
939 
937 
937 

936 

935 
934 
934 
932 

932 

931 
930 

I  929 
92S 

927 

I  927 
925 
925 
924 

923 

922 
921 
920 
919 

918 

918 
916 
91 6 
915 
914 


5P0 
4,9 
1,8 
4,7 
4.6 

4,5 
4,1 
4,3 
4,2 
4,1 

4,1 
3,9 
3,8 
3,7 
3,6 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 
2.9 
2  s 
2,7 
2.6 

2  . 
2,4 

2,3 
2,2 
2.1 

2.0 
1.9 


I  I,* 

\  M 

1,4 

1,3 

1,1 
1,1 

M 

0,9 
0,7 

0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
o,2 

0,1 

0,0 
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567 


Sinus  der  Abweichung. 
Tafel  53.    Fortsetzung.  Arg.  f  +w  +  rj 


Arg. 

30°+ 

D. 

350+ 

D. 

D. 

43'+ 

D. 

D. 

1 

D-! 

Arg. 

210° — 

215u — 

llo" — 

Off 

0,1 

0,2 

0,3  | 

0,302146 
3059 
3971 
4862 

913 
912 
■in 
910 

0,346609 
7472 
8334 

0,349196 

8G3 
862 
862 

0,368432 
0,389239 
0,390045 
0850 

807 
»>0G 
605 
804 

0,427299 
8044 
8766 

0,429531 

745 
744 
743 
741 

0,462915 
3592 
4266 
4942 

677 
676 
674 
673 

0,495007 
5611 
6214 
6615 

604 

603 
601  1 
600  , 

590 
4,9 
4,6 
4,7 

M  1 

5792 

0,350056 

860 

1654 

0,430272 

561 5 

7415 

4,6 

910 

859 

603 

740 

672 

598 

o,5 

0,6 
0,7 

0.8 

0,9 

6702 
7611 
8519 
0,309425 
0,310330 

909 
OOS 
906 
905 

0915 
1773 
2630 
3466 
4341 

$ss 

857 
856 
655 

2457 
3258 
4056 
465  7 
5655 

801 
600 
799 

798 

1012 
1750 
2^88 
3224 
3959 

736 
73S 
736 
735 

6287 
6957 
7626 
8293 
8959 

670 
669 
667 
066 

6013 
8610 
9205 
0,499799 
0,500391 

597 
595 
594 
592 

4,5 
4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

905 

65-1 

7-J6 

733 

664 

590 

1,0 

1235 

904 
902 
'■in 
901 

5195 

6151 

796 
794 
793 
792 

4692 

732 
731 
729 
728 

0,469623 

663 

0981 

569 
588 
586 
584 

4,0 

1,1 
1.2 
1,1 
1,4 

2139 
3041 
3942 
4843 

6048 
6699 
7750 
8599 

653 
851 
S5 1 
649 

7247 
8011 
6634 
0,399626 

5424 
6155 
668  l 
7612 

0,470286 
0948 
1608 
2267 

662 
660 
659 

1570 
2158 
2744 
3328 

3,9 
3,8 
3,7 
3,6 

900 

849 

791 

727 

057 

583 

1,5 

5713 

S99 
$97 

896 

0,359448 

vj; 

646 
845 
844 

0,400417 

769 
768 
767 
786 

8339 

725 
724 
722 
721 

2921 

656 
654 
653 
652 

3911 

581 
5  SO 
579 
577 

3,5 

1,6 
1.7 
1.8 
1.» 

6642 
7539 
8436 
0,319332 

0,360295 
1141 
1986 
2630 

1206 
1994 
2781 
3567 

9064 

0,439788 
0.440510 
1231 

3580 

42:u 

4887 
5539 

4492 
5072 
5651 
6228 

3,4 

Ii  ' 

3,2 
3,1 

695 

643 

764 

720 

650 

575 

2.0 
2,1 
2.2 
2,3 
2,4 

0,320227 
1121 
2014 
2906 
3797 

894 
693 
892 
691 

890 

3673 
4515 
5355 
6195 
7033 

842 
640 
840 

838 

638 

4351 
5134 
5916 
6697 
7476 

783 
782 
761 
779 

1951 
2670 
3387 
4103 
4818 

719 
717 
716 
715 

713 

6189 
6838 
7485 
6131 
8775 

649 
647 
646 
644 

643 

6803 
7377 
7949 
8520 
9089 

574 
572 
571 

569 

567 

3,0 
2.9 
2,8 
2,7 
2,6 

2,5 

2,1 

2,8 

4687 
5576 
6464 
7351 

S89 
888 
8S7 
886 

7871 
6707 
0,369512 
0,370376 

836 
635 
634 
833 

8254 
9031 
O.1096O7 
0,410581 

777 
776 
77  1 
773 

5531 
62  13 
6954 
7803 

712 
711 

709 
708 

0,479418 
0,480059 
0699 
1337 

641 
640 

638 
637 

0,509656 
0,510222 
07*46 
1349 

566 
564 
563 
561 

2,5 
2.4 
2,3 
2.2 

2.9 

8237 

1209 

1354 

8371 

1974 

1910 

2,1 

865 

831 

77:; 

706 

635 

560 

3,0 

9,1 
3,2 
3,3 
3,4 

0,329122 
0,330006 
0889 
1771 
2652 

8S4 
863 
662 
SSI 

2040 
2671 
3700 
4528 
5355 

831 

629 
828 
827 

2127 
2898 
3667 
4435 
5202 

771 
769 
766 
767 

9077 
0,449782 
0,450486 
1188 
1869 

705 
704 
702 
701 

2609 
3243 
3876 
4507 
5136 

634 
633 
631 

62'J 

2470 
3028 
3585 
4140 
4693 

55S 
557 
555 
553 

2,0 
1,9 
1,8 
1.7 
1,6 

880 

826 

766 

700 

628 

552 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

3532 
4411 
5289 
G166 
7042 

879 
878 
877 
876 

6181 
7006 
7630 
8652 
0,379474 

825 
824 
822 

CHI) 

»22 

5968 
6732 
7495 
8257 
9018 

764 
763 
762 

H  t\  1 
t  O  1 

2569 
3267 
3984 
4679 
5373 

698 
697 
695 
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Der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  ist  die  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Geodäsie,  oder  die  Ausgleichung 
der  Winkel  eines  Dreiecksnetzes,  auf  die  Art  darzulegen,  die  mir  die  ge- 
eignetste zu  sein  scheint.  Zwar  hat  Gauss  schon  einen  speciellen  Fall 
dieser  Anwendung  in  einer  Abhandlung,  die  in  Bezug  auf  die  Sache 
selbst  die  erste  war,  niedergelegt*),  während  Bessel  fast  gleichzeitig 
seine  Auflösung  derselben  Aufgabe  veröffentlichen  Hess  **).  Später  hat 
Bessel  seine  Auflösung  der  allgemeineren  Aufgabe  veröffentlicht  ***), 
und  ich  habe  fast  gleichzeitig  eine  wesentlich  davon  verschiedene  Auf- 
lösung einer  noch  allgemeineren  Aufgabe,  aber  kurz  gefasst,  und  gleich- 
sam nur  im  Scelet  gegeben  j). 

Es  ist  namentlich  diese  letztgenannte  Auflösung ,  die  ich  voll- 
ständig ausgearbeitet  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  niedergelegt 
habe,  und  die  sich  von  der  Bessel' sehen  vielfach,  unter  andern  dadurch 
unterscheidet,  dass  ich  die  unbestimmten  Auflösungen  von  Systemen  von 
linearischen  Gleichungen,  die  Bessel  verlangt,  vollständig  vermieden  habe; 
ich  bin  anzunehmen  geneigt,  dass  durch  mein  Verfahren  eine  grössere  Kürze 
der  auszuführenden  Rechnungen  erlangt  wird.  Auch  habe  ich  nicht  nur 
die  Vorschriften  zur  Berechnung  der  Gewichte  beliebiger  Functionen  der 

*)  Gauss,  Supplcmentum  tbeoriae  combinalionis  observalionum  erroribus  mi- 
nimis  obnoxiae.   Gottingae  1 828. 

•*)  Schum.  A.  N.  B.  VI.  No.  4SI. 

**•)  Bessel  und  Baoyer,  Gradmessung  in  Ostpreussen  und  ihre  Verbindung  mit 
Preussischen  und  Russischen  Dreiecksketlen.  Berlin  1838. 
t)  Schum.  A.  N.  B.  XVI.  No.  361. 
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Unbekannten,  die  bei  Bessel  fehlen,  vollständig  entwickelt,  sondern  auch 
gezeigt,  wie  verfahren  werden  muss,  wenn  mehr  wie  Eine  Grundlinie 
gemessen  worden  ist,  oder  wenn  man  das  auszugleichende  Dreiecksnetz 
an  ein  anderes,  nebenliegendes,  schon  ausgeglichenes  anschliessen  will. 

Bei  der  Ausgleichung  eines  grossen,  aus  vielen  Dreiecken  be- 
stehenden Netzes  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  anzuwendenden  allgemeinen 
Formeln  in  solcher  Darstellung  und  Aufeinanderfolge  vor  sich  zu  haben, 
dass  man  nie  die  vollständige  Uebersicht  verlieren  kann,  denn  wenn 
dieser  Umstand  eintreten  sollte,  so  ist  er  nur  durch  Verlust  an  Zeit  und 
Arbeit  zu  heben.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  mich  schon  im  Laufe 
der  Ableitungen  und  während  der  Ausführung  eines  Beispiels  bemüht, 
die  Erklärungen  möglichst  vollständig  zu  geben,  und  schliesslich  habe 
ich  aus  demselben  Grunde  noch  eine  Recapitulation  aller  Vorschriften 
und  Formeln  gegeben ,  die  wohl  ausserdem  überflüssig  gewesen  wäre, 
von  welcher  mir  aber  schien,  dass  sie  die  Uebersichtlichkeit  fördern 
mochte. 

Wenn  gleich  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auf  die  Geodäsie  den  Hauptgrund  zur  Abfassung  dieser  Abhandlung 
bildete,  so  wollte  ich  doch  nicht  unterlassen  diese  Methode  auch  in  ihrer 
Allgemeinheit,  und  in  der  ganzen  Ausdehnung,  die  sie  gegenwärtig  be- 
sitzt, zu  entwickeln,  und  dabei  einen  Weg  zu  verfolgen,  den  ich  schon 
seit  vielen  Jahren  Uberlegt  habe.  Gewöhnlich  geht  man  bei  der  Ablei- 
tung dieser  Methode  im  Allgemeinen  von  den  allgemeinen  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  aus,  aber  es  zeigt  sich  immer  im  Laufe  der 
Entwickelungen ,  dass  man  damit  nicht  vollständig  ausreicht,  sondern 
immer  in  grösserem  oder  geringerem  Maasse  den  Satz  zu  Hülfe  nehmen 
muss,  dass  bei  der  Bestimmung  Einer  Unbekannten  aus  einer  Anzahl 
von  gleich  guten  Beobachtungen  das  arithmetische  Mittel  aus  diesen  der 
wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  sei.  Da  dieses  sich  so  ver- 
hält, so  nahm  ich  mir  vor  diesen  Satz  als  Axiom  an  die  Spitze  der  Ab- 
leitungen zu  stellen  und  aus  demselben  das  Verfahren  abzuleiten,  wel- 
ches zu  befolgen  ist,  wenn  die  Werlhe  mehrerer  Unbekannten  aus  Be- 
obachtungen von  ungleicher  Genauigkeit  zu  bestimmen  sind,  und  die 
Zahl  dieser  Beobachtungen  grösser  ist  wie  die  der  Unbekannten.  Ich 
wurde,  wie  sich  voraussehen  liess,  auf  diese  Weise  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  hingeführt.  Der  Satz,  welcher  hiedurch  bewiesen 
worden  ist,  lässt  sich  streng  genommen  wie  folgt  aussprechen : 
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»Mit  demselben  Recht,  mit  welchem  man  im  ersteren,  einfachsten 
Falle  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungen  als  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  der  einzigen  Unbekannten  ansieht,  muss  man  im 
anderen,  allgemeinen  Falle  diejenigen  Werthe  der  Unbekannten  als  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  derselben  betrachten ,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  bez.  Gewichten  multiplicirten 
Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.« 

Ich  glaube,  dass  in  Bezug  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
dieser  Satz  an  der  Grenze  der  streng  beweisbaren  Satze  liegt. 

Während  bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  sich  ftlr  den  Begriff  des 
Gewichts  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen 
eine  einfache  und  sachgemasse  Erklärung  darbietet,  bleibt  es  ohne  Wei- 
teres unmöglich,  die  Relation  zwischen  den  Gewichten  und  den  relativen 
Genauigkeiten  zweier  oder  mehrerer  Beobachtungen  festzustellen.  Hiezu 
musste  ich  zwei  bekannte  Satze  aus  den  Elementen  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung verwenden  und  mit  dem  obigen  Axiom  verbinden.  Das 
Resultat,  welches  unter  andern  hieraus  hervorging,  ist  das  bekannte, 
nemlich  dass  die  Gewichte  den  Quadraten  der  Genauigkeiten  proportional 
sind.  Es  brauchten  diese  Untersuchungen  wieder  nur  in  der  Annahme 
Einer  Unbekannten  ausgeführt  zu  werden,  da  die  Folgerungen,  die  dar- 
aus entsprangen ,  ohne  Weiteres  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Unbe- 
kannten ausgedehnt  werden  konnten.  Aus  diesem  Grunde  wurden  sie 
vor  der  vollständigen  Ableitung  des  oben  angerührten  Satzes  dem  Texte 
einverleibt. 

Die  Abhandlung  behandelt  der  Reihe  nach  die  folgenden  Themata : 
§.  1.  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  Einer  Unbekannten 

aus  Beobachtungen.  Art.  1 — 17. 
§.  2.  Ausdehnung  des  Vorhergehenden  auf  den  Fall,  in  welchem  die 

Werthe  mehrerer  unabhängiger  Unbekannten  durch  Beobachtungen 

zu  bestimmen  sind.  Art.  18—27. 
§.  3.  Ausdehnung  der  bisher  behandelten  Aufgabe  auf  den  Fall,  in 

welchem  die  Unbekannten  nicht;  von  einander  unabhängig  sind. 

Art.  28—63. 

§.  4.  Anwendung  der  eben  gelösten  Aufgabe  auf  die  Geodäsie,  unter 
der  Bedingung,  dass  nur  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  ist. 

a)  Erstes  Verfahren.  Art.  64 — 107. 

b)  Zweites  Verfahren.  Art.  108—118. 
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§.  5.  Ausdehnung  des  im  Vorhergehenden  entwickelten  Verfahrens  auf 
den  Fall,  in  welchem  mehr  wie  Eine  Grundlinie  gemessen  worden 
ist,  oder  man  das  Dreiecksnetz  an  ein  benachbartes  anschliessen 
will.  Art.  119—132. 

§.  6.  Recapitulation  der  zur  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  erfor- 
derlichen Vorschriften  und  Formeln.  Art.  133—148. 

§.  7.  Berechnung  der  mittleren  Fehler  der  durch  das  vorhergehende 
Verfahren  erhaltenen  Resultate.  Art.  149—152. 

§.'8.  Nachtrag  zu  der  «Geodätische  Unlersuchuugen«  betitelten  Abhand- 
lung. Art.  153—156. 


§.  1 .  ErauUelnag  des  wahrscheinlichsten  Werthes  Einer  l «bekannten 

1. 

Grundsatz. 

•  Wenn  für  die  unmittelbare  Bestimmung  einer  unbekannten  Grösse 
mehrere  von  einander  unabhängige  Beobachtungen  vorhanden  sind ,  die 
alle  unter  gleichen  Umstanden  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt  wor- 
den sind,  so  ist  der  aus  diesen  Beobachtungen  hervorgehende  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
diesen  Beobachtungen.« 

Man  kann  diesen  Satz  zwar  nicht  vollständig  beweisen ,  aber  es 
lässt  sich  vieles  anfuhren,  welches  dafür  spricht  ,  dass  er  in  der  Natur 
der  Sache  begründet  ist.  Ks  kann  strenge  genommen  nur  bewiesen 
werden,  dass  man  bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  durch  die  Ver- 
mehrung der  Anzahl  der  Beobachtungen  sich  immer  mehr  und  mehr 
dem  wahren  Warthe  der  Unbekannten  nähert.  Beobachtungen,  die 
unter  gleichen  Umständen  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt  worden 
sind,  müssen  nothwendig  als  mit  gleicher  Genauigkeit  begabt  angesehen 
werden,  und  es  muss  daher  gewiss  das  aus  denselben  hervorgehende 
wahrscheinlichste  Resultat  wenigstens  eine  symmetrische  Function  von 
allen  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Werthen  sein.  Die  Summe 
aller  dieser  Werthe  ist  aber  die  einfachste  symmetrische  Function  der- 
selben, die  man  sich  denken  kann.  Wenn  nun  die  Unbekannte  x  ge- 
nannt wird,  und  ro  Beobachtungen  nach  und  nach  n,       n",  etc. 
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für  x  gegeben  haben,  so  dass  aus  denselben  nach  und  nach  hervor- 
gegangen ist, 


dann  wird 
und  hieraus 


x  =  n 
x  =  n 

x  =  n  etc. 


tnx  =  n+ri-i-n-t-  etc. 

n  +  r|'+r|'  +  etC. 


m 

das  ist,  x  wird  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  allen  Beobachtungen. 

Betrachten  wir  nun  die  Beschaffenheit  des  Fehlers,  den  wir  be- 
gehen indem  wir  x  durch  die  vorstehende  Gleichung  bestimmen.  Seien 
der  wahre  Werth  der  Unbekannten  ir,  und  die  wahren  Fehler  der 
Beobachtungen  0,  e\  e,  etc.,  so  dass 

n  =  w+e,    n  =  w+e,    n  =  w+e,  etc. 

wird,  dann  wird  der  Ausdruck  des  arithmetischen  Mittels 

.„   .   e+e'+eT+  etc. 
a  =  w  -+-  

m 

Vorausgesetzt  nun,  dass  kein  Grund  vorhanden  ist  um  anzunehmen, 
dass  gleiche  positive  und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlich- 
keiten haben,  muss  die  Summe  e  +  e'+e"+  etc.  sich  um  desto  mehr 
dem  Werthe  Null  nähern,  je  mehr  Beobachtungen  vorhanden  sind.  Denn 
je  öfterer  die  Beobachtungen  wiederholt  werden ,  mit  desto  grösserem 
Rechte  darf  man  erwarten ,  dass  alle  möglichen  Falle  in  gleicher  Anzahl 
vorgekommen  sind,  gleichwie  man  mit  einem  symmetrisch  gearbeiteten 
homogenen  Würfel  um  so  mehr  jede  Zahl  gleich  viele  Mal  geworfen 
haben  muss,  je  grösser  die  Anzahl  der  Wurfe  ist.  Aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung ,  dass  positive  und  negative  Beobachtungsfehler  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  haben ,  wird  bei  wachsendem  m  die  Zahl  und  die 
Grösse  der  positiven  Werthe  von  e  sich  der  Zahl  und  der  Grösse  der 
negativen  e  unbegrenzt  nahern,  also  schliesslich  die  Summe  c-f-e'-+-e"-f-  etc. 
Null  werden ,  wie  oben  behauptet  wurde.  Aus  mehrerem  Grunde  muss 
daher  bei  wachsendem  m  die  Function 

e+e'+c"+  etc. 
m 

unmerklich  werden,  und  der  Werth  x  =  w  aus  dem  arithmetischen 
Mittel  hervorgehen. 
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2. 

Indem  wir  nun  immer  das  arithmetische  Mittel  aus  gleich  guten 
Beobachtungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  an- 
sehen, nehmen  wir  zugleich  an,  dass  die  Beobachtungsfehler  bez. 

n+n'+n"+  etc. 


n  — 

i 


n  — 


*+n'+n"+etc. 


m 


•       n+n'+n"+  etc. 

m 

u.  s.  w.  seien.  Aber  es  ist  immer 

und  wir  erfüllen  also,  indem  wir  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Be- 
obachtungen als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  an- 
sehen, wie  auch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  beschaffen  sei ,  die  Be- 
dingung, die  strenge  genommen  stattfindet,  wenn  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungen unendlich  gross  ist.  Wir  nähern  uns  also  gewiss  durch 
Vergrößerung  der  Anzahl  der  Beobachtungen  dem  wahren  Werthe  der 
Unbekannten,  und  dieses  ist  in  der  That  alles  was  wir  thun  können,  da 
die  wahren  Beobachtungsfehler  uns  stets  unbekannt  bleiben  werden. 

3. 

Im  vor.  Art.  ist  schon  eine  Relation  abgeleitet  worden,  die  zwischen 
den  Übrig  bleibenden  Fehlern  stallfindet,  wenn  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Beobachtungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet ,  aber'es  besteht  zwischen  diesen  Fehlern  noch 
eine  merkwürdige  Relation,  die  in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist. 

»Wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Beobachtungen  als 
den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  betrachtet,  so  bewirkt 
man  dadurch,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Feh- 
ler ein  Minimum  wird.« 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  bemerke  ich ,  dass  man  die  übrig 
bleibenden  Fehler  durch  x—n,  x—riy  x—n,  etc.  ausdrücken  kann,  und 
der  Satz  verlangt  demzufolge,  dass 

{x—n)'1  -f-  (x— n')J  -+-  (x—n"]2  -+■  etc.  =  Minimum 
sei.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  diese  Function  kein  Maximum  haben  kann, 
denn  lässt  man  x  unbestimmt  (positiv  oder  negativ)  wachsen ,  so  nähert 
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sich  der  Werth  derselben  immer  mehr  und  mehr  dem  unendlich  Grossen. 
Die  bekannte  Bedingung  des  Minimums  giebt  nun  hier 

(x— 11)  -+-  (x— n )  -|-  (x— »")  ■+-  etc.  =  0 

woraus 

n+n'+n"+  etc. 
X  ==  

m 

folgt.  W.  z.  b.  w. 


4. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden ,  dass  gleiche  po- 
sitive und  negative  Fehler  gleich  wahrscheinlich  seien,  wir  wollen  aber 
jetzt  annehmen,  dass  dieses  nicht  der  Fall  sei,  und  die  Folgen  unter- 
suchen, die  dieser  Umstand  auf  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus- 
übt. Im  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  wird  sich  die  Summe  e+e  etc. 
bei  stets  wachsender  Anzahl  von  Beobachtungen  nicht  der  Null,  sondern 
einer  gewissen  positiven  oder  negativen  Grösse  nähern,  die  ich  mit  mk 
bezeichnen  will,  woraus  folgt,  dass  der  positive  (oder  bez.  negative) 
Fehler  e+k  mit  dem  negativen  (oder  bez.  positiven)  Fehler  e  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  hat.  Aus  einer  stets  wachsenden  Anzahl  von  Beob- 
achtungen wird  man  nun ,  wenn  man  wie  vorher  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  zur  Bestimmung  von  x  anwendet,  schliesslich 

x  =  w+i 

statt  des  wahren  Wcrthes  x  =  w  erhalten.  Man  kann  nun  nie  durch  ir- 
gend ein  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entlehntes  Princip  k  von  w 
trennen ,  sondern  muss  dafür  andere  Mittel  in  Anspruch  nehmen ,  und 
diese  können  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  sorgfältiger  Ausarbei- 
tung und  Anwendung  der  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  anderweitig  in 
Betracht  kommenden  Theorien.  Wenn  sowohl  die  Theorie,  zufolge 
welcher  x  sich  aus  den  angestellten  Beobachtungen  ergiebt,  als  die 
Theorie  des  zur  Beobachtung  angewandten  Instruments  vollständig  be- 
kannt sind,  und  richtig  angewandt  werden,  so  können  nie  gleiche  positive 
und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlichkeiten  haben ,  und  es 
muss  aus  diesem  Grunde  k  =  0  werden.  Wenn  aber  im  Gegentheil 
diese  Theorien,  oder  nur  Eine  derselben  mangelhaft  ist,  oder  unzweck- 
mässig angewandt  wird ,  dann  ist  es  nachher  unmöglich  den  constanten 
Fehler  k  aus  dem  Resultat  der  Beobachtungen  zu  entfernen.  Aus  diesen 
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Gründen  wird  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  stets  stillschweigend  an- 
genommen weiden,  dass  k  =  0  ist. 

5. 

Ich  nehme  jetzt  an ,  dass  der  Werth  x  =  N  das  nach  dem  Vorher- 
gehenden aus  m  Beobachtungen  genommene  arithmetische  Mittel  sei. 
Man  habe  ferner,  nachdem  dieses  Resultat  schon  berechnet  worden  ist, 
zur  Bestimmung  derselben  Unbekannten  x  eine  Reihe  von  m  anderen, 
von  jenen  unabhängigen,  Beobachtungen  angestellt,  die  einzeln  für  eben 
so  genau  wie  jene  gehalten  werden  müssen  ,  und  daraus  auf  dieselbe 
Weise  x  =  N'  erhalten ,  spater  habe  man  noch  tn  andere  gleich  gute 
Beobachtungen,  und  daraus  x  =  N"  erhalten,  u.  s.  w.  Wenn  man  hier- 
auf aus  allen  diesen  Beobachtungen  den  wahrscheinlichsten  Werth  von 
x  berechnen  will,  so  ist  es  von  selbst  klar,  dass  die  Gruppirungen,  die 
vorher  gemacht  worden  sind,  keinen  Einfluss  auf  das  neue  Resultat 
haben  dürfen,  und  dass  man  jetzt  wie  vorher,  ehe  die  tri,  m",  etc.  Be- 
obachtungen angestellt  worden  waren,  aus  allen  nun  vorhandenen  Be- 
obachtungen das  arithmetische  Mittel  nehmen  muss.  Da  mN  die  Summe 
der  ersten ,  m'N'  die  Summe  der  zweiten ,  m*tf*  die  Summe  der  dritten 
Gruppe  von  Beobachtungen  ist,  u.  s.  w.,  so  hat  jetzt  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Beobachtungen,  oder  mit  anderen  Worten  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten 

{gy  _  mN+m'N'  +  m"N"+e\c. 

zum  Ausdruck.  Wenn  wir  nun  annehmen,  dass  der  Werth  von  x  =  N 
das  Resultat  einer  einzigen  Beobachtung  von  solcher  Beschaffenheil 
wäre,  dass  man  sie  für  eben  so  genau  halten  müsste,  wie  das  arith- 
metische Mittel  aus  m  solcher  Beobachtungen,  aus  denen  die  anderen 
Gruppen  bestehen,  so  ist  an  sich  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  x  immer  noch  derselbe  bleibt,  den  der  Ausdruck  (I)  giebt,  und  da 
wir  denselben  Schluss  auf  alle  übrigen  Gruppen  N\  N\  etc.  von  Be- 
obachtungen ausdehnen  können,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck  (1) 
immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ist,  wenn  JV,  N',  N\  etc. 
einzelne  Beobachtungen  von  der  Beschaffenheit  sind .  dass  man  die  Be- 
obachtung, welche  N  gegeben  hat,  fitr  eben  so  genau  halten  muss,  wie 
das  arithmetische  Mittel  aus  m,  die  welche  JV'  gegeben  hat,  für  eben  so 
genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  tri,  die  welche  N"  gegeben  hat, 
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ftlr  eben  so  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  tri'  u.  s.  w.  anderen 
Beobachtungen,  denen  allen  irgend  eine  und  dieselbe  Genauigkeit  bei- 
gelegt werden  muss.  Wenn  man  daher  unter  der  Bezeichnung  des  Ge- 
wichts irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobach- 
tungen die  Anzahl  von  Beobachtungen  von  der  Genauigkeit  =  1  ver- 
steht, deren  arithmetisches  Mittel  für  eben  so  genau  gehalten  werden 
muss,  wie  diese  Beobachtung  oder  dieses  Resultat  aus  Beobachtungen, 
so  können  wir  den  Ausdruck  (I)  in  folgenden  Satz  einkleiden: 

»Wenn  man  für  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mehrere  Be- 
obachtungen angestellt  hat,  die  so  beschaffen  sind,  dass  man  ihnen  bez. 
die  Gewichte  m,  tri,  m,  etc.  beilegen  muss,  so  erhält  man  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  dieser  Unbekannten,  wenn  man  das  Resultat  einer 
jeden  Beobachtung  mit  seinem  Gewicht  multiplicirt,  diese  Produkte  ad- 
dirt  und  mit  der  Summe  aller  Gewichte  dividirt.« 

Es  folgt  ferner  aus  den  obigen  Betrachtungen  der  Satz : 
»Das  Gewicht  dieser  Bestimmung  der  Unbekannten  ist  der  Summe 
der  Gewichte  aller  dazu  zugezogenen  Beobachtungen  gleich.« 

6. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vor.  Art.  können  wir  ausserdem  noch 
die  folgenden  Folgerungen  ziehen. 

Das  Gewicht  irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus 
Beobachtungen  ist  immer  relativ  zu  verstehen,  indem  immer  die  Ge- 
nauigkeit oder  das  Gewicht  irgend  einer  bestimmten  Gattung  von  Beob- 
achtungen =  \  gesetzt  werden  muss. 

Die  obige  Ableitung  des  Begriffs  des  Gewichts  beschrankt  sich, 
strenge  genommen,  nur  auf  die  Falle,  wo  die  Gewichte  ganze  Zahlen 
sind ,  allein  es  ist  sehr  leicht  den  Begriff  des  Gewichts  auch  auf  gebro- 
chene oder  irrationale  Zahlen  auszudehnen.  Denn  wenn  man  durch  ge- 
eignete Mittel  in  Erfahrung  gebracht  hat ,  dass  irgend  eine  Beobachtung 
für  genauer  gehalten  werden  muss  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  ro, 
hingegen  für  weniger  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m-M 
Beobachtungen  der  Gattung  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  wird,  so  ist  es 
klar,  dass  das  Gewicht  dieser  Beobachtung  mir  gleich  ro  plus  einem 
Bruchlheil  der  Einheit  sein  kann,  und  nichts  hindert  uns  in  solchen 
Fallen  das  Gewicht  dieser  Beobachtung  demgemäss  anzunehmen,  wenn 
nur  Mittel  vorhanden  sind  den  Bruchlheil  zu  bestimmen.  Aus  demselben 
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Grunde  sind  wir  eben  so  wenig  gehindert,  das  Gewicht  einer  Beobach- 
tung, die  für  weniger  genau  gehalten  werden  muss  wie  eine  Beobach- 
tung der  Gattung,  deren  Gewicht  =  \  gesetzt  worden  ist,  durch  einen 
ächten  Bruch  auszudrücken. 

Endlich  bedingt  der  oben  festgesetzte  Begriff  des  Gewichts  noth- 
wendig  eine  positive  Zahl,  und  ein  negatives  Gewicht  kann  keinen  Sinn 
haben. 

7. 

Es  ist  hiebei  noch  das  Folgende  zu  bemerken.  Da  die  Genauigkeit 
der  verschiedenen  Beobachtungen  von  der  ungenaueslen  an,  deren  Ge- 
wicht =  0  angenommen,  oder  die  als  verfehlt  betrachtet  und  verworfen 
werden  muss,  bis  zur  genauesten  durch  unendlich  kleine  Abstufungen 
wächst,  so  lässt  sich  gewiss  immer  eine  Gattung  von  Beobachtungen 
denken,  in  Bezug  auf  welche  das  Gewicht  irgend  einer  beliebigen  an- 
deren Beobachtung  durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann. 
Verändert  man  hierauf  die  Gattung  von  Beobachtungen,  deren  Gewicht 
der  Einheit  gleich  gesetzt  worden  ist,  so  kann  man  dadurch  schon  auf 
Gewichte  kommen,  die  nicht  mehr  durch  ganze  Zahlen  ausgedrückt  wer- 
den können.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen,  will  ich  annehmen ,  man 
habe  verschiedene  Beobachtungen,  denen  zufolge  der  Wahl  der  Gattung 
von  Beobachtungen,  deren  Gewicht  =  i  gesetzt  worden  ist,  die  Ge- 
wichte 2,  3,  4,  etc.  beigelegt  werden  müssen ,  ändert  man  hierauf  jene 
Gattung  von  Beobachtungen,  die  zur  Einheit  des  Gewichts  dienen,  und 
wühlt  dafür  eine  andere,  z.  B.  eine  solche  deren  Gewicht  das  Dreifache 
jenes  ist,  dann  sind  die  Gewichte  der  übrigen  Beobachtungen  schon 
nicht  durchaus  mehr  ganze  Zahlen,  sondern  gehen  in  die  folgenden  über, 
f,  1,  i,  etc.  Man  sieht  hieraus  wie  die  obige  Definition  des  Gewichts 
auch  schon  ohne  die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  zu  Hülfe  zu  ziehen, 
aufgebrochene  Zahlen  fuhren  kann. 

8. 

Die  Relation,  die  wir  im  Art.  5  zwischen  dem  Gewicht  einer  Be- 
obachtung und  dem  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels  aus  einer  ge- 
wissen Anzahl  gleich  guter  Beobachtungen  aufgestellt  haben ,  führt  uns 
auf  die  Aufgabe  zu  bestimmen :  wie  gross  denn  eigentlich  die  Genauig- 
keit des  arithmetischen  Mittels  aus  einer  gewissen  Anzahl  gleich  guter 
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Beobachtungen  in  Bezug  auf  die  Genauigkeit  einer  jeden  einzelnen  dieser 
Beobachtungen  sei? 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  fällt  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
an  heim,  wenn  wir  erst  festgesetzt  haben  werden,  was  unter  relativer 
Genauigkeit  verstanden  werden  muss. 

»Wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Be- 
obachtung oder  irgend  eines  Resultats  aus  Beobachtungen  zwischen  den 
Grenzen  —  c  und  c  liegt,  der  Wahrscheinlichkeit  gleich  ist,  dass  der 
Fehler  irgend  einer  anderen  Beobachtung  oder  irgend  eines  anderen  Re- 
sultats aus  Beobachtungen  zwischen  den  Grenzen  —  c  und  c  liegt, 
so  verhalt  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultats  zu  der  des  zweiten 
wie  c  zu  c.« 

Vermittelst  dieser  Definition,  die  die  einfachste  und  sachgemässeste 
ist,  die  man  von  dem  Begriff  der  relativen  Genauigkeit  einer  Beobach- 
tung oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen  aufstellen  kann,  wird  es 
leicht  sein  das  Verhaltniss  der  Genauigkeit  einer  einzelnen  Beobachtung 
zu  der  des  arithmetischen  Mittels  aus  irgend  einer  Anzahl  für  gleich  gut 
zu  haltenden  Beobachtungen  zu  bestimmen,  wenn  wir  von  dem  Gesichts- 
punkt ausgehen,  dass  das  arithmetische  Mittel  Uberhaupt  der  wahrschein- 
lichste Werth  der  aus  diesen  Beobachtungen  zu  bestimmenden  Unbe- 
kannten ist. 


Sei  für  irgend  eine  bestimmte  Gattung  von  Beobachtungen  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Fehlers  J  durch  yj,  wo  tp  ein  Functionszeichen  ist, 
ausgedrückt,  dann  wird,  wenn  wir  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Feh- 
ler irgend  einer  Beobachtung  dieser  Gattung  innerhalb  der  Grenzen  +  c 
liegt,  mit  w  bezeichnen ,  w  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeilen 
aller  Fehler  von  —  c  bis  -+-  c,  und  da  die  Beobachlungsfehler  durch  un- 
endlich kleine  Stufen  wachsen  oder  abnehmen,  ✓ 


Da  ferner  jeder  Beobachtungsfehler  gewiss  innerhalb  der  Grenzen 


9. 


—  oo  und  ■+-  oo  liegt,  so 


>l  sich 
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Wenn  wir  ferner  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einer  Anzahl  von 
m  gleich  guter  Beobachtungen  beziehungsweise  die  Fehler  J\  J\  etc. 
J(m)  vorkommen  mit  TV  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

W=<pJ'  .q>J"  q>J(m) 

Diese  Satze  ergeben  sich  aus  den  Elementen  der  Wahrscheinlich- 
keilsrechnung, wenn  man  die  dort  angenommenen  endlichen  Unterschiede 
in  den  Uberhaupt  möglichen  Fallen  als  unendlich  klein  betrachtet,  oder 
die  endliche  Anzahl  der  möglichen  Falle  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
verwandelt.  Endlich  folgt  aus  denselben  Betrachtungen,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  J'  zwischen  den  Grenzen  +  a,  J"  zwischen  den 
Grenzen  +  a\  etc.  liegt,  durch  das  m  fache  Integral 

I     ...I        WdJ' .  dJ\  .  .  dJ(m) 

-a'  J-a"  J-oW 

ausgedrückt  wird.  Dieser  Ausdruck  gilt  zwar  nur  wenn  die  Beobach- 
tungen von  einander  unabhängig  sind,  aber  diese  Bedingung  hindert 
nicht  ihn  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  zwischen  den  Fehler- 
grenzen a,  a,  etc.  eine  Relation  besteht,  wenn  diese  nur  so  beschaffen 
ist,  dass  sie  unbeschadet  der  Unabhängigkeit  der  Beobachtungen  von 
einander  stattfinden  kann.  Wenn  nun  eine  solche  Relation  angenommen 
wird,  so  muss  man  bei  den  verschiedenen  Integrationen  darauf  Rück- 
sicht nehmen.  Sei 

(2)  ......    •   y  =  f(J\J"...) 

diese  Relation,  worin  y  eine  gegebene  Grösse  und  f  ein  Functionszeichen 
ist,  und  die  erste  Aufgabe  sei,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
dass  y  zwischen  den  Grenzen  +  b  liege.  Man  muss  um  diese  Aufgabe 
zu  lösen,  zuerst  vermittelst  dieser  Relation  eine  der  Veränderlichen  J\ 
J\  etc.  nebst  dem  Differential  derselben  aus  dem  obigen  m  fachen  Inte- 
gral eliminiren.  Sei  zu  diesem  Zweck 

(3)  .    .    .    .    J&  =  Ffr.  J\  J"  ^(M-')) 

wo  wieder  F  ein  Functionszeichen  ist,  der  Ausdruck  für  J{m) ,  welcher 
sich  aus  dem  obigen  Ausdruck  für  y  ergiebt,  so  bekommt  man,  wenn 
man  nicht  blos  J{m)  und  dj(m)  eliminirt,  sondern  auch  den  obigen  Aus- 
druck für  W  substituirt, 

(4)  WdJ'.  dJ". . . dJ(m)=K.<f>J' '.  tpj\  . .  ipJ^-'KdJ'.  dJ". . . dJm-f).dy 
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wenn  man  zur  Abkürzung 

K  =  (f,  (F  (y,       J  ,  .  .  J{  -  '))  — — d~  

setzt,  und  die  m fache  Integration  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
muss  jetzt  so  ausgeführt  werden,  dass  man  J'a  J", .  .  .  inner- 
halb der  Grenzen  ausdehnt,  für  welche,  wenn  man  y  zwischen  den 
Grenzen  +  b  nimmt,  die  Function  F  für  /fm)  alle  möglichen  Werthe 
giebt.  Die  Integration  endlich  in  Bezug  auf  y  muss  innerhalb  der  Gren- 
zen +  b  ausgedehnt  werden. 

10. 

Wenn  wir  nun  das  Vorstehende  anwenden  wollen  um  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  finden ,  dass  die  Summe  der  Fehler  von  m  Beobach- 
tungen innerhalb  der  Grenzen  +  b  liege,  so  wird  die  Relation  (2)  in 

y  -  J  +J  +  .  .  .  +J(m) 

übergehen.  Ich  ziehe  aber  vor  einen  Schritt  weiter  zu  gehen,  und  statt 
dieser  Relation  die  folgende  allgemeinere  einzuführen, 

1  Ji  .     "   4»  .  (m)  *im) 

y  =  c.J  -f-f  J  H-  .  .  .  -Hf  'J 

worin  e',  .  .  *<",)  gegebene,  numerische  Coefficienten  bedeuten  sollen, 
denn  hiedurch  können  wir  die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  wie  sich 
weiter  unten  ergeben  wird,  sogleich  auf  den  Fall  ausdehnen,  in  welchem 
die  Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  haben,  wahrend  der  ein- 
fachere Fall,  in  welchem  die  Gewichte  aller  in  Betracht  gezogenen  ein- 
ander gleich  sind,  daraus  erhalten  wird,  wenn  man 

*'  =     =  etc.  =  *{m)  =  i 

setzt.  Die  oben  angenommene  Relation  giebt 

j  =  r?=5  

welche  der  allgemeinen  Relation  (3)  entspricht.  Hieraus  ergiebt  sich  also 

dy  ~  t(») 

Da  ferner  möglicher  Weise  jeder  Fehler  zwischen  den  Grenzen 
—  oo  und  +oo  Hegen  kann,  und  die  Annahme  dieser  Grenzen  für 
J\  J",  .  .  .  J(m~l)  nebst  den  Grenzen  +b  für  y  in  Folge  der  vor- 
stehenden Gleichung  dem  Fehler  J(m)  alle  möglichen  Werthe  zutheilt, 
so  müssen  die  Integrationen  innerhalb  dieser  Grenzen  ausgeführt  werden. 
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Wenn  wir  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  bez.  mit 
t ,  *\  .  .  .  §W  multiplicirlen  Beobachtungsfehler  innerhalb  der  Grenzen 
+  b  liege,  mit  W  bezeichnen,  so  wird  zufolge  der  (4) 

,»+00  ,.  +  0O        /»+OO  /*+b 

J-ao  »/-<»      J -00  J -b 
wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird. 

Um  diesen  Ausdruck  integriren  zu  können ,  müssen  wir  die  Func- 
tion (f  kennen,  und  die  Kenntniss  davon  erlangt  man  durch  den  an 
die  Spitze  dieser  Abhandlung  gestellten  Grundsatz.  Nehmen  wir  die 
Gleichung 

W  =  <pj' .  yj" .  . .  tpj  N 

wieder  vor,  in  welcher  W  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  in  einer  Reihe 
von  m  gleich  guten  Beobachtungen  die  Fehler  J',  J\  . . .  vor- 
kommen. Indem  wir  uns  wieder  des  oben  angezogenen  Grundsatzes 
bedienen,  nehmen  wir  zugleich  an,  dass  das  Zusammentreffen  der  durch 
diese  Annahme  sich  ergebenden  Fehler  der  Beobachtungen  die  grössle 
Wahrscheinlichkeit  habe ;  die  eine  dieser  Annahmen  ist  in  der  anderen 
enthalten.  Wenn  aber  das  Zusammentreffen  der  unter  der  genannten 
Bedingung  sich  ergebenden  Fehler  das  wahrscheinlichste  ist,  so  muss 
nothwendiger  Weise  W  ein  Maximum  werden.  Diese  Bedingung  giebt 
die  Gleichung 

0        d>f  J'  d.f        d,f.r    dJ"  dtpji" )  AJW 
~~  'f  f  -dJ'  de       if  J".  <LT  de  ^jW^m)  de 

wenn  c  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungen  bedeutet.  Wenn 
aber  wieder  die  beobachteten  Werthe  der  Unbekannten  mit  n',  n",  .  .  . 
n(m>  bezeichnet  werden,  so  wird 

J'  =  n'—c,    J"  =  n—c,  .  .  .         =  »W-c 

und  daher 

d.l'    _   d.f  .  rf./<*> 

de  de    —  etc.  —    dc  - 
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die  obige  Gleichung  geht  hiemit  in 

über.  Aber  im  Art.  2  wurde  gefunden,  dass  in  Folge  der  Annahme  des 
arithmetischen  Mittels  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekann- 
ten, die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehler  Null  ist,  und  hieraus  er- 
halten wir  jetzt 

0  =  J'+J'+...+JM 

und  da  diese  mit  der  Gleichung  (6)  zugleich  stattfinden  muss,  so  ergiebt 
sich  allgemein,  dass 

jSa  = 

sein  muss,  wo  k  eine  Constante  ist,  denn  auf  andere  Art  lässt  sich  den 
beiden  Gleichungen  zugleich  nicht  Gnüge  leisten.  Das  Integral  der 
vorstehenden  Gleichung  ist 

<pj  =  Uk*% 

wo  /  die  Integrationsconstante  und  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Lo- 
garithmen ist.  Hiemit  erhalten  wir 

und  wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  eines  Maximums  filhig 
wäre,  so  müsste  k  positiv  angenommen  werden.  Da  aber  diese  Summe 
nur  eines  Minimums  fähig  ist,  so  muss  nothwendig  k  negativ  sein,  damit 
W  ein  Maximum  werde.  Setzt  man  um  dieses  auszudrücken  k  =  —  h\ 
so  wird 

<pj=  /c 

Es  muss  ferner,  wie  oben  gezeigt  wurde 

>+oo 

— oo 

werden,  und  da 

e        dJ  =  ^ 

— OO 

ist,  wenn  n  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich  /  =      ,  und  es  wird  schliesslich 

Abhudl  d.  K.  S.  GMtltadl.  d.  WiiMaacb.  XIII.  U 
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und 

wo  ^'M-  . . .  +J{m)i  ein  Minimum  ist.  Es  folgt  hieraus  wieder 
der  Satz,  dass  wenn  man  eine  Unbekannte  durch  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  dafür  erhaltenen  Beobachtungen  bestimmt ,  man  zugleich 
dadurch  bewirkt ,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden 
Fehler  ein  Minimum  wird;  welcher  Satz  im  Art.  3  auf  andere  Art  schon 
bewiesen  wurde. 

42. 

Es  sollen  nun,  um  in  den  folgenden  Ausdrücken  eine  leichtere 
Uebersicht  zu  gewinnen,  die  folgenden  Abkürzungen  in  den  Bezeichnun- 
gen eingeführt  werden, 

t    —  H      '"    =  fi"         t<m~l)  —  /Hm-«) 

-  l 

tn 

fKm) 

Substituirt  man  nun  den  unter  (7)  erhaltenen  Ausdruck  für  <pJ  in  den 
Ausdruck  (5),  so  ergiebt  sich 

>+0O  f+OO         /*  +  OÜ  ^  +  b 

IV 

-OO  J  -OO  t/_(X)«/-ii 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist.  Betrachtet  man  aber  das  Integral 

J -OO 


I        ...  J        |  E,dJ,.dJH...dJl<*-<).dy 

-CO      —  OO         J  —oqJ  —b 


und  setzt  darin 


so  wird 


-CO 


X  = 


3  _  jö: 


»/-oo 
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folglich,  da 

z»+oo   

rW(fe=:yf 


-oo 
ist 


Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  den  obigen  Ausdruck  für  H"  an ,  so 
ergiebt  sich  nach  der  ersten  Integration 


r   /.+0O        /»+OO  „+b 

W'  =  t/^J  J        I  E"<U\dJ\...dJ^-».dy 

wo 

E  =  e      \  I 
ist.  Nach  der  zweiten  Integration  erhalt  man 

-OO       *^  -OO  «' -6 

ist,  nach  der  dritten  Integration  wird 

.     *.  1  ✓»+«>      p+OQ  ~+b 

Wm*vV*+F+3*+3*\         I       l  E"dJ"....dJ{<»-<).dy 

J-OO      J-CO  J-b 

e" =«-»•(  v-lü&xr*****  ■  ■  1 

ist,  und  das  Gesetz  des  Fortganges  stellt  sich  jetzt  deutlich  hervor- 
Nach  der  (m— 2)ten  Integration  wird  folglich 


WO 


.  BfÄ  ,»+00  /»+& 

v  -00  */— s 

ist.  Führt  man  nun  auch  die  (m— Ijte  Integration  auf  dieselbe  Weise 
aus  und  substituirt  die  Ausdrücke  der  eingeführten  Hülfsgrössen,  so  be- 
kommt man 


44 
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W  =  *  -I      e     «'•+«"+...+«<">*  dy 

womit  alle  Integralionen  ausgeführt  sind,  die  man  ohne  Hülfe  von  un- 
endlichen Reihen  erhalten  kann. 

13. 

Nehmen  wir  nun  an ,  dass  die  eben  gefundene  Wahrscheinlichkeit 
der  Wahrscheinlichkeit  gleich  sein  soll,  dass  der  Fehler  irgend  einer  der 
in  Betracht  gezogenen  Beobachtungen  innerhalb  der  Grenzen  +  a  ent- 
halten sei,  so  wird  zufolge  des  Vorhergehenden  auch 


und  es  muss  die  Relation  zwischen  a  und  6  aus  der  folgenden  Gleichung 
bestimmt  werden 

J.+a  (  p+b     _  AV  

Sei 

dann  wird 

 I      e    «'•+«"•+...+•<">•  dy  =  I  e-h*utdu 


wenn 

6 


gesetzt  wird.  Die  obige  Bedingungsgleichung  geht  hiemil  in  die  fol- 
gende 


e -*V  dy  =  I      c  -*V  rft< 


über  und  hieraus  folgt 

welches  die  gesuchte  Relation  ist. 
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Diese  Relation  giebt  in  Verbindung  mit  der  im  Art.  8  gegebenen 
Definition  der  relativen  Genauigkeit  sogleich  den  folgenden 

Isten  Satz. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m  gleich  guten,  beziehungsweise 
mit  den  gegebenen  Factoren  e, .  multiplicirten  Beobachtungen 
verhält  sich  zur  Genauigkeit  Einer  dieser  Beobachtungen  wie 

Nehmen  wir  an ,  dass  *'  =  *"  =  etc.  =  «'m'  =  —  sei ,  dann  geht 

die  eben  bezeichnete  Function  der  Beobachtungen  in  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  Uber,  und  wir  erhalten  daher  sogleich  den  folgenden 

2ten  Satz. 

»Die  Genauigkeit  des  arithmetischen  Mittels  aus  tn  gleich  guten 
Beobachtungen  verhält  sich  zur  Genauigkeit  irgend  Einer  derselben  wie 

Y^  :  i.« 

Die  Verbindung  dieses  Satzes  mit  der  im  Art.  5  aufgestellten  De- 
finition des  Gewichts  einer  Bestimmung  aus  Beobachtungen  zeigt,  dass 
das  Gewicht  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen 
dem  Quadrat  der  Genauigkeit  derselben  proportional  ist. 

Man  kann  den  ersten  obigen  Satz  leicht  auf  Beobachtungen  von 
ungleicher  Genauigkeit  ausdehnen.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  Fehler 
e,  e", . . .  solchen  Beobachtungen  angehören,  deren  Genauigkeiten 
bez.  den  Zahlen  Yp,  Yl>\  •  •  •  Vp^1'  proportional  sind,  so  gehören 
die  Fehler  e  Yfi,  e"  Yp  •  •  .  e(m)  Yfim]  gewiss  Beobachtungen  von 
gleicher  Genauigkeit  an,  denn  durch  die  Multiplication  der  Fehler  mit 

den  Zahlen  Yp,  Yp",  etc.  werden  diese  gewiss  V^mal  Yp"  mal,  etc. 
vergrössert,  also  die  Genauigkeiten  gewiss  eben  so  viel  verkleinert,  und 
auf  gleiches  Maass  gebracht.  Bezeichnen  wir  daher  die  Fehler  e  Yp. 
e  Yp\  etc.  mit  J',  J\  etc.,  so  kann  der  Ausdruck 

sogleich  in  den  folgenden  verwandelt  werden 

Yv      Yv  Y?(m) 
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und  hiemit  ergiebt  sich  der 

3te  Salz. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m,  bez.  mit  den  gegebenen  Fac- 
toren  eN  multiplicirten  Beobachtungen,  deren  relative  Ge- 

nauigkeiten den  Zahlen  Vp\  Vp\  . . .  Vpm]  proportional  sind,  oder  mit 
anderen  Worten,  denen  die  Gewichte  p,  p\  . .  .pN  beigelegt  werden 
müssen ,  verhalt  sich  zur  Genauigkeit  Einer  Beobachtung  der  Gattung, 
deren  Genauigkeit  oder  Gewicht  als  Einheit  angenommen  worden  ist,  wie 

i  •  i/^rrz^  « 

•  V  *  *  f  ^ ' •  •  ^fC«* 
Das  Gewicht  eines  aus  solchen  Beobachtungen  gezogenen  Resultats 
hat  also,  wenn  man  es  mit  P  bezeichnet, 

(8)  P  =  -   • 

fr"1"  p"  "•"•••"■"pC) 

zum  Ausdruck ,  und  bedeutet ,  dass  dieses  Resultat  ftlr  eben  so  genau 
gehalten  werden  muss ,  als  wäre  es  das  arithmetische  Mittel  aus  P  sol- 
cher Beobachtungen,  deren  Gewicht  oder  Genauigkeit  mm  1  ist. 

14. 

Wenden  wir  zu  näherer  Erläuterung  des  Ausdrucks  (8)  denselben 
auf  die  einfachsten  Funclionen  von  zwei  Grössen  an.  Seien  durch  die 
Beobachtungen  die  Grösse  a  mit  dem  Gewicht  />,  und  die  Grösse  a  mit 
«lein  Gewicht  p'  erhalten,  man  fragt  zuerst  nach  dem  Gewicht  der 
Function 

*(*±<0 

Hieftir  giebt  der  Ausdruck  (8),  da  hier  t  =  \ ,  t  =  -+-  {  ist 

~  P+P' 

oder  wenn  p  =  p  ist, 

P  =  2p 

mit  dem  2.  Satze  übereinstimmend ,  wenn  wir  blos  das  obere  Zeichen 
annehmen.  Kragt  man  ausserdem  nach  dem  Gewicht  der  Function 

a  a 

wenn  die  Gewichte  dieselben  sind  wie  vorher,  so  giebt  der  Ausdruck 
(8),  da  nun  e  =  \ ,  «"  ==  Hh  1  ist, 
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#>  pp' 

oder  wenn  man  p  =  p  macht 

Wenn  man  hier  unter  a  und  a  die  bei  einer  Triangulation  von  einer  und 
derselben  Station  aus  eingeschnittenen  Richtungen  zweier  Dreiecks- 
punkte versteht ,  so  ist  a  —  a'  der  durch  die  Beobachtungen  erhaltene 
Winkel  zwischen  diesen  beiden  Punkten ,  und  setzt  man  das  Gewicht 
der  Bestimmung  einer  jeden  der  beiden  Richtungen  =  1 ,  so  ist  das 
Gewicht  des  Winkels  nur  =  | ,  oder  die  Genauigkeit  des  Letzteren  nur 

-  V*- 

15. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder  die  Gleichung  (1)  vor,  nomlich 

mN+m'N'+m"N"+ ... 

X  =  — 


'+m"+... 

welche  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  giebt,  wenn  die  beobach- 
teten Werlhe  Nt  N\  N\  etc.  bez.  die  Gewichte  ro,  tri,  tri,  etc.  haben. 

Wenn  nun  die  Beobachtungen  nicht  unmittelbar  x  =  N,  x  =  N\  etc., 
sondern  statt  dessen  ax  =  n,  a'x  =  n\  etc.  gegeben  haben,  wo  a,  a,  etc. 
bestimmte,  durch  die  Theorie  der  Aufgabe,  welche  auf  die  Bestimmung 
von  x  hinführt,  gegebene  numerische  Coefficienten  sind,  dann  ist  in  den 

aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthen  x  =  ^,  x'  =  ^-,  etc.  -Jj-  ge- 

wiss  an»,  genauer  wie  „,  £  gewiss  a'n,a,  genauer  wie     u.s.w.,  wei. 

die  Fehler,  womit  »,  n,  etc.  behaftet  sind,  durch  die  angeführten  Divi- 
sionen gewiss  a,  a\  etc.  mal  verkleinert  worden.  Wenn  nun  die  Ge- 
nauigkeit aller  Beobachtungen,  welche  n,  n,  etc.  gegeben  haben,  für 
dieselbe  gehalten  werden  muss,  so  werden  in  Folge  der  Gleichung  (8) 
die  Gewichte  der  daraus  hervorgehenden  einzelnen  Bestimmungen 

£•  elc* 

bez.  a2,  a'2,  a"2,  etc.  sein,  wenn  p  =  p"  =  etc.  =  1  gesetzt  wird.  Es 
wird  daher  jetzt 

m  =  a2,  tri  =  a'2,  tri  =  a\  etc. 
N  -  i,  IT  -  ^,  AT  =  etc. 
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und  der  durch  die  oben  angeführte  Gleichung  ausgedrückte  wahrschein- 
lichste Werth  von  x  bekommt 

X  =  «*H-aV+a"w"+  • 
~al+a"+a"t+  ... 

zum  Ausdruck ,  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  ist  =  aJ  -+-  a 2 
-+-  a"2  -+-  — 

16. 

Wenn  hingegen  die  Beobachtungen ,  welche  n  für  o.r,  n  für  a'x,  n" 
für  a"x,  u.  s.  w.  gegeben  haben,  für  ungleich  genau  gehalten  werden 
müssen ,  und  zwar  die  erste  für  so  genau  wie  das  arithmetische  Mittel 
aus  p,  die  zweite  für  so  genau  wie  das  aus  p,  die  dritte  für  so  genau 
wie  das  aus  p\  u.  s.  w.  Beobachtungen  von  gleicher  als  Einheit  ange- 
nommener Genauigkeit ,  so  werden  die  Gewichte  der  einzelnen  Bestim- 
mungen von  ax,  a'x,  ax,  etc.  zufolge  der  Gleichung  (8)  ePp,  o'y,  a"*p\ 
etc.  zum  Ausdruck  haben,  und  es  wird  also  jetzt 

m  =  a^p,  m  =  a"y,  m"  =  a"2/»",  etc. 

wahrend  wie  vorher  die  Gleichungen 

ir-f  «r-£.  r-J.  e.c 

bleiben.  Der  allgemeine  Ausdruck  zu  Anfang  des  vor.  Art.  giebt  folg- 
lich jetzt  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  den  Ausdruck 

  pan+p'a'n' +pr'a"n"  +  .  .  . 

W *  —    pa,+£V*+V'<»''*+  •  •  • 

mit  dem  Gewicht  =  pai+p'a"l+p''a2+  . . . 

Man  sieht,  dass  der  am  Ende  des  vor.  Art.  gefundene  Ausdruck 
für  x  sich  als  einen  speciellen  Fall  des  vorstehenden  ausweist ,  wie  es 
auch  sein  muss,  und  dass  der  vorstehende  in  jenen  übergeht,  wenn  man 
alle  Gewichte  p,  p\  p'\  etc.  einander  gleich  macht. 

Der  eben  gefundene  Ausdruck  für  *  kann  auf  zweierlei  Weise  ein- 
fach durch  Worte  ausgedrückt  werden. 

\ )  Wenn  man  für  die  Bestimmung  der  Unbekannten  x  durch  Be- 
obachtungen ,  die  von  einander  unabhängig  sind ,  die  Werthe  n,  n,  » • 
etc.  erlangt  hat.  denen  bez.  die  Gewichte  p,  p,  p",  etc.  beigelegt  werden 
müssen,  und  die  mit  der  Uubekannten  durch  die  Gleichungen 

ax  =  n .  a'x  =  n  ,  a'x  =  n" ,  etc. 
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verbunden  sind .  dann  erhält  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x, 
wenn  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  Produkt  des  Gewichts  der- 
selben in  den  Coefficienten  von  x  mulliplicirt ,  die  so  abgeänderten  Glei- 
chungen addii  t,  und  aus  dieser  Summe  x  auf  gewöhnliche  Art  ableitet, 
nemlich  das  bekannte  Glied  mit  dem  Coefficienten  von  x  dividirt.  Das 
Gewicht  dieser  Bestimmung  ist  dem  eben  genannten  Divisor  gleich. 

2)  Man  bringe  die  gegebenen  Gleichungen  auf  Gleichuugen,  die 
gleiche  Genauigkeit  haben,  welches  dem  Vorhergehenden  zufolge  da- 
durch bewirkt  wird ,  dass  man  sie  bez.  mit  yp, ,  j/fT,  Yv\  etc.  mulli- 
plicirt ,  wodurch 

VJ.ax  =  VJ.n,    Vi.ax^V^.n  ,    VJ. ax  =  VJ.n  .  etc. 

erhalten  wird.  Hierauf  multiplicire  man  jede  dieser  Gleichungen  mit 
dem  jetzt  stattfindenden  Coefficienten  von  x ,  bilde  die  Summe  dersel- 
ben ,  und  dividire  wieder  das  bekannte  Glied  mit  dem  nunmehrigen 
Coefficienten  von  x.  Es  ist  klar,  dass  der  obige  Ausdruck  für  x  auch 
aus  diesem  Verfahren  hervorgeht. 

*7. 

Wenn  die  Bedingung,  die  das  Vorhergehende  involvirt,  nemlich 
dass  die  Unbekannte  unmittelbar  durch  eine  linearische  Gleichung  gege- 
ben sei,  nicht  erfüllt  ist,  so  erleiden  die  erhaltenen  Ausdrücke  durchaus 
keine  Aenderung.  Um  dieses  zu  zeigen,  sei  überhaupt 

fX  =  N 

wo  f  ein  Functionszeichen  und  X  die  Unbekannte  ist ,  die  Gleichung, 
welche  die  Lösung  einer  vorgegebenen  Aufgabe  bildet,  und  so  beschaffen 
ist,  dass  der  vollständige  Werth  von  N  nur  durch  Beobachtungen  erlangt 
werden  kann.  Sei  £  ein  genäherter  Werth  von  X,  und  der  wahrschein- 
lichste Werth  dieser  Unbekannten 

X  =  £  +  x 

wo  £  so  nahe  richtig  angenommen  wird,  dass  man  mil  der  Berücksich- 
tigung der  ersten  Potenz  von  x  ausreicht.  Setzt  man  hierauf 

ft  «  * ,     •?/-  =  a  ,     N-v  =  n 
so  bekommt  man 

ax  =  n 

Wendet  man  die  Gleichung  fX  =  N'  auf  einen  anderen  Fall  an,  der  aber 
so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Unbekannte  X  keine  Aenderung  erlei- 
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det,  und  nur  in  der  Function  f  ausser  N  sich  eine  oder  mehrere  Con- 
stanten geändert  haben,  dann  ergiebt  sich  eben  so 

ax  =s  n' 

u.  s.  \v.  Durch  dieses  Verfahren  kann  man  jedem  Falle  die  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  unterwerfenden  Bestimmungen  auf  linearische 
Gleichungen  von  der  Form  hinführen,  die  im  Vorhergehenden  angenom- 
men worden  sind. 


§.  2.  Ausdehnung  des  Vorhergehenden  auf  deu  Fall,  in  welchen  die 
Werthe  Mehrerer  unabhängiger  Inbekannten  durch  Beobachtungen  n 

18. 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden,  dass  die  durch  Hülfe  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  lösende  Aufgabe  auf  nur  Eine  Unbekannte 
hingeführt  hat,  wahrend  von  nun  an  die  Fälle  betrachtet  werden  sollen, 
wo  mehrere  Unbekannten  vorhanden  sind.  An  den  Inhalt  des  vor.  Art. 
anknüpfend  bemerke  ich  zuerst,  dass  auch  in  diesen  Fallen  die  Bestim- 
mung der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  auf  die  Ermitte- 
lung derselben  aus  einem  System  von  linearischen  Gleichungen  hinge- 
führt werden  kann.  Seien  die  Gleichungen ,  die  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe bilden , 

f(X,  X',  r,  etc.)  =  L 
F(X,  X',  X",  etc.)  -  L 
<p(X,  X',  X\  etc.)  =  V 
u.  s.  w.  wo  f,  F,  q>  etc.  Functionszeichen ,  X,  X',  X",  etc.  die  Unbe- 
kannten, und  L ,  L\  L\  etc.  durch  Beobachtungen  zu  ermittelnde  Grössen 
sind.  Nachdem  man  sich  die  genäherten  Werthe  f,         etc.  der  Unbe- 
kannten verschafft  hat,  welches  immer  möglich  ist,  seien  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  derselben 

X  =  |-C-£,    X' =  *'  +  *',    r  =  {"  +  «,  etc. 
wo  x,  x,  x",  etc.  so  klein  angenommen  werden,  dass  man  mit  den  ersten 
Potenzen  derselben  ausreicht.  Setzt  man  hierauf 

/*(!,  I',     etc.)  =  X 
F(f,     l",  etc.)  =  X' 
9 (|,  f,  £\  etc.)  ==  A" 
etc. 
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(-£)-••  (•£)-»  •  (^) -«.*». 

(£)-*".  (» 
etc.  etc. 

ox  +  fcx  +•  car"  +■  etc.  -4-  A  =  L 

dx+M  +  Js"+ete.+X'  =  L' 

a'x+b'x  +  cV  +  etc.  +A"  =  V 
etc  etc. 
welche  Gleichungen  die  verlangte  Form  haben,  und  zu  welchen  bemerkt 
werden  kann,  dass  alle  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Grössen  sich  auf 
der  einen,  und  die  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Grössen  sich 
auf  der  anderen  Seite  der  Gleichheitszeichen  befinden ,  gleich  wie  dieses 
in  den  ähnlichen  Gleichungen  des  vor.  §.  auch  stattfand.  Setzt  man 
ferner 

L-A  =  .,    L  —k'  =  V  ,    V— r  =  T,  etc. 

so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen 

01+  bx  ■+-  ex"  -+-  etc.  =  l 
a'a?H-  6V -|- cV +■  etc.  =  V 
ax •+■  b*x     ex" ■+■  etc.  =  /" 
etc.  etc. 

in  welchen,  wenn  die  Beobachtungen  nur  nicht  gar  zu  ungenau  sind, 
oder  die  genäherten  Werthe  f ,  f",  etc.  der  Unbekannten  sich  nicht 
allzuweit  von  den  wahren  oder  wahrscheinlichsten  Werthen  entfernen, 
die  völlig  bekannten  Glieder  kleine  Zahlenwerthe  haben. 

Sollte  es  sich  nach  der  Durchführung  der  Auflösung  dieser  Glei- 
chungen zeigen ,  dass  die  zu  deren  Erlangung  angewandten  genäherten 
Werthe  £ ,  f,  etc.  nicht  so  genau  gewesen  sind ,  dass  man  mit  den 
ersten  Potenzen  von  x,  x ,  x",  etc.  ausreichte,  so  giebt  die  Auflösung 
wenigstens  mehr  genäherte  Werthe  der  Unbekannten,  durch  deren  Sub- 
stitution und  Wiederholung  der  Auflösung  man  genauere  Werthe  erhält, 
u.  s.  w.  wenn  nöthig. 

Fassen  wir  vor  allem  Anderen  die  Zahl  der  Gleichungen  (10)  und 
die  Zahl  der  darin  vorkommenden  Unbekannten  in's  Auge ,  so  sind  drei 
Fälle  möglich,  es  kann 
i)  die  Zahl  dieser  Gleichungen  kleiner  sein  wie  die  der  Unbekannten, 


(10) 
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2)  die  Zahl  der  Gleichungen  denen  der  Unbekannten  gleich  sein, 

3)  die  Zahl  der  Gleichungen  grösser  sein,  wie  die  der  Unbekannten. 

Im  ersten  Falle  ist  es  hier,  wie  immer,  unmöglich  bestimmte  Wer- 
the  der  Unbekannten  zu  erhalten ,  im  zweiten  lässt  sich  nichts  weiter 
thun,  wie  die  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Weise  aufzulösen,  und  nur 
im  dritten  Falle  fallt  die  Auflösung  derselben  in  den  Bereich  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Der  dritte  Fall  soll  daher  im  Folgenden  stets 
als  stattfindend  angenommen  werden,  wobei  der  zweite  Fall  jedoch 
nicht  unbedingt  ausgeschlossen  ist,  da  sich  zeigen  wird,  dass  die  für 
den  dritten  Fall  sich  ergebende  Auflösung  auch  auf  den  zweiten  an- 
wendbar ist ,  alsdann  aber  dieselben  Werlhe  der  Unbekannten  giebt ,  die 
man  durch  die  gewöhnliche  Auflösung  erhalt. 

*9. 

Die  Gleichungen  (10)  lassen  sich  sofort  auf  die  allgemeinsten  der 
im  Vorhergehenden  betrachteten  Gleichungen,  nemlich  auf 

ax  =  n  ,    dx  =  n  ,    dx  =  n\  etc. 

hinfuhren ,  es  braucht  dafür  nur 

n  —  l  —  bx  —  ex"  —  . . . 

n'=  l'-b'x'-cx-... 

n  =  r-6V-cV-... 
etc. 

gesetzt  zu  werden.  Die  Grössen  n,  ri,  etc.  haben  zwar  gegenwartig 
keine  bestimmten  Werthe  wie  im  Vorhergehenden  der  Fall  war,  son- 
dern hangen  mit  von  den  noch  unbestimmten  Grössen  x,  x",  etc.  ab. 
Aber  die  einzige  Eigenschaft  worauf  es  hier  ankommt  besitzen  sie,  sie 
sind  Grössen,  die  durch  Beobachtungen  bestimmt  werden,  und  die 
Functionen 

/  —  b  x  —  c  x"  —  . . . 
r-b'x-cx-  ... 
t  —  b  x  —  ex"  —  ... 

u.  s.  w.  sind  jetzt  eben  sowohl  die  durch  Beobachtungen  erlangten  Wer- 
the von  ax,  dx,  a"x1  etc.  wie  n,  ri,  ri,  etc.  im  Vorhergehenden.  Der 
Ausdruck  (9)  ist  daher  immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x. 
wenn  den  Gleichungen  (10),  oder  vielmehr  den  in  denselben  enthalte- 
nen Grössen  /,  V,  l",  etc.  der  Reihe  nach  die  Gewichte  p,  p,  p",  etc. 


Digitized  by  Goq 


29]  VON  DER  MbTHODB  DER  KLEINSTEN  Qt'ADBATB  etc.  599 

beigelegt  werden.   Substituirt  man  daher  die  vorstehenden  Werthe  von 
n,  n,  n,  etc.  in  die  Gleichungen  (9)  und  setzt  zur  Abkürzung 
(oa)  =  pa2  -+- p'a 2  -|- p"a2  +  ... 

(ab)  =  pab  ■+■  p'a'b'     p  'ab"  -+-  . . . 

(ac)  =  pac  ■+-  pac  -+■ p"a"c"  •+-... 

(al)  =  pal  -+-  p'a'?  -h  p"aT  -+-  . . . 
so  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x 

_    |gg  -  («6)a/  -  (ac!^'  

~~  (aaS 

Wenn  nun  durch  anderweitige  Bestimmungen  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  von  x,  x\  etc.  erlangt  werden  können,  so  giebt  die  Sub- 
stitution dieser  einen  bestimmten  wahrscheinlichen  Werth  von  x.  Solche 
anderweitigen  Bestimmungen  sind  zu  erhalten ,  denn  dasselbe  Verfahren, 
welches  wir  eben  zur  Bestimmung  von  x  angewandt  haben ,  kann  auch 
zur  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  angewandt  werden.  Setzt 
man  jetzt 

n  =  l  —  oi  —  c  x"  —  ... 
n  =  i  —  a  x  —  c  x  —  ... 
n  =  l  —  ax  —  er  —  ... 

u.  s.  w.  und  substituirt  diese  in  die  (9) ,  nachdem  sie  in  die  folgende  ab- 
geändert worden  ist , 

pbn  +  p'b'n'  +  p'W+  ... 
X  =    j**  +  PV*  +  PW  ... 

so  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x 

(N)-(o*)x- (6c)x"~... 

x  =  m  

wenn  zur  Abkürzung 

(66)  =  p62  +  p  6'2  -i-  p"bu*  -h  . . . 
{bc)=pbc  +  p'b,c+pb°c+... 

(6/)  =  pbl+p'bT  +  pttbr+  ... 
gesetzt  wird.  Eben  so  erhält  man  für  x"  den  wahrscheinlichsten  Werth 

»         (cfj  —  [aejx  —  (ftc)x'  —  . . . 
~~  (cc) 

WO 

(cc)  =  ptf+pc*  H-pV2  H-  ... 

(ci)  =pci+pcr+p'cr+ ... 
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ist,  und  so  ferner,  wenn  die  Zahl  der  Unbekannten  grösser  ist.  Da  die 
für  ar,  x,  x\  etc.  el)en  entwickelten  Gleichungen  neben  einander  beste- 
hen müssen,  so  erhalt  man  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten in  bestimmten  Ausdrücken  durch  wechselseitige  Elimination 
derselben,  aus  den  obigen  Gleichungen,  die  auch  wie  folgt  gestellt  wer- 
den können 

(aa)x  +  [ab)x  +  (ac)x  +  ...  —  (aJ) 
{ab)x     [bb)x  H-  (bc)x  -!-...  =  (bl) 
(ac)x     (bc)x  ■+■  (cc)x"  -l-  ...  =  (c/) 
etc.  etc. 


(11) 


20. 

Die  im  vor.  Art.  erhaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  kann  erst 
dann  als  vollständig  betrachtet  werden ,  wenn  nachgewiesen  wird ,  dass 
das  System  von  Gleichungen  (11),  auf  welches  wir  gekommen  sind,  so 
beschaffen  ist,  dass  in  jedem  Falle  die  Unbekannten  daraus  bestimmt 
werden  können.  Die  erste  Bedingung  hieftlr  ist ,  dass  die  Zahl  der  Glei- 
chungen der  der  Unbekannten  gleich  ist ,  und  dass  diese  Bedingung  er- 
füllt ist ,  lein  t  der  Augenschein.  Die  zweite  Bedingung  ist ,  dass  von 
den  gegebenen  Gleichungen  keine  in  den  übrigen  enthalten  ist ,  oder 
ihnen  widerspricht,  und  dieses  ist  hier  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichungen  (11)  zur  Abkürzung  mit  t>  =  0, 
v  =  0 ,  v  =  0 ,  etc. ,  dann  wird  das  Nichtvorhandensein  der  zweiten 
Bedingung  zur  Folge  haben ,  dass  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 

v  -+-  av  ■+■  ßv"  -+-  —  =  0  oder  =  constante. 

aufstellen  lasst,  die  unabhängig  von  den  Unbekannten  erfüllt  ist,  und 
umgekehrt,  wenn  eine  solche  Gleichung  nicht  vorhanden  ist,  dann  ist 
die  obige  zweite  Bedingung  erfüllt ,  und  die  Unbekannten  x ,  x,  x",  etc. 
sind  durch  die  Gleichungen  (11)  bestimmbar.  Substituirt  man  die  Glei- 
chungen (11)  in  die  vorstehende,  und  setzt,  wie  für  das  Erfülltsein  der- 
selben nothwendig  ist,  die  Coefficienten  der  Unbekannten,  jeden  für 
sich ,  gleich  Null ,  so  bekommt  man 

0  =  (aa)  -+-  a(ab)  -+-  ß(ac)  H-  . . . 
0  =  (ab)  +  a{bb)  +  ,i{bc)  +  ... 
0  hb  (ac)  +  a(bc)  H-  ß(cc)  -+-  . . . 
etc.  etc. 


(12) 
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deren  Anzahl  um  Eine  grösser  ist,  wie  die  der  Unbekannten  a,  ß,  etc., 
und  die  also  nur  bedingungsweise  erfüllt  werden  können.  Seien 

p  =  ;jo  +apb  +  ßpc  -h  .., 
(>'  =  p'a'  -i-ap'b'  +  ßp'c'-h  ... 
p  =  pa  +-vcp  b      ßp  c  ■+■  .. . 
etc.  etc. 

erhebt  man  diese  ins  Quadrat,  dividirt  darauf  bez.  mit  p,  p,  p",  etc.  und 
addirt,  so  wird  in  Folge  der  (12) 

"  —  p  ^  p'  ^  p"  ^  ••' 
woraus ,  da  alle  p  positiv  sind 

(,  =  0,    (/  =  0  ,  (>"=0,etc. 

folgt.  Es  wird  also 

0  =  a  -ha6         -l-  ...  ' 
0  =  a+ab'+ßc'+  ... 
0  =  a"  +  ub"  +  ße  +  ... 
etc.  etc. 

Diese  sind  die  Gleichungen  (1 0),  von  welchen  wir  ausgegangen  sind, 
mit  dem  Unterschiede,  dass  die  völlig  bekannten  Glieder  fehlen,  und 
die  Zahl  der  Unbekannten  um  Eine  kleiner  ist.  Den  vorstehenden  Glei- 
chungen kann  aber  nur  in  dem  Falle  GnUge  geleistet  werden,  wenn  un- 
ter ihnen  eine  so  grosse  Anzahl  in  den  übrigen  enthalten  ist ,  dass  die 
Zahl  der  von  einander  unabhängigen  m  — 1  ist,  wenn  tn  die  Zahl  der 
Unbekannten  x,  x\  x",  etc.  bezeichnet.  In  diesem  Falle  können  aber  aus 
den  (10)  die  Unbekannten  überhaupt  nicht  bestimmt  werden.  Sind  im 
Gegentheil  von  den  vorstehenden  Gleichungen  gar  keine,  oder  eine  ge- 
ringere Zahl  in  den  übrigen  enthalten ,  so  kann  weder  diesen  noch  den 
Gleichungen  (12)  Gnüge  geleistet  werden,  und  die  Gleichungen  (11) 
bestimmen  die  Unbekannten  unzweideutig.  Wir  kommen  daher  auf  den 
Schluss,  dass  wenn  durch  die  Gleichungen  (1 0)  die  Unbekannten  entwe- 
der völlig  bestimmt,  oder  mehr  wie  bestimmt  sind,  die  (11)  die  Unbe- 
kannten völlig  bestimmen ,  wenn  aher  im  Gegentheil  die  (1 0)  die  Unbe- 
kannten unbestimmt  lassen,  so  ist  dasselbe  mit  den  (11)  der  Fall. 

Dieser  Satz  ergänzt  die  am  Schlüsse  des  Art.  18  aufgestellten 
Satze. 
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M. 

Da  nun  durch  die  Ermittelung  der  Unbekannten  aus  den  (11)  im 
Allgemeinen  keine  der  (10)  vollständig  erfüllt  wird,  so  kann  man  nach 
einer  Relation  zwischen  den  übrig  bleibenden  Fehlern  fragen ,  und  es 
zeigt  sich  leicht,  dass  eine  solche  vorhanden  ist  und  darin  besteht,  dass 
die  Summe  der  mit  den  bez.  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der 
Übrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.  Denn  stellt  man  diese  Be- 
dingung auf,  nemlich 

p  (ax  6a;'H-  cx' —  l)'1 
•+•  p  (ax  ■+■  b'x  -+-  cx"  -4-  . . .  —  l  )2 
-+■  p"(a"x  •+-  b"x  -h  cx'     ...  —  f  )2-f-  etc.  =  Minimum 

und  entwickelt  sie,  so  bekommt  man  die  Gleichungen  (11)  wieder, 
gleichwie  sich  im  Art.  3  zeigte,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig 
bleibenden  Fehler  bei  der  Bestimmung  Einer  Unbekannten  aus  gleich 
guten  Beobachtungen  ein  Minimum  wird ,  wenn  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Bestimmungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet. 

Den  obigen  Satz,  den  man  sonst  voran  zu  stellen  pflegt,  haben 
wir  hier  aus  dem  zu  Anfang  dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsatz 
abgeleitet ,  um  zu  zeigen ,  dass  er  eine  nothwendige  Folge  desselben  ist 

22. 

Zur  vollständigen  Auflösung  der  Aufgabe,  die  uns  jetzt  beschäf- 
tigt, gehört  auch  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  x,  x\ 
x\  etc.  Da  das  Verfahren ,  durch  welches  diese  Unbekannten  im  Vor- 
hergehenden bestimmt  worden  sind,  auf  linearische  Gleichungen  gefuhrt 
hat,  so  ist  es  klar,  dass  man  jede  derselben  als  linearische  Function  der 
bekannten  Glieder  (<*/),  (bl),  (cl),  etc.  der  Gleichungen  (11)  darstellen 
kann ,  und  da  wiederum  jedes  dieser  Glieder  eine  linearische  Function 
der  durch  die  Beobachtungen  unabhängig  von  einander  erhaltenen 
Grössen  /f  l\  etc.  ist,  so  kann  man  auch  die  Unbekannten  als  linea- 
rische Functionen  dieser  letzt  genannten  Grössen  darstellen.  Seien 
daher 

Ix  =  kl  -h  XI'  •+■  X"l"  -|-  . . . 
x  =  xl-h  x'/'-h  x7"-l-  .,. 
X  EBB  fll-h  fl'i'  -h  flT  -I-  .  .  . 
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p» 

x"* 


u.  s.  w.  dann  sind  A,  A\  etc.,  x,  x\  etc.,  pt  etc.  bestimmte  numeri- 
sche Coefficienten,  deren  Wcrthe  jedenfalls  zufolge  des  Vorhergehenden 
ermittelt  werden  können.  Bezeichnet  man  nun  die  Gewichte  dieser  Be- 
stimmungen von  x,  x\  x,  etc.  mit  P,  P,  F,  etc.  so  wird  sogleich  in 
Folge  der  Gleichung  (8) 

4_          ^»  l 

P    ~    P   ~*~  p  ' 

V    —    P         P'  P" 

p»   —    p         p'  **•  p"         *  '  • 

u.  s.  w.  Durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (il)  er- 
hält man 

x  =  (1,1)(o/)H-(1,2)(6/)  +  (l,3)(C/)+  ... 

*'  =  (1,2)(a/)-|-(2,2)(6/)  +  (2,3)(c/)-h  (U) 

x  =  (1.3)(nr;  +  (2,3){6/)  +  (3,3)(rf)+  ... 

u.  s.  w.  wo  (1,1), (1,2),  etc.  bestimmte  numerische  Werthe  haben.  Sub- 
stitut man  die  Ausdrücke  des  Art.  19  für  (al),  (6/),  etc.  in  die  vorste- 
henden Gleichungen,  so  erhalt  man 

x  =  |(1,1)pa  -h(1,2)/)6  +(1,3)/)c  ■+■  ...)/ 


■+■  etc. 

x  =  J(1,2)/)a-|-  (2,2)fl6-h(2,3)pc-l-  ...|/ 
+  {(1,2)»V-h(2,2)p'6'-t.(2,3)^c'-l-  ...j/' 
etc. 

u.  s.  w.  Vergleicht  man  diese  mit  den  (13),  so  wird 

A  ==  (U)pa+ (1.2),)  6  +  (1.3)/>c-h 

X  =  (l.l)p'a  H-(1,2)^'  +  (1,3)^V  +  (15) 

etc. 

x  =  (1,2>a-|-(2,2)p&H-(2,3)j>c-h 

x'  =  (1 ,2)/>V  -*  %%)p'V  +  (2,3)/>'C'  +  (16) 

etc. 

u.  s.  w.  Multiplicirt  man  aber  die  ursprünglichen  Gleichungen  (10)  der 
Reihe  nach  erst  mit  A,  A',  A",  etc.  und  addirt,  dann  mit  x,  x',  x",  etc.  und 
addirt,  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich 

{la)x  +  (Xb)x  ■+■  {lc)x'  ■+■  . . .  =  (A/) 
{*a)x  +  {xb)x'-i-{*c)x"-h  ...  =  (xQ 


u.  s.  w.  wo 

Abtun«!!,  d.  K.  S.  OaclUcb.  d.  WiM«u*ch.  XIII. 


45 
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(Xa)  =  Xa  -4-  Xa  ■+■  Xa  •+■  . . . 
[XI)  =  A/H-n'+A"/'-h  ... 


xa)  =  xa  -4-  x  a  +xd 
(x6)  ==  x6-t-x'6'  +  x"6 


(x/)  =  x/H-xT  H-xT-l-  ... 

u.  s.  vv.   Aber  in  Folge  dieser  Bezeichnung  geben  die  Gleichungen  (13) 

«  =  (XI) ,    ff'  =  (x/)  ,    .r"  =  (/«•/) ,  etc. 
und  folglich  werden 


(  (*«) 

=  1  , 

(11) 

=  o, 

(Xc)  =  0 

(17)    .  . 

(xa) 

=  0, 

(xft) 

=  i , 

(xc)  x=  0 

(  H 

=  0, 

=  0, 

W  33  1 

u.  s.  w.  Multiplicirt  man  hierauf  die  (ity  der  Reihe  nach  mit  p  ,   -,  , 
,  etc.  und  addirt ,  so  wird  in  Folge  der  vorstehenden  Bedingungs- 
gleichungen 

~y  +  Y ~*  p"     "'  = 
die  Gleichungen  (1 G)  geben  auf  ähnliche  Art 

T  +  7  +  £+...  =  («,*) 

und  auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 

p     ~y  "**  p"  +  ..•*=  (3.3) 

u.  s.  w.  Es  folgen  hieraus  ftlr  die  Gewichte  die  folgenden  einfachen 
Ausdrücke, 

P  _  _L      p1  =  4 .      ir  _  JL  «in 

(V)  *  —  (M)  1  —  1«.«)  ' 

die  auch  wie  folgt  durch  Worte  beschrieben  werden  können.  Um  die 
Gewichte  der  Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  zu  erhalten,  muss  man  die 
Gleichungen  (I  I)  unbestimmt  auflösen,  worauf  das  Reciproke  des  Coef- 
ficienten  von  (a/)  im  Ausdruck  von  x,  das  Gewicht  von  x,  das  Reciproke 
des  CoefQcienten  von  (bl)  im  Ausdruck  von  x\  das  Gewicht  von  x,  das 
Reciproke  des  Coefficienten  von  (c/)  im  Ausdruck  von  x",  das  Gewicht 
von  x\  u.  s.  w.  ausdrückt.   Das  einfachste  Verfahren  um  sowohl  diese, 
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wie  die  übrigen  Coefficienten  der  unbestimmten  Elimination  zu  erhalten 
wird  weiter  unten  angegeben  werden. 


23. 

Da  Falle  vorkommen  können ,  in  welchen  nicht  nur  die  Kenntniss 
von  x,  x,  x\  etc.,  sondern  auch  die  Kenntniss  von  Functionen  derselben 
verlangt  werden ,  so  soll  hier  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  einer 
linearischen  Function  dieser  Grössen ,  nebst  dem  Gewicht  dieser  Bestim- 
mung abgeleitet  werden.  Die  Function  sei  die  folgende, 

K  =  k+ex  +  e'x  +£x"  +  ... 

wo  f,  t,  etc.  gegebene  numerische  Grössen  sind.  Es  ist  nun  ohne 
Weiteres  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  von  K  durch  die  Sub- 
stitution der  im  Vorhergehenden  ermittelten  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  x,  x,  x\  etc.  in  den  vorstehenden  Ausdruck  erhalten  wird,  und 
es  wird  sich  daher  hier  nur  um  den  Ausdruck  des  Gewichts  dieser  Be- 
stimmung handeln  können. 

Eliminirt  man  x,  x,  x",  etc.  im  vorstehenden  Ausdruck  für  K  durch 
die  Gleichungen  (1 3),  so  wird 

K  =  k  +  {tk  +  e'x  -+-  ...)J 

+  (^'  +  «V+Äy  +  ...)r 

+  (*'  +  J»+*y       ..)/"+  etc.      .    .  (18) 

und  da  hier  K  durch  die  durch  Beobachtungen  erhaltenen  Grössen  /. 
/",  etc.  ausgedruckt  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (8)  für  das  Gewicht  von 
K,  wenn  wir  es  mit  Q  bezeichnen,  sogleich  den  folgenden  Ausdruck, 

I  jll  +  t'x  +f"f*  +...)» 

<?     ~  P 

+   ? 

_  («r+«'«>.V»+...)'+etc  (49) 


p" 


Multiplicirt  man  aber  die  Gleichungen  (i5)  der  Reihe  nach  mit  , 

»"  »Ii 

-5- ,  etc.  und  addirt ,  so  ergiebt  sich  in  Folge  der  Bedingungsgleichun- 
gen (1 7)  sogleich 

Ix        X'x'        i"x"  l    (\  9\ 

p        p'  ■*■  p"  —  \  '>x) 

und  auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 

45' 
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u.  s.  w.   Durch  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  den  Ausdruck  für 
*  erhalt  man ,  nachdem  die  darin  vorkommenden  Quadrate  entwickelt 
worden  sind, 

J  =  ,2(U)  +  2«'(l,2)  +  2*/ (U)  ■+■  ... 

+«'»(2,2) +  2«*' (2,3)  ■+-... 

-h*"2(3,3)  H-  ... 

-+-  ... 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  obigen 
Ausdrucke  für  die  Gewichte  P,  P,  F,  etc.  specielle  Falle  vom  Vorste- 
henden sind,  wie  auch  nicht  anders  sein  kann. 

24. 

In  Bezug  auf  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Ausdrücke  für 
die  Gewichte  P,  P,  F\  etc.  und  Q  sind  noch  ein  Paar  wichtige  Bemer- 
kungen zu  machen.  Die  anfänglich  erhaltenen  Ausdrücke  für  diese  Ge- 
wichte gelten  nicht  blos  für  den  Fall ,  in  welchem  man  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Unbekannten  anwendet,  sondern  in  jedem  über- 
haupt möglichen  Falle.  Die  Ausdrücke  für  x,  x,  x",  etc.  können  in  jedem 
Falle  auf  die  Form  gebracht  werden,  die  ihnen  in  den  Gleichungen  (13) 
gegeben  worden  ist,  und  wenn  man  nun  blos  die  ursprünglichen  Glei- 
chungen (10)  betrachtet,  die  die  lTnbekannten  mit  einander  verbinden, 
so  kann  diesen  auf  unzahlig  viele  Arten  bis  auf  Weniges  Gnüge  geleistet 
werden.  Jede  verschiedene  Art  der  Gnügeleistung  derselben  wird  auf 
die  Gleichungen  (13)  keine  andere  Wirkung  äussern,  als  dass  die  darin 
enthaltenen  CoefTicienten  A,  /'.  etc.  x,  x',  etc.  p,  p\  etc.  andere  Werthe 
annehmen .  und  folglich  die  Unbekannten  selbst  auch.  Wie  aber  nun 
auch  die  Werthe  der  eben  genannten  Coefßcienlen  sein  mögen,  die  Aus- 
drücke der  Gewichte ,  die  Functionen  derselben  CoefTicienten  sind ,  be- 
halten ihre  volle  Geltung ,  und  geben  jedes  Mal  das  Gewicht  der  ausge- 
führten Bestimmung  der  Unbekannten ,  und  dieses  gilt  nicht  nur  für  die 
genannten  Ausdrücke  für  P,  P',  etc.  sondern  auch  für  den  Ausdruck  für 
0,  der  ausdrücklich  Function  der  oben  genannten  CoefTicienten  /,  A'.elc. 
x,  x,  etc.  etc.  ist. 
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Die  Substitution  derjenigen  Werthe  der  eben  genannten  Coeffieien- 
ten ,  die  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  geben ,  muss 
nun  vor  allen  Substitutionen  anderer  Werthe  derselben  den  Gewichten 
die  Eigenschaft  verleihen,  dass  sie  Maxima  werden.  Denn  gäbe  es  ir- 
gend andere  Werthe  dieser  Coeflicienten ,  die  den  Gewichten  grössere 
Werthe  verleihen  könnten,  so  würden  diese,  und  nicht  jene  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  der  Unbekannten  geben.  Dass  in  der  That  die 
Werthe  der  genannten  Coefficienten,  die  im  Vorhergehenden  als  die- 
jenigen ermittelt  worden  sind,  die  die  Werthe  der  Unbekannten  zu  den 
wahrscheinlichsten  machen,  auch  die  Gewichte  zu  Maxima  machen,  soll 
jetzt  bewiesen  werden.  Da  P,  F,  etc.  specielle  Werthe  von  Q  sind,  so 
braucht  der  Beweis  nur  für  Q  durchgeführt  zu  werden. 

25. 

Denken  wir  uns  jetzt  unter  den  Coefficienten  X,  X',  etc.  x,  x',  etc. 
/t,  fi,  etc.  etc.  der  Gleichungen  (13)  nicht  diejenigen,  die  durch  das 
oben  abgeleitete  Verfahren  erhalten  worden  sind ,  sondern  solche ,  die 
irgend  eine  beliebige  Combination  der  Gleichungen  (10)  gegeben  hat,  so 
wird  der  daraus  entspringende  Werth  der  Function  K  immer  noch  durch 
die  Gleichung  (18),  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  durch  die  Glei- 
chung (19)  gegeben  sein.  Untersuchen  wir  hierauf,  wie  die  oft  genann- 
ten Coeflicienten  bestimmt  werden  müssen ,  wenn  der  Gleichung  (1 9) 
die  Bedingung  untergelegt  wird ,  dass  Q  ein  Maximum  werde.  Sei 

A  =  *J  +  ex  ■+-  t"fi  -+■  . . . 
A    =  (  ).  -i-  f-  X  +  M   ■+■  . .  . 

/*  tl  I     tt  M  ff 

=  t).  -f-  6  X        f       ■+-  ... 

Ii.  s.  \r.  dann  muss 


in  Bezug  auf  die  Functionen  y/,  J',  J\elc.  ein  Minimum  werden.  Diese 
Functionen  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unterliegen 
einer  Anzahl  von  Bedingungen,  die  man  leicht  erhalten  kann.  Multipli- 
cirt  man  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit  X,  X\  X\  etc.  und  ad- 
dirt,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (13) 

aX  ■+■  a'X'  -+-  aX"  -h  . . .  =  1 
6a  +  W-|-&*A"H-  ...  =  0 
c),  ■+■  c'X'  -+-  cX*  +  ...  =s  0 
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u.  8.  w.  Multiplicirt  man  ferner  die  (4  0)  mit  n,  x,  n,  elc.  und  addirt,  so 
ergiebt  sich 

ox  +  ox  +  ax  +  ...  =  0 
t^ftV+^VH-  ...  =  1 
CK  +  c'x  ■+•  cV  -fr-  ...  =  0 

u.  s.  w.  und  eben  so  bekommt  man 

a/i  -fr-  dp  -f-  «V"  -fr-  ■  • .  =  0 
6^1  -+-  b'fi  -+-  6V  -*-...  =  0 

c  ii  -\-  (  it  -fr-  C      -fr-  ...  =  1 

u.  s.  vv.  Um  diese  Gleichungen  zu  Functionen  der  A,  A',  etc.  zu  ma- 
chen, multiplicire  man  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  der  Reihe 
nach  mit  t>\  e",  etc.  uod  addire.  Mit  den  zweiten,  dritten,  u.  s.  w. 
Gleichungen  verfahre  man  eben  so,  worauf  die  folgenden  erhalten  wer- 
den 

iaA  -h  dA'-+-  aA"  -+-...  =  « 
bA+b'sf'+b"A'  +  ...  =  »' 
cA  -fr-  c'A'  -fr-  cA"  -fr-  ...  =  t" 

u.  s.  w.  welche  die  Bedingungsgleichungcn  sind ,  auf  die  es  hier  an- 
kommt. 

26. 

Um  nun  die  Bedingungsgleichungen  ftir  das  Minimum  des  Aus- 
drucks (20)  zu  erhalten  müsste  man  erst  durch  die  vorstehenden  Glei- 
chungen, deren  Anzahl  kleiner  ist  wie  die  der./,  A\e\c,  von  der  letz- 
teren so  viele  wie  möglich  eliminiren.  Allein  es  ist  bekannt,  dass  man 
statt  dessen  die  Bedingungsgleichungen ,  jede  mit  einem  verschiedenen 
Faetor  multiplicirt  ,  zur  Function  die  ein  Minimum  werden  soll  addiren, 
und  dann  nach  der  Differentiation  alle  Differentiale  von  einander  als  un- 
abhängig betrachten  darf.  Multiplicirt  man  daher  die  obigen  Bedingungs- 
gleichungen der  Reihe  nach  mit  denFactorcn  —  2A ,  —  2ß,  —  2C,  etc., 
und  addirt  sie  zur  rechten  Seite  des  Ausdrucks  (20) ,  so  wird 

P      p<  ■+■  y<  ■+■  ••• 

-  2  aAA  -  2  a'AA  -  2  a  fA  -  . . . 

-  2  bJB  -  2  b'A'B  -  2  b'ATB  -  . .  * 
-2c^C—  UstC—ifjfC—  ... 

etc.  etc. 
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die  Function,  die  ein  absolutes  Minimum  werden  inuss.  Differentiirt 
man ,  und  setzt  die  Coefficienten  eines  jeden  der  Differentiale  für  sich 
gleich  Null,  so  werden 

—  -  i  —  ■■■■  i>  -    ■  >  —    ■   =  '  • 

(22) 


^  a'A-b'B-c'C-  ...  =  0 

f;i—a'A-b"B-caC-  ...  =  0  j 

0.  s.  w.  die  Bedingungsgleichungcn  des  Maximums  von  Q.  Eliminirt 
man  nun  mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  A,  A\  etc.  aus  den 
(21),  so  bekommt  man 

(aa)  A  ■+■  {ab)Ii  •+■  (ac)  C  -+-  . . .  =  e  \ 

(ab)  A  + [bb)B  +  (bc)C  +  ...  =  *'  |  .    .    .    .  (23) 

(ac)  A+{bc)B  +  {cc)C  +  ...  =  /) 

u.  s.  w.  wo  die  Coefficienten  (aa),  {ab),  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art. 
19.  Diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  der  der  Facloren  A,  B,  C,  etc. 
gleich  ist,  dienen  zur  Bestimmung  dieser  letzteren.  Durch  Einlührung 
der  Functionen  A ,  A\  etc.  in  die  (18)  bekommt  man 

K  =  k  +  Al  +  A'l'  +  ylV+  ... 

und  die  Elimination  der  A,  A\  etc.  hieraus,  vermittelst  der  Gleichun- 
gen (22),  giebt 

K  ss  k  +  Ä(at)  •+■  B{bl)  +  C[cl)  +  (24) 

wo  wieder  die  Coefficienten  (al) ,  (W),  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  1 9. 
Hiemit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst,  und  es  ist  nur  noch  die  Bedeutung 
dieser  Auflösung  zu  untersuchen. 


27. 

Löst  man  die  (23)  unbestimmt  auf,  so  ergiebt  sich 

a  =  (*,ty-i-(i,2y-i-(u)«*+ ... 

ß  =  (1,2>-*-(2,2>'  +  (2,3)*"-|-  ... 
C  =  (l,3>  +  (2.3y  +  (3,3/+  ... 

u.  s.  w.  wo  nothwendiger  Weise  die  Coeflicienten  (1,1),  (1,2),  etc.  die- 
selben sind  wie  in  den  Gleichungen  (14),  und  eliminirt  mau  hiemit 
A,  B,  etc.  aus  (24)  so  kommt 
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K  =  k  +  |(1 . 1  )lal)  -h  (1 ,  2)(W)  -h  (1 ,3X«f)  +  ...(« 
-h  |(l  ,2)(a/)  +  (2,2)(W)  +  (*,3)(cf)  +  ...  jt' 
-h  |(2,3)(a/)  H-  (2,3)(M)  +  (3,3)(c/)  +  . . .  |  e"  +  etc. 

Die  Factoren  von  *,  etc.  sind  zufolge  der  Gleichungen  (14)  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  x,  x",  elc,  und  folglich  ist  der  Aus- 
druck (24)  von  K  mit  dem,  im  Art.  als  den  wahrscheinlichsten,  Werth 
von  A  erkannten  identisch. 

Ftlr  die  Grössen  x,  x,  x",  etc.  ergiebt  sich  dasselbe.  Denn  setzt 
mau  k  =  0 ,  e  =  1 ,  *'  =  *"  =  etc.  =  0 ,  so  geht  K  in  x  über ,  setzt  man 
A :  =  0 ,  i-  =  0 .  i'bI,  e"  =  etc.  =  0 .  so  geht  K  in  x  Uber,  u.  s.  w.  Fuhrt 
man  aber  diese  Substitution  im  vorstehenden  Ausdruck  von  A'  aus ,  so 
bekommt  man  die  durch  die  (  I  4)  ausgedrückten  wahrscheinlichsten  Wer- 
the von  x,  x,  x",  etc.  wieder.  Es  ist  also  hiemit  der  Satz  bewiesen: 

»Die  durch  Anwendung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten ,  oder  irgend  welchen  Functionen  der  Unbekannten  sich  erge- 
benden Gewichte  dieser  Bestimmungen  sind  Maxima ,  und  jede  andere 
Bestimmung  derselben  führt  auf  Gewichte  die  kleiner  sind.« 

§.  3.   Ausdehnung  der  bisher  behandelten  Aufgabe  auf  den  Fall,  in 
welchem  die  l'nbe kannten  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

28. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dass  die  Unbekannten  x,x\x",  etc. 
von  einander  unabhängig  seien ,  da  aber  Falle  vorkommen ,  wo  dieses 
nicht  der  Fall  ist ,  so  soll  jetzt  angenommen  werden .  dass  zufolge  der 
Aufgabe ,  auf  welche  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angewandt  wer- 
den soll .  zwischen  den  Unbekannten  Eine  oder  mehrere  Bedingungs- 
gleichungen staltfinden.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  die  Zahl  dieser  Bedin- 
gungsgleichungen kleiner  sein  muss  wie  die  Zahl  der  Unbekannten, 
denn  wären  diese  beiden  Zahlen  einander  gleich,  so  würden  die  Un- 
bekannten daraus  ohne  Zuziehung  von  Beobachtungen  bestimmt  werden 
können ,  und  wäre  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  grösser  wie  die 
der  Unbekannten,  so  könnten  lelzlerc  gar  nicht  bestimmt  werden.  Seien 
nun  in  grösster  Allgemeinheit  die  Bedingungsgleichungen 

V'(X,  Ä",  X",  ...)  =  0 

x(x,x,  r,...j  =  o 
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u.  s.  w.  wo  \p,  X-  etc.  Functionszeichen  sind,  so  verfahre  man  zuerst 
wie  im  Art.  18  gezeigt  worden  ist.  Man  setze  wieder 

X  =       x  .    X'=£'+x  ,    X"=  S"  +  x',  etc. 

etc. 

(2)=-    (fr)-'.  =  etc 

u.  s.  w.  dann  bekommt  man  die  folgenden  lincarischen  Gleichungen 

0  =  (/.r-h  -+-  9 V  +...  +  /* 
0  =  rx  -h  rY  -f-  rV  +  . . ,  +■  g 

u.  s.  w.  Da  diese  Bedingungsgleichungen  als  solche  betrachtet  werden, 
die  aus  der  Theorie  der  Aufgabe,  die  auf  die  Unbekannten  x,  x\  x\  etc. 
hingeführt  hat ,  entspringen ,  und  von  den  Beobachtungen  unabhängig 
sind,  so  müssen  sie  vollständig  erfüllt  werden,  denn  jedes  System  von 
Werthen  der  Unbekannten ,  welches  diesen  Gleichungen  nicht  vollstän- 
dig gnügt ,  ist  gewiss  falsch ,  und  kann  daher  unmöglich  das  wahrschein- 
lichste sein. 

Die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  die  sich  zunächst  darbietet,  ist  die 
folgende.  Wenn  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  bezeichnet,  so 
kann  man  aus  denselben  durch  die  Elimination  eine  Anzahl  q  der  Unbe- 
kannten in  Function  der  übrigen  darstellen,  eliminirt  man  nun  durch 
diese  Gleichungen  aus  den  (10)  diese  q  Unbekannten,  dann  sind  die 
übrigen  Unbekannten  von  einander  unabhängig,  und  die  gegenwartige 
Aufgabe  ist  auf  die  des  Art.  1 8  u.  f.  hingeführt.  Der  weitere  Verlauf  der 
Auflösung  ist  also  mit  der  im  vor.  §  ausgeführten  identisch. 

29. 

Ich  nehme  zu  dem  Ende  an,  dass  in  den  Gleichungen  (10)  ausser 
den  dort  angeführten  Unbekannten  x,  x,  x",  etc.  auch  die  Unbekannten 
x  ,  xtt .  etc.  vorkommen ,  und  dass  die  letzteren  es  sind,  die  sich  zur  Eli- 
mination durch  die  Bedingungsgleichungen  eignen.  Es  ist  nemlich  an 
sich  klar,  dass  nicht  in  allen  Fallen  beliebige  Unbekannte  durch  die  Be- 
dingungsgleichungen eliminirt  werden  können.  Die  Gleichungen  (1 0)  sind 
also  jetzt  die  folgenden. 
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Sax  +  bx  -+-  cx"  H-  ...  -H  bixi  +  ci  +  ...  =r  / 
a'x  +  bx+c'x  +  ...  H-&>+cX+  ...  =  /' 
o*a;+6V  +  cV+  ...  ■+■ 6 \ ■+■  c"xu     ...  =  T 

u.  s.  w.  Auf  gleiche  Weise  schreibe  ich  die  Bedingungsgleichungen  hin, 
indem  ich  zur  besseren  Uebersicht  eine  dritte  Gleichung,  so  wie  eine 
dritte  Unbekannte  der  zweiten  Gattung  hinzufüge, 

0  =  qx-i-q'x  qx  +  ...-»-  qxt  ■+■  qxn  ■+-  g  +...+/" 
0  =  rs-|-rV+rV  +  ...  +  r x  +  rBffÄ  +  rr  -f-  ...-+-# 
0  =  tz  +  irf  +  sx'-t-  ...  +  +  •••  +  h 

u.  s.  w.  Um  hieraus  etc.,  jede  für  sich,  in  Function  der  g,  or', 

a;",  etc.  darzustellen  lehrt  der  Augenschein ,  dass  die  folgenden  Gleichun- 
gen aufgelöst  werden  müssen, 

0  =  r  c+  rj?+rj*+ ... +f ;    0  =  r p  -+- rmpt+rmtf+ ...  -+-  r 

etc.  etc. 

0  =  7  •  +  </';   0  =  M+1mf+1mf  +  ™'*mf 

0  =  rr+r  i/+r  v"+...  +  r  ;    0  =  rp  +  r  o'-f-  r  o"  +  H-r" 

etc.  etc. 
etc.  in  welchen  allen  die  Coefflcienten  der  Unbekannten  immer  diesel- 
ben sind.  Hat  man  hieraus  f,      etc.  p,      etc.  v,  v,  etc.     (/,  etc. etc. 
ermittelt,  so  werden 

!x  =  C  -i- fi  x+  v  x  +  q  x" -t-  . 
xn  =  f  -l-^'xH-  v' ... 
a^  =  £  ■+-  (i  x  -+■  v  x  ■+■  q  x  -t-  . . . 
u.  s.  w.  Setzt  man  nun 

a  =  fl  +  bjt  -t-  c/*'  -4-  . . .  ;  a'  =  a  ■+-  6//ti  c  -§-... 
b  =  fc  +  fcy  +  CV  +  ...  ;  b'  =  b'  -+-  6  V  -+■  c#V  «+■  . . . 
t  ac  +  b+fifl+.,.;     c'  =  c'-h  6 ■+-  c'(>'  -+-  . . . 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

n  =  1-b^  —  cX  4-  ...  ;    n'  =  I'— — <f  4-  ... 
a  =o+i/i  +  c/(  + 

=  //-+-  0  /'  -f-  c  v  -+• 

c  =  c  +0  p+co  ■+■  etc. 
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dann  gehen  die  (25)  in  die  folgenden  über,  in  welchen  alle  Unbekannten 
von  einander  unabhängig  sind 

a'x  +  |V  4-  cV  +  . . .  =  tt  1  .  .  .  .  (27) 
a"*+bV  +  cV+...  =  n'j 

u.  s.  w.  Diese  Gleichungen  müssen  also  demselben  Verfahren  unter- 
worfen werden  wie  die  (10),  und  die  der  (11)  analogen,  die  daraus 
hervorgehen,  geben  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
x,  x,  x  ,  etc.  Man  muss  nemlich  zuerst  die  folgenden  Coefficienten 
bilden 

(aa)  =  pa2  ■+■  pa!2  -+■  p"a"2  +  ... 

(ab)  tm  pab  +  p'a'V  -h  pVb"  h-  . . . 

•  ■ 

(an)  =  pari  •+■  p'a'ri  -h  j»"aV  -h  . . . 


(bb)  =  PV  +  pV>  +  PT2  +  . . . 

(En)  =  pbn  +  ;/b¥  +  gW  +  . . . 

u.  s.  w.  wenn  wieder  p,  p,  p\  elc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen 
von  /,  /',  /",  etc.  bezeichnen.  Sind  die  vorstehenden  Grössen  berechnet, 
so  ergeben  sich  durch  die  Auflösung  der  folgenden  Gleichungen 

(aa)  *  +  (aby  ■+■  (ac)*"  h-  . . .  =  fem) 

(ab)  *  +  (bb)*'  ■+>  (bc)*  ■+■  . . .  =  (bn)    •   .    .    .  (28) 

(ac)  *  -i-  (bc)*'  ■+-  (cc)*"  -»-...  =  (cn) 

u.  s.  w.  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  *,  x,  x",  etc.  und  substi- 
tuirt  man  die  für  diese  erhaltenen  Werthe  in  die  (26),  so  ergeben  sich 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  xt,  *„,*,,  etc.,  womit  alle  Unbekann- 
ten erhalten  sind. 


30. 

Die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  von  x,  x\  x\  etc.  haben  die- 
selben Ausdrücke  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  da  die  Analyse 
des  Art.  22,  nachdem  a,  b,  elc.  /,  a,  elc.  in  a,  b,  etc.  n,  a',  etc.  ver- 
wandelt worden  sind,  ohne  Abänderung  wieder  stattfindet.  Sei  also 
durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (28) 
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x  =  (/,  /)  (an)  +  (/,  //)  (tot)  -h  (1,  ///)  (cn) 
=  (/,  //)  (an)  -h  (tf,  //)  (bn)  -+-  (//,  ///)  (cn) 
x"  =  (/,///)  (an)  ■+-  (//,  ///)  (bn)  +  (///,  ///)  (cn) 

u.  s.  w.  erhalten  worden,  dann  wird 

p        ♦  _  .    p'           4     .  pn 


(///,///) 


;  elc. 


wenn  wieder  P,  P',  etc.  die  Gewichte  der  vorstehenden  Bestimmungen 
von  x,  x\  etc.  bezeichnen.  Da  die  x  ,  xo,  etc.  zu  Functionen  der  x,  x, 
etc.  gemacht  worden  sind,  so  werden  ihre  Gewichte  eben  so  bestimmt, 
wie  das  der  Function  K  des  Art.  23,  und  der  dort  für  dieses  Gewicht 
erhaltene  Ausdruck  giebt  nach  Abänderung  der  Bezeichnungen  die  Ge- 
wichte der  obigen  Bestimmungen  von  xt,  Xk,  etc.  Bezeichnet  man  diese 
Gewichte  mit  P,  P  ,  etc.,  so  ergiebt  sich  sogleich 

;  =  f*  (/,  /)  +    (i,  ii)  +  *w  (i,  in)  + 

+  *>(//.//) +  2»?  (Ii  III)  ^ 
+  V*  (III  III)  -4 

±-  =  ffi(U)  +  ^ip(I,II)  +  2/«V (UU)  -» 

+  <>''  (///,  ///)  + 

u.  s.  w.  womit  die  Gewichte  aller  Unbekannten  bestimmt  sind. 


31. 

Von  der  eben  gelösten  Aufgabe  lässl  sich  eine  andere  Auflösung 
geben,  die  auf  elegante  Relationen  fuhrt,  aber  statt  genau  dieselbe  Auf- 
gabe wieder  vorzunehmen,  will  ich  die  folgende  etwas  allgemeinere 
aufstellen  *). 

Allgemeine  Aufgabe. 

Seien  wie  früher 

y  (X  A".  A"\  . . .)  =  0 
x  (X,  A",  X  ',  . . .)  =  0 
etc. 

*)  S.  Schum.  Asir.  Nachr.  Bd.  XVI.  No.  3ß». 
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eine  Anzahl  von  Gleichungen,  die,  durch  irgend  eine  Theorie  gegeben, 
zwischen  den  Unbekannten  X,  X',  X",  etc.  stattfinden,  deren  Anzahl 
aber  kleiner  ist  wie  die  der  Unbekannten,  so  dass  letzlere  dadurch  nicht 
völlig  bestimmt  sind.  Es  wird  nun  angenommen ,  dass  es  möglich  wird 
alle  Unbekannten  zu  bestimmen ,  wenn  man  die  Werthe  L,  L\  etc.  ge- 
wisser Functionen 

f  (X,  X,  X",  ...)  =  /, 
F(X,  X,  X",  ...)  =  V 
etc. 

durch  Beobachtungen  ermittelt,  und  man  fragt  in  dem  Falle,  wo  die  An- 
zahl aller  Functionen  y,  etc.  /*,  F,  etc.  grösser ,  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  ist  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten,  nicht  nur  nach  den  wahr- 
scheinlichsten Werthen  dieser,  und  den  Gewichten  dieser  Bestimmungen, 
sondern  auch  nach  dem  wahrscheinlichsten  Werthe  irgend  einer  Function 
Jl  derselben  Unbekannten  und  dem  Gewicht  dieser  Bestimmung. 


Auflösung. 

Die  Functionen  bereitet  man.  wenn  sie  nicht  ursprünglich  linearisch 
sind,  alle  auf  dieselbe  Weise  vor,  wie  in  den  Artt.  18  u.  28  gezeigt 
worden  ist.  Die  dort  eingeführten  Bezeichnungen  sollen  hier  beibehalten 
werden.  In  Bezug  auf  die  Function  Jl  sei 

Jl  (X,  X',  X",  . . .)  =  w 

und  somit  beruht  die  Aufgabe  auf  die  Behandlung  der  folgenden  Glei- 
chungen 


ax  - 

M 

a  x- 

etc. 


bx 
b'x- 


■  cx 

I  II 

cx 


I  U     I  »IT 

b  x  +  c  x  • 


qx  • 
rx  - 
sx  • 
etc. 


-  < 
q  x 

rx 

sx 


qx" 
rx" 
sx"  • 


.  =  / 

.  -  r 

etc. 

+  f-0 
+  9=0 
■+-/»=  0 

etc. 


.     .  (29) 


/2  =  w  +  b  +  feV  +  fcV 


.    .  (30) 


(31) 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  (29)  sei  m,  die  Anzahl  der  (30)  sei  q.  nnd 
die  der  Unbekannten  x,  x.  x",  etc.  sei  n.  Es  ist  nun  hier  Bedingung, 
dass 

q<n,    m  +  q  >n 

oder  wenigstens  nicht  m  -t-  q  <  n  sei.  Es  folgt  hieraus  aber  nicht,  dass 
nothwendig  m  >  n  sein  muss.  wenn  gleich  dieser  Fall  eintreten  kann,  in 
Bezug  auf  m  und  n  sind  vielmehr  alle  drei  Fälle 

m  <  n  ,    >n  =  ii  ,    m  >  n 

möglich. 

32. 

Wie  man  nun  auch  die  x,  x,  x",  etc.  aus  den  obigen  Gleichungen 
bestimmen  mag,  die  Ausdrücke  derselben  können  wieder  nur  linearische 
Functionen  von  /,  f ,  f,  etc.  f,  g.  h,  etc.  sein ,  und  sie  haben  daher  die 
folgende  Form 

ix  =  £/  -4-  £7  -+-  f'T  +  ...  —  (ff  —  Xg—xi,h  —  ... 
(32)  •    I  X  =  ttl+  Ol'  +  Ö°r  +        —  q'f—  x'g  —  y'h  —  .  .  . 

[  x"  =  qI  ■+■  {jV  •+-  -+-...  —  (f>"f —  x"g  —  V*Ä  —  •  •  • 
q.  8.  w.  wo  f.  etc.  0,  0',  etc.  p,  (>',  elc.  q>,  q>\  etc.  etc.  ip,  y,  etc. 
numerische,  jetzt  noch  unbekannte.  Coefficienlen  sind.  Die  Anzahl  die- 
ser Gleichungen  ist  =  n,  und  die  Anzahl  der  eben  genannten  unbe- 
kannten Coefficienten  ist  =  n  («  q) ,  aber  diese  Unbekannten  sind 
nicht  völlig  von  einander  unabhängig ,  sondern  hangen  durch  eine  An- 
zahl =  «2  von  Gleichungen  gegenseitig  von  einander  ab .  so  dass  in  der 
That  nur  eine  Anzahl  =  n  (tn  -+-  <j  —  w)  dieser  Unbekannten  von  einander 
unabhängig  sind.  Um  die  Gleichungen ,  die  zwischen  diesen  Unbekann- 
ten stattfinden .  zu  erhalten,  multiplicire  man  die  Gleichungen  (29)  der 
Reihe  nach  mit  £,  etc.  die  (30)  mit  <p,  x,  v,  elc  '  unt^  addire  die 

Produkte,  worauf  die  Vergleichung  mit  der  ersten  (32)  die  folgenden 
Gleichungen  giebt, 

Ca  ■+-  f'ff'  -+■  fa  -+■  ...  H-  yq  -+-  %r  -f.  ys  -f.  .  .  .  =  1 

»  ■+•  ft'  -I-  ■+■  •  •  •  -I-  n  +  *rH-  V«'  +  •  •  •  =  o 
fc  -f-  C'c'  -|-  £"c  -h  .  .  .  -h  ^"-h  ^r"-+-  •  .  .  =  0 

u.  s.  w.  Multiplicirt  man  hierauf  dieselben  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  0,  0\  0",  etc.  und  </>',  x',  V'<  etc-  und  addirt .  so  giebt  die  Verglei- 
chung mit  der  zweiten  (32) 
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X'r- 
X'r- 


tps  ■ 


o 
i 

0 


da      (/a  -+•  öV  +  . . .  a/g 

ö6  +  ö'fe'  +  6-6"  +  . . .  -*-  vy 

de  -+-  öV     0V  -»-  .  .  .-+■  <py 

u.  s.  w.  und  eben  so  ergiebt  sich 

(ja      (ja  H-pa  -h  ...-»-</  </  -J-  *  r  4-  »/;  s  -h  .  .  .  =  0 

I         •  'f  '  "I"  »     I      ,  ■   I  Hl  A 

Qb  +  $b  -+-(/&  +  .  .  .  +  y  (/  +  /  r  -f  t//  ,v  +  .  .  .  =  0 

II  MM  »»  »»  l»»  . 

(>c      (>  c  H-(>c  +  ...  +  yf+j[r+fi»+...  =  1 

u.  s.  w.  u.  B.  w.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  Anzahl  aller  dieser  Glei- 
chungen =  n2  ist,  wie  oben  angeführt  wurde. 

33. 

Wie  man  nun  auch  die  Unbekannten  x,  x,  etc.  bestimmen  mag.  so 
folgt  aus  der  (31),  nachdem  man  j-,  .r',  etc.  durch  die  (32)  eliminirt  hat, 
dass 

SL  =  <a  +  Jl  +  J[+J"r  +  ...  —  af—ßg  —  yh-...   .  (33) 
wird,  wenn  man 

A  =  k;  -+-  k'6  -+-  k'y  -+-  .  .  . 
.  /'=  k£'+  k'f/'-h  *"</■+■  .  .  . 

J'=        ä  Vh-  feV+  . . . 

etc. 

u  =        -+-  k'(f  ■+-         -f-  .  .  . 

fi  =  h  +  k'x'  +  *y  + . . . 

y  =s  /cy;       fc'y/'  -+-  fc>"  -4-  .  . . 
etc. 

setzt,  und  wenn  man  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  von  Jl  mit  P  be- 
zeichnet, so  wird  zufolge  der  Gleichung  (8) 

Hp~  =    p  — p~  *   p» "   1**°/ 

wenn  wieder  p,  p\  p",  etc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen  von  /.  /',  f , 
etc.  bezeichnen. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  den  im  Art.  27  be- 
wiesenen Satz  anwenden ,  zufolge  dessen  durch  die  wahrscheinlichste 
Bestimmung  der  Unbekannten  die  Gewichte  Maxima  werden.  Es  muss 
demzufolge  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (36)  zu  einem  Minimum  ge- 
macht werden,  und  dieses  wird  wieder  ein  sogenanntes  relatives  Mini- 
mum, da  die  A,  A\  A\  etc.  nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Die 


(34) 


(35) 
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Bedingungsgleichungen  zwischen  den  eben  genannten  Grössen  erhalt 
man  aus  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen,  eben  so  wie  am  eben 
a.  0.  Man  multiplicire  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  dieser 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  k ,  k\  k',  etc,  und  addirc,  und  behandle 
die  übrigen  Gleichungen  eben  so,  dann  ergeben  sich 


(37) 


Aa  -f-  A'a  -+•  A'a  ■+•  ...  -h  aq  •+■  ßr  ys  ■+•....=  k 
Ab  -+-  A  h  -+-  A"b'  -+■  ...  -|-  aq  +  (?r'+  /«'+....  =  k 
Ac  -+-  y/'c  ■+-  y/V  +  ,..-§.  «(/"-»-  7**+  ....  ss  fc" 

u.  s.  w.  welche  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  sind.  Multiplicirt 
man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  unbestimmten  Factoren  —2.4, 
—  IB.  —  2C,  elc.  und  addirt  sie  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  (36), 
so  wird  der  Ausdruck,  welcher  ein  absolutes  Minimum  werden  muss, 
der  folgende 


—  lAyla    —  %BAb   —%CAc  — 


+  -*    -  2Asfa  —  WAb'  —  %CJc  -  .  .  . 

+  -jT-  -  %AjU  -  2Bsfb"  -  -  ... 

etc.  etc. 

—  2Aaq  —  Wuq'  —  2Caq"  —  .  .  . 

—  2A/Sr  —  Wßr'  —  ICßr  —  .  .  . 

—  2Ays  —  ZBys    —  Ulys    —  ... 

etc.  etc. 
-h  2A*  +  2M  -h  2C/c"  -l-  .  ,  . 

Differentiirt  man  diesen  nach  A,  A\  A\  etc.  «,  /?,  y,  etc.  und  betrachtet 
darauf  die  Differentiale  aller  dieser  Veränderlichen  als  unabhängig  von 
einander,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 


(38) 


---  =  Aa  +  Bb  ■+•  Cc  -h  .  .  . 


(39) 


A' 

¥ 

V" 


0 
0 
0 


=  Aa  +Bb'+  Cc-h  .  .  . 

=  Aa  +  Bb"+  Cc  +  .  .  . 

etc.  etc. 

■  Aq  +  Bf  +  Cq"  4- . . . 

=  Ar  -+-  Br  +  Cr  +  .  .  . 

=  A*       Bs  Cm'  +  .  .  . 

etc.  etc. 
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die  in  Verbindung  mit  den  (37)  die  Auflösung  der  Aufgabe  in  sich  ent- 
halten. Diese  ist  durch  die  Zuziehung  der  Bedingung  des  Maximums 
von  P  wieder  eine  bestimmte  geworden,  denn  die  Zahl  der  aufzulösenden 
Gleichungen  ist  der  Zahl  der  darin  befindlichen  Unbekannten  gleich. 
Die  Zahl  der  A,  A\  etc.  ist  =  ro,  die  der  A,  ß,  etc.  =  n,  und  die  der 
a,  ß,  etc.  =  q,  folglich  ist  die  Zahl  aller  Unbekannten  =  m  +  «+f 
Die  Anzahl  der  Gleichungen  (37)  ist  =  n,  die  der  (38)  =  ro,  und  die  der 
(39)  =  q,  folglich  ist  die  Anzahl  aller  Gleichungen  auch  =  n  +  m  +  q. 

34. 

Die  Unbekannten  A.  A\  etc.  können  wieder  sogleich  eliminirt 
werden.  Zieht  man  die  Werthe  derselben  aus  (38),  und  substituirt  sie 
in  die  (37),  so  erhalt  man 

[aa}A  -+-  [ab}B  -h  [ac]C  +  .  .  .  =  k  —  aq  —  ßr  —  ys  —  .  .  . 

[ab]  A  -+■  [bb)B  -h  [bc]C  -h  .  .  .  =  k'—  a9'—  ßr'  —  ys'  —  .  .  . 

[ac]  A  ■+-  [bc]B  -+-  [cc]C  +  .  .  .  =  k' —  wf —  ßr —  ys" —  ... 

u.  s.  w.  worin 

[aa]  =  pa2  -+-  p'a'2  -+•  p"a2  -h  .  .  . 

[ab]  =  pab  +  p'ab'+pVb'-i-  .  .  . 

[ac]  =  pac  -+-  p'dc'+p'ac  -f-  .  .  . 
etc.  etc. 

[66]  =  pb>  +  p'b'2  +  pW*  +  .  .  . 

[6c]  =  pbc  H-  p'b'c'-h  p"b"c  ■+•  .  .  . 

etc.  etc. 

[cc]  =  pc2  ■+■  p'c'2     p"c2  -t-  .  .  . 

etc.  etc. 

gesetzt  sind.  Es  ist  nun  ftlr  den  ferneren  Verlauf  der  Auflösung  von  Vor- 
theil die  eben  erhaltenen  Gleichungen  dergestalt  in  zwei  Theile  zu  zer- 
legen, dass  der  eine  Theil 

[aa]A'  +  [ab]B'  +  [ac]C  +  .  .  .  =  k 

u.  s.  w.  wird,  aber  ohne  angemessene  Abänderung  der  Coefficienten 
dieser  Gleichungen  ist  dieses  nicht  immer  möglich.  Die  Anzahl  der  Un- 
bekannten Ä,  B\  C,  etc.  ist  freilich  immer  der  der  Gleichungen  gleich, 
und  somit  scheint  es  als  könnten  diese  Unbekannten  immer  aus  diesen 
Gleichungen  bestimmt  werden,  von  welchen  ich  die  erste  hier  angesetzt 

Abbaodl.  J.  K.  8.  GeuUuh.  d.  Wimatcb.  XIII.  46 
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habe.  Es  ist  aber  zu  bemerken ,  dass  diese  Gleichungen  aus  den  ein- 
zigen (29)  hervor  gehen,  deren  Anzahl  in  ist,  während  die  Anzahl  der 
A,  B\  etc.  =  «  ist.  In  allen  Fallen  nun ,  wo  m  =  »  oder  m  >  n  ist. 
ist  die  Bestimmung  der  Ä.  B\  etc.  aus  den  obigen  Gleichungen  zwar 
möglich,  aber  in  den  Fallen  in  welchen  m  <  n  ist,  trifft  dieses  nicht 
mehr  ein ,  denn  alsdann  sind  nothwendiger  Weise  « —  m  dieser  Glei- 
chungen in  den  übrigen  enthalten. 

Man  kann  demohngeachtet  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  so 
vorbereiten,  dass  sie  in  jedem  Falle  alle  wesentlich  von  einander  ver- 
schieden werden ,  und  zwar  kann  dieses  durch  angemessene  Zuziehung 
der  Gleichungen  (39)  bewirkt  werden.  Aus  diesen  bekommt  man  leicht 

0  =  [qq]A  +  [qq']B  +  [qq^C  -+-  .  .  . 
0  =  [qq']A  +  [q'q]B  ■+■  [qq]C  -+-  .  .  . 

o  =  [w1i+[rtTB+[?W  +  ... 

ii.  s.  w.  wenn  man 

[qq]    =  q*  ■+-  r2  -h  g»  -+•  .  .  . 

['/'/]   =  M  +      +  ^  + 
[qq]   =  qq"  +  n"  -4-  «"  -+-  ... 

etc.  etc. 

IM  -    +   +  . 

m  =     "+ »y+  . . . 

etc.  etc. 

[qq]  =  1*  +  *  + 

Oi  s.  w.  setzt.  Macht  man  nun 

(aa)  =  [aa]  +  [qq] 
{ab)  =  [ab]  +  [qq] 
{ac)  =  [ac]  -+-  [qq] 
etc. 

m  =  w  +  w) 

bc)  =  [bc]  +  [qq] 

elc. 

m  =  w  +  wvi 

u.  s.  w.  so  wird  auch 

(aa)  A  +  (ab)B  -+-  (ac)C      .  .  .  =  k  —  aq  —  ßr  —  yt  —  .  .  . 

[ab)  A  +  (bb)B  -+-  {be)C  -H  .  .  .  =  k'  -  w,'  —  —  >*'  -  .  .  . 
(<U,-)A  -h  (CC)C  -f-  .     .  =  k'  —  uq'—pr—yi—  .  .  . 
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u.  s.  w.  aus  welchen  man  immer .  auch  nachdem  die  mit  «,  /?,  y,  etc. 
multiplicirten  Glieder  abgeschnitten  worden  sind,  die  übrigen  Unbekann- 
ten bestimmen  kann.  Ja  es  ist .  um  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung 
herbei  zu  fuhren,  nicht  einmal  nölhig  alle  Gleichungen  (39)  auf  die  eben 
erklarte  Art  mit  den  obigen  Gleichungen  zu  verbinden,  sondern  die  An- 
wendung einer  Anzahl  von  « —  m  der  Gleichungen  (39).  die  man  be- 
liebig unter  diesen  auswiihlen  kann,  reicht  schon  dazu  aus. 


(40) 


(41) 


35. 

Setzt  man  jetzt 

(aa)  A'  +  {ab)Ii'  +  (ac)C  +  .  .  . 

(ab)  .i'  +  [hb)tt  +  {br)C  +  .  .  . 
{ac)A  +  [bc)B  +  {cc)C  h-  .  .  . 

u.  s.  w.  und  löst  diese  unbestimmt  auf.  so  wird  man  erhalten 

A  =  (M)*  +  +  («.3)** 

Ii  =  (*,8)*  +  (8,8) k'  +  (2,3) r 
C  =  (1,3)  A  +  (2,3)*'  +  (3,3) k" 
u.  s.  w.  und  hieraus  ergiobt  sich  in  Folge  der  Gleichungen  des  vor.  Art. 

A  =  Ä  —  («#y)a  —  {ctx)ß  —  ((d)y  —  .  . 
D  =  n  -  !pt)a  -  (ßx)ß  -  [ßk)y  -  .  . 

C  =  C  -       -  (H/s  -       -  •  • 

u.  s.  w.  nachdem  zur  Abkürzung 

(«,)  =  (l,l>/  +  (1,2V  +  (1,3)9"  + 

(«x)  =  (l,l)r  +  {\,%Y  +  (1.3)r"  + 

(«*)  =  (1,1)*  -t-  (1,2)*'  +  (1,3)/  + 
etc. 


(48) 


( 1,8)9 
(i,2)r 

(4,8). 


(8.8)9 

(2,2y 

(2,2).' 


(2,3)9"  + 
(2,3)r"  + 
(2,3)/  + 


etc. 


=  (1,3;9  +  (2,3)9+ (3,%"  + 
H  =  (l,3)r  +  (2.3)r'  +  (3,3/  -+ 
(yA)  =  (1,3).  +  (2,3)*'  +  (3,3>"  ■+ 

u.  s.  w.  gesetzt  worden  ist.  Multiplicirt  man  nun  die  (42)  der  Reihe 
nach  erst  mit  9,  9',  9",  etc.  dann  mit  r,  r',  r",  etc.  dann  mit  *,     «",  etc.  etc. 

46* 
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und  addirl  jedes  Mal,  so  ergeben  sieb  in  Folge  der  Gleichungen  (39;  und 
(41)  die  folgenden 

{{ifl)a  -+-  [t$ß  ■+-  [ifXjy  +  .  .  =  folf) 
[tpt)a  [*x)ß  -h  (xA)y  H-  .  .  .  =  (xM) 
[r}X)a  +  [*X)ß  ■+-  (AA)y  •+-...  =  (AM) 

u.  s.  w  .  wo 

W  =  M<z  +  +  Mf"  +  •  •  • 
h«)  =  H*  +  Wtf  +  W?"  +  •  • • 

=  («/K  +     ■+-  w  + 

=      -+.  (^y  +  {piy  + . . . 

etc. 

(>/M)  =  [atj)k      (,*#'  +  M*-  +  ■  •  • 

(xx)  =  («x)r  +  (ßx)r  -f-  (y*)r  -h  .  .  . 

(xA)  =  («A)r  +  (ßA/  +  (yXy  +  . 

=  («x>  +  (/?*>'  +  fptyf  +  . 

etc. 

(xM)  =  («x)fc  H-  (/?*)*'  +  {yx)k"  +  .  .  . 

(tf)  =  («A>  +  (/fl)*'  +  (yA)«*  +  .  .  . 

etc. 

(AM)  =  {(d)k  +  +  {yX)k"  H-  .  .  . 

u.  s.  w.  Durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  (43)  bekommt  man  nun 
immer  die  Werthe  der  Unbekannten  «,  (i,  y,  etc.,  und  substituirt  man 
diese  nebst  den  Wcrthen  von  A\  B\  C,  etc.  in  die  (42),  so  ergeben 
sich  auch  die  A,  B,  C,  etc.  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt.  Geht 
man  hierauf  zur  Gleichung  (33)  zurück ,  und  substituirt  in  diese  die  aus 
den  (38)  zu  entnehmenden  Werthe  von  At  A\  yl\  etc.  so  bekommt 
man,  nachdem 

(a/)  =  pal  -+■  pa't  ■+-  p"d'C  ■+-... 
{bl)  =  phl  +  pb'C  pb'T  +  .  .  . 
(c[)  =  pcl  +  pcl  ■+■  p'cf  +  .  .  . 

u.  s.  w.  gesetzt  worden  sind, 

Sl  =  <,>-hA[al)  +  ß(bl)  +  C(c[)  +  ... 
—  «/*  —  (ig  —  yh  —  ... 
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welches  der  wahrscheinlichste  Werth  von  Jl  ist.  Multiplicirt  man  ferner 
die  Gleichungen  (38)mit  A,  A ',  s/".  und  addirt,  so  wird  in  Folge  der 
Gleichungen  (37).  (39).  (30)  das  Gewicht  dieser  Bestimmung 

p  =   4  

Ak+Bk'+Ck"+... 

Hiemit  ist  unsere  Aufgabe  schon  vollständig  gelöst ,  denn  nicht  nur  der 
wahrscheinlichste  Werth  von  Jl  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung, 
sondern  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  x,  x,  x", 
etc.  nebst  ihren  Gewichten  sind  durch  die  im  Vorhergehenden  abgelei- 
teten Ausdrücke  gegeben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

36. 

Man  kann  in  Bezug  auf  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  für  Jl  und 
P  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Eliminirt  man  die  A,  D,  C,  etc.  durch 
die  Gleichungen  (42),  und  setzt 

F  =  /'  -h  (nrjYßl)  +  (ßt])ib[)  ■+■  (/7/)(c/)  ... 
G  =  g  ■+■  («x)(af;  ■+-  (,ix){bl)  -f-  M(cO  +  •  • 
//  =  h  ■+-  {u).){ai)  +  bfyibl)  ■+■  {yX){cl)  +  . . . 

u.  s.  w.  und  hierauf 

y  =  A'{a!)  +  B'{bt)  +  C'{cl)  +  ... 
Z  =  Fa     ■+•  Gß     +  lly     +  ... 

so  wird 

Jl  =  co-h  Y—Z 

Setzt  man  ferner 

II  =  Ah  -+-  ITk'  ■+■  C'k"  ... 

5  es  «(yM)  -h  ß{*M)  ■+■  y{kM)  -l-  ... 

so  ergiebt  sich 

1  H-S 

Für  Z  lüsst  sich  noch  ein  anderer  Ausdruck  geben .  der  wenigstens  in 
dem  Falle,  wo  man  die  Gewichte  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur 
wenige  derselben  kennen  lernen  will,  auf  eine  einfachere  Rechnung 
führt.  Durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (43)  habe 
man  erhalten 
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«  =  |M|falf)  -fr-  |».2j(xM)  -fr-  |1,3J(Uf)  -h  ... 
^  =  '\\,2}{tiM)  -fr-  |2,2|(«If)  -i-  {2,3|(illfj  -fr-  ... 
y  =  |l,3|foM)  -i-  j2.3j(xM)  -f-  |3,3}(;.3/)  -h  ... 

u.  s.  \v.  Eliminirt  man  hicmit  a,  ß,  y,  etc.  aus  dem  obigen  Ausdruck  für 
Z,  so  wird 

Z  =  ||1,1|F  +  |1,2jG  +  |1,3|//+...jfojf) 
-fr-  ||i,2|F  +  |3,2)G  +  %Z\U+..\{*M) 
-fr-  jjI,3|F+  |2,3JG  H-  |3,3}i/-t-..;J(AJf) 


{u),jyi  -h  .  . .  =  G 

{M)yi  +  ...  =  // 


Setzt  man  daher 
(44)    ...    j  (^x)«  -h  (xx)ß 

u.  s.  vv.  so  bekommt  man 

Z  =  afaM)      ß(*If)  -fr-  y((AM)  -fr-  ... 

Dieser  Ausdruck  führt  namentlich  in  der  Anwendung  unserer  Aufgabe 
auf  die  Geodäsie,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird ,  auf  eine  kürzere 
Rechnung  wie  jener. 

37. 

Zur  weiteren  Ausiirbeilung  der  im  Vorhergehenden  enthaltenen 
Auflösung  unserer  Aufgabe  ist  zuerst  die  Auflösung  der  Gleichungen  (40) 
auszuführen.  Man  multiplieire  die  erste  (40)  mit  dem  unbestimmten 
Faelor  a  und  addire  sie  zur  zweiten ;  man  multiplieire  ferner  die  erste 
mit  die  zweite  mit  {f,  und  addire  beide  zur  dritten ;  ferner  die  erste 
mit  «"',  die  zweite  mit  (V  ,  die  tlritte  mit  /',  und  addire  alle  diese  zur 
vierten,  u.  s.  w.  Bestimmt  man  nun  diese  Factoren  so .  dass  nach  ein- 
ander Ä,  A  und  Ii'.  A\  B'  und  C.  u.  s.  w.  verschwinden,  dann  sind 
die  (40)  auf  die  folgende  Form  gebracht  worden, 

(ofl)A'  -fr-  (ab)fi'  •+-  (ac)C'  -fr-  iaJ)D'  -fr-  ...  =  M  =  k 

{bb,])B'  -fr-  {bc,\)C  +  {bd,i)I)'  -fr-  ...  =  M 

(cc.2jC'  -h  {cd.2)l)'  +  ...  =  AT 

+  ...  =  M" 


*  — 
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und  für  die  eingeführten  Hulfsgrössen  ergeben  sich  die  folgenden  Glei- 
chungen, die  zur  Bestimmung  derselben  dienen.  Die  eingeführten  Fac- 
toren  «'.  u.  (f,  etc.  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt. 

[aa)a  ■+■  («6)  =  0 

(ort)«"  -f-  (ab)tr  ■+-  (ac)  =  0 
{aby  +  (bb)(f  +  {he)  =  0 

(ort«'"  +  [ab{r  -+-  (ac)f  +  (ad)  =  0 
l>6ia'"  +  (66;/'  +  (bc)/'  -+-  [bd)  =  0 
(ac)a"  +  {bc)(f"  +  (cc)yw  +  (crf)   =  0 

u.  s.  w.  worauf  (bb, i),  (bc.  1),  etc.  etc.  sich  durch  die  folgenden  ergeben, 

[aby  -+■  ibb)  =  (66,1) 

(ac)(c  -+■  {bc)  =  (bc,  1) 

(ady  +  (M)  =  (6</,1) 
etc. 

A«'  -+-  W    =  i)/ 

(ac)«"  -I-  (bc)(P  +  (cc)  =  (cc,2) 

(«d)tf  +  (M)/*"  +  (er/)  =  (ci/,2) 

etc. 

+  k'f  H-  r  =  M" 

(a<,«'"  +  (fofyf  +  (cd)/"  -f-  (dd)  =  («M,3) 

etc. 

Ka   -+-  fc      ■+-  /i  y   -+-  k    —  M 

u.  s.  w.  Vergleicht  man  aber  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  «', 
(ft  etc.  mit  den  (40),  so  wird  man  sogleich  gewahr,  dass  sie  sich  auch 
auf  die  folgende  Form  bringen  lassen  müssen. 

(ada  +  (aV  =  0 

[aa)u"  •+■  (ab)(?      (ac)  =  ü 
(bbX/  •+■  (6c.  I)  =  0 

(aa)a"  -+-  (ab/'  -f-  (dt'}/"  -f-  (urf)  =  0 
(66,  i;/'      (6c,  I)/'  -f-  (&M)  =  0 
(cc,2>"'  -+-  (crf.2)  =  0 


u.  s.  \v.  Setzt  man  für  einen  Augenblick 


626  P.  A.  Hansen,  [56 

A  =  ftjf  ■+■  hM  -+-  tM"  ■+■  bJM"'  +  . . . 

IT  =  h'M'  -h  cAf"  ■+■  b'3/'"  +  ... 

C  =  c"M"  +  b"Af"  +  . . . 

D'  =  b'"3/"'  -+-  . . . 

etc.  etc. 

und  subsliluirt  diese  in  die  obigen  Gleichungen  für  A\  B\  etc.,  so  er- 
hält man 

a{aä)  —  1 

b(aa)  +  h'(ab)  =  0 

c(ao)  -l-  i'{ab)  +  c>c)  =  0 

b(aa)      b'(a&)  ■+-  b"(oc)  +  b'"(arf)  =  0 

etc. 
b'(bb,i)  =  1 
c'(&U)  +  c"(k,1)  =  0 
b'(W.I)  -h  b"(M)  H-b'"(6<i,1)  =  0 

etc. 
c"(cc,2)  =  1 

b"(cc,2)  +  b"'(crf,2)  =  0 
etc. 

b"'(<M,3)  =  1 
etc. 

und  die  Vergleichung  dieser  mit  den  vorstehenden,  zur  Bestimmung  von 
a,  p",  etc.  dienenden,  Gleichungen  giebt  sogleich 

0  =  Jaa)  •    *  =  isvö" '    c  =  T553T  '    b  =  "P55)  '  etc' 
b'  -  — L_     /  -  -jC-     b'  -    r  etc 

4  . »  

c  "~   (cc,a)  '    D  —   (dd,3)  '  elc- 


und  hieraus  folgt 


_  "(aaj  >,<)    rt  [cc,i)    a   ~*~    (dd,i)  " 

n  —  M'       i         rt'  4        _  ä"' 

r  —  g      .  •» 

(cc,2)  (dd,3;  ' 

(dd,3) 
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o.  s.  w.  durch  welche  die  Unbekannten  jede  für  sich  gegeben  sind. 
Diese  Gleichungen  geben  ausserdem  Anlass  zu  anderen  Ausdrücken  für 
«,  etc.  Vergleicht  man  nemlich  die  Gleichungen,  aus  welchen  die 
vorstehenden  erhalten  worden  sind,  mit  denen  für  «',  (f,  etc.,  so  lehrt 
der  Augenschein,  dass  diese  auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 
können, 

_  '  —  m 

a    ~  loa) 


»          M    .    (fo,i)  * 


(aa)    T  [bb.i) 
Ibc,*) 


(66,1) 


»>           (ad)     ,     (frd.l)     ,  (cd,l)  » 

~  "    -   Taa)    +  -WJT  °  W  " 

ff"  —  J_^dL     _i_  J2ÜL  ff 

P     ~"                    (W>,D  (cc,8j  P 

">  _  (cd.t)^ 
~~  ^    —  Icc,«) 

u.  s.  w.  Endlich  bekommt  man  aus  den  letzten  Ausdrücken  für  ,1 '  B\ 
etc.  sehr  leicht  die  Coeflßcienten  der  unbestimmten  Auflösung  der  Glei- 
chungen (40),  denn  aus  der  Substitution  der  Ausdrücke  für  M,  M\  etc. 
folgt  sogleich 

^'^  —     (aa)  (»6,1)  (cc>)  (dd,3) 


(1.2)  = 

(1.3)  = 

(U)  = 
etc. 

(2.3)  = 

(2.4)  = 
etc. 

(3,3)  = 


(66,1)   ~*~   (ee,t)    ~*~  (dd.l) 
a"  a"'y" 


(dd,»J 


d"*  dP** 
(«»■)         Idd  Jf 

d"  d"y 

r 

■mir 


(«,«)  ■    (dd,8)  " 
etc. 

(*•*)  =  TKiT  + 

u.  s.  w. 
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38. 

Durch  Hülfe  des  Inhalts  des  vor.  Art.  kann  man  sogleich  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (43)  hinschreiben.  Es  wird 


u.  s.  w.  wo 


"  («TO)        W  * 

p  ""  (**,<) 


etc. 

fa»>'  +  H  = 

(xx,1) 

(t(k)a  +  (xA)  = 

(*U) 

etc. 

{nM)a'+  [«IQ  — 

(«IM) 

+  (ri)b-  ■+■  (AI)  = 

etc. 

■^W)a"-h(xlf)b"+(;.M)  =  (AM,2) 
etc. 


39. 

Nun  lassen  sich  schon  diu  Ausdrücke  des  Art.  36  für  Ji  und  J*  auf 

ihre  einfachste  Form  hinführen.    Substituirt  man  die  Ausdrücke  des 

Art.  37  für  A\  U' ,  etc.  in  den  Ausdruck  für  V,  und  setzt  den  vor- 
stehenden Ausdrucken  analog 

(af)«'       (61)  =  {bl,\) 

(«/><"  +  (blf  -h  (c/)  =  (c/.2) 

(atyT  h-  W  +  >//"  +  (dl)  =  (rfl,3) 

u.  s.  w.  so  wird 

V  —    {a':   1/  j_   ,6M;    kl'  j-    (dl"    W"  -i_  ,dt  z     kl'  -i- 
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und  substituirt  man  dieselben  Ausdrücke  in  den  Ausdruck  für  R,  so  wird 

~    <aa)    ~l~    166,1,'    ~*~    (cc,i)  («1(1,3, 

Substituirt  man  ferner  die  Ausdrüoke  des  vor.  Art.  in  den  Ausdruck  für 
Z,  und  setzt 

Fa  '  -f-  G  =  G' 
Fa  -+-  Gb"  +  U  =  H" 

u.  s.  w.  so  bekommt  man 

und  die  Substitution  derselben  in  den  Ausdruck  für  5  giebt 

Will  man  den  zweiten  Ausdruck  des  Art.  36  für  J?  anwenden ,  so  sind 
in  Folge  der  Gleichungen  (44)  die  folgenden  Ausdrücke  zu  berechnen, 

f     ,      c      i         ff"    _ " 

a<  Ä  w  +  -(-,•;  a     m  •  +  •  •  ■ 

Ä   _  G'  W  .« 

u.  s.  w.  worauf  sogleich 

2  =  afyM)  H-  fc(dtf)  +  y,(Uf )  H-  .  .  . 
berechnet  werden  kann.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  wird  darauf 

ji  =  w+y-z,  p  = 


40. 

Zur  Reduction  der  Ausdrücke  der  Grössen  [toj),  (ßt(),  etc.  setze  man 

n  -  9  x  =  r 

//  =  «'g  -+-  7'  x  =  a'r  ■+-  r' 

q   b  ag  +  jJJ  +  J            x  =  «  r  +  (f  r  +  r 
etc.  etc. 


u.  s.  w.  worauf  die  Substitution  der  Ausdrücke  für  (1.1).  (*,2),  etc.  des 
Art.  37  in  die  Ausdrücke  für  (utj),  {ßrt),  etc.  des  Art.  35  sogleich 
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W  =  IST 


H  = 

(Kl)  - 

etc. 


(aa> 
1 

loa) 


w  = 

0»)  = 

etc. 

w  = 
w  = 
M  = 

etc. 


{».<) 

x' 


(66,4) 

w 


(ec.l) 

x" 
(«\«) 

k" 
icc,*) 


(Ml,  4) 


(66,<j 

££_ 

fl"x" 
(oe,t) 

/rr 
(ce(i) 


icc,i) 

aTx" 

Icc.S) 

'  («,«) 


u.  s.  w.  giebt.  Substituirt  ninn  nun  diese  in  die  Ausdrücke  ftlr  (tjtj),  [qu), 
etc.  des  Art.  35,  so  werden 


(m)  = 
iv)  - 

Ort  = 

etc. 


(xx)  = 

(«*)  = 

etc. 

(<*)  = 


•r« 

(aa) 

(66,<) 

Ml 

'/* 

M~ 

,V 
(66,1) 

H- 

n"x" 
(cc,t) 

,2 

(*») 

• 

(*»;■». 

+ 

rj'M' 

n"M" 

(ao) 

t«*,ij 

(«*,•) 

X» 

(oa; 

+ 

x'* 

(66.1) 

+ 

x"* 

(«,tj 

«1 

x'l' 

x"A" 

(aa) 

t*MJ 

"(«,»] 

(«)  = 

etc. 
(IM)  = 


xJlf 

x'JT 

x"Jlf" 

(aa) 

(«,« 

!• 

1"" 

(aa) 

(»,<] 

(«?,!] 

i¥ 

+ 

l'M' 

i"Jf" 

(aa) 

(66, 1) 
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u.  s.  w.  Endlich  gehen  durch  dieselben  Substitutionen  die  Ausdrücke 
des  An.  36  für  F,  G,  etc.  in  die  folgenden  Uber 


F 

=  /•  + 

9'  + 

(c/.S] 
(cc,i) 

?•+ 

G 

=  9  + 

-(a,)-x  + 
(oa)X 

(bi.l) 

x'-K 

(ci,*| 
[cc,  Ij 

«f 

X  + 

U 

=  A  + 

(66,1 

A'  + 

(cl,l) 

(«,«) 

ah- 

u.  s.  w.  womit  alle  erforderlichen  Grössen  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
bracht worden  sind,  und  die  im  Art.  35  eingeführte  unbestimmte  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (40)  überflüssig  wird,  und  daher  nicht  ausge- 
führt zu  werden  braucht.  Alle  Ausdrücke,  die  wir  erhalten  haben,  be- 
sitzen eine  so  regelmassige  Gestalt,  dass  sie  ohne  Weiteres  beliebig  fort- 
gesetzt werden  können. 


41. 

In  dieser  Auflösung  sind  zugleich  die  Ausdrucke  für  die  Unbekann- 
ten selbst  nebst  deren  Gewichten  enthalten,  denn  setzt  man  zuerst 

k=  1  ,    h'  =  0  ,    if=0  ,  etc.  o)  =  0 

so  wird  Jl  =  x.  Aus  den  vorstehenden  Annahmen  folgt  aber 

M  =  1  ,    V  ae  a  ,    M"  =  a  ,  etc. 
(qM)  =  (nrj)  ,    (x.V)  =  («x)  ,    (Alf)  =  («A) ,  etc. 
(xJtf.l)  =  («x,1)  ,    (AM, 2)  =  («A,2) ,  etc. 

Setzt  man  daher 

x  =  y  —  z  ,    x  =y  —  z  ,    x"  =y"  —  z\  etc. 

so  wird 


Z 


oder 

j  =  at(a>])  -+■  /?(«»)     y((«A)      . . . 
und  bezeichnet  man  die  Gewichte  von  x,  x\  x\  etc.  mit  77.  //',  /7",  etc. 
und  setzt 

"=^-  «'=v~r..  ""=?-V- •<*=• 

so  werden 

71  —    (oo)         (66,1)  («,!) 

/4  "~  \nn)  ^  UM) 
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Macht  man  ferner 

k  =  0  ,    k'  =  1  ,    A"  =  0 ,  elc.  w  =  0 

so  wird  Jl  =  x,  und  man  bekommt 

tf=e,    M'-1,    3/"=^,  etc. 
folf)  =  &ftj)  ,    (aif)  =  Ofa)  ,    (kM)  =  &B) ,  etc. 
(xM,1)  =         ,    (AJf,2)  =  GflOUSS),  etc. 

woraus 

y  —  ibb.i)  (cr.ü 

8  =  Tür*  +  ü5jrfr     -(tf,t] "  + 
=  «jM  -t-  ftftto)  -h      +  . . 

71  —    (66,1)         («*,»}  ••• 

f*  (1-7)  («,<)  ••" 

hervorgehen ,  und  ebenso  erhall  man 


«   I 

'    ~~  tnD       **.«)  ^"  " ' " 


U.  8.  w. 


42. 

Zur  leichteren  Uebersicht  sollen  jetzt  alle  zur  Berechnung  von 
Jl,  x,  x,  x\  etc.  und  P,  //,  //',  //",  etc.  erforderlichen  Ausdrucke  der 
Reihe  nach ,  so  wie  sie  zur  Anwendung  kommen .  zusammen  gestellt 
werden,  hiebet  wollen  wir  jedoch  zuerst  von  den  zur  Berechnung  von 
Jl  und  P  dienenden  Ausdrücken  absehen ,  und  diese  nach  jenen  für  sich 
anführen. 

Nachdem  man  die  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  so  vorberei- 
tet hat,  dass  die  Cooflicienfen  der  Gleichungen  (20)  und  (30)  bekannt 
sind,  rechne  man  zuerst 


Digitized  by  Google 


63]  VON  DER  MkTHODE  DK»  KLEINSTEN  QUADRATE  etC.  633 

(an)  =  pa1  +  /)'a'2  -+-  pV5  -I-  . . . 

(ab)  =  pab-t-p'a'b'  +p"a'b"  ■+■  ... 
■4-  77'  4-  IT1  -4-  88  ■+-  ... 

(<nr)  =  jMc     //aV  -f-  f>W  -I-  . . . 
■+-  qq"  -+-  rr"  +  sä"  ■+-  ... 
etc.  etc. 
(o/)  =  pal+pal'  +  faT  -h  ... 

(M)  =  f^  +  j/P+ifP  -+-.  .. 
-H^+r^-H*'2  ■+-  ... 

(6c)  =  pbc-t- p'b'c +p"b"c"  -H  ... 
+  q  q"  -+-  r'r"  ■+■  s's"  -+-  . . . 
etc.  etc. 
(6/)  =  pbl  +  p'br+pb'T  -i-  ... 

(er)  =  ;>c2  -+-  p'c  '1     pV2  +  . . . 
+  q"*  +  t"i  +  s"*  -h  ... 
elc.  etc. 
(c/)  =  fd+f'cl' +p<?lH 

etc.  bis 

(//)  =  p/2i7pipT2-h  ... 

Die  Anwendung  des  Ausdrucks  (//),  welcher  im  Vorhergehenden  nicht 
vorgekommen  ist,  wird  weiter  unten  erklart  werden. 

Zu  den  vorstehenden  Ausdrücken  ist  zu  bemerken ,  dass  sie  zwar 
immer  ganz  so,  wie  sie  angesetzt  sind,  angewandt  werden  können, 
dass  aber  in  gewissen  Fällen  die  von  den  Coefllcienten  q,  r,  8,  elc.  der 
Gleichungen  (30)  abhängigen  Glieder  entweder  ganz  weggelassen .  oder 
abgekürzt  werden  können.  Sei  wieder  m  die  Anzahl  der  Gleichungen 
i24),  und  n  die  Anzahl  der  x,  x,  x",  etc..  dann  dürfen  die  genannten, 
von  den  (30)  abhängenden .  Glieder  ganz  weggelassen  werden ,  wenn 
entweder  w>«  oder  m  =  n  ist,  wenn  aber  m  <«  ist,  so  müssen  die 
Coefllcienten  von  wenigstens  einer  Anzahl  n  —  m  der  Gleichungen  (30) 
aufgenommen  werden. 
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43. 

Es  sind  hierauf  die  CoefliHenten  (66,1),  (6c,1),  etc.  zu  berechnen, 
und  dieses  kann  immerhin  durch  die  im  Art.  37  dafür  abgeleiteten  Aus- 
drücke geschehen,  allein  ich  ziehe  vor,  die  folgenden  anzuwenden,  die 
entweder  selbständig ,  oder  aus  den  vorhergehenden  ahnlichen  leicht 
abgeleitet  werden  können 

(«*)  ff   _  W  '    j0d)_  .         y>    _    __  Wl 

"  (aa)  '     P  ~  ~  (oa)   '     '   ~"         [aa]  »  eiC'  *  "~  (aa) 


(66,1) 

(66)  +  (a6)a 

(6c,1) 

(6c)  -|-  (ac)a' 

(Hfl 

(6d)  +  {adja 

etc. 

(Hfl 

(6/)  +  (a/)a 

(cc,i) 

(cc)  -l-  (ac)^ 

Kfl 

(cd)  +  (ad)ßf 

etc. 

(Hfl 

M  +  (*W 

(iHfl 

(aVi)  +  (ad)/ 

etc. 

(Hfl 

m  +  w 

etc.  bis 

WA 

(«)  +  w 

P   =        (tfr,<)  '     y   —         (6M)  '  eiC'    *  (66. <; 


(cc,1)  +  (fcc,fl/f 

(<HS) 

+  (6rf,fl/r 

etc. 

(H2) 

(c/,1)  +  (6/,1)/S» 

(«W.2) 

(4M)  +  (6<i,1)/' 

etc. 

(H*) 

(<ö,l)  +  (6/,1)/ 

etc.  bis 

(W) 

%\)  +  (6/,1)/ 
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(<M,3)  =  (<Ü.i)  -h  ~ 
etc. 

(d/,3)  =  (rfj.2)  -|- 

 etc.  bis  

(W,3)  =  (J/,2)  +  (c/,2)*'" 

etc.  bis  (//.») 

wenn  wieder  n  die  Anzahl  der         x\  etc.  bezeichnet. 

Zu  bemerken  ist  hiebei.  dass  wenn  m  —  n,  und  keine  der  Glei- 
chungen 30)  mit  zur  Berechnung  der  (aa).  (ab),  etc.  beigezogen  worden 
sind,  so  wie  wenn  i«<«,  und  man  nur  »  —  m  dieser  Gleichungen  zu- 
gezogen hat,  immer 

(//,/,)  =  0 

werden  muss. 

44. 

Nun  können  die  «",  f'\  etc.  nach  folgenden  Ausdrücken  berechnet 
werden , 

a    =  « 

«"  -  /T  +  ,*"«' 
>»»       r      t>  i      in  i, 

«"  =  <y  +  <r«  +  r«"  ()"«'*' 

etc. 

7.  =  /*" 

^  =  <r  ■+-     -h  c)Y" 

etc. 

III  tu 

r  =  r 

Ii  i/tt     .       t/i  Ml 

y    =  o    +  ö  y 

etc. 

>  =  <r 

etc. 

u.  s.  w.  die  ich  zu  mehrerer  Deutlichkeit  für  eine  l  nbekannte  mehr,  wie 
in  den  vorangegangenen  Ausdrücken  hingeschrieben  habe.  Ks  wird 
hierauf 

AUudl.  «I.  K.  S.  Ondlicl.  i.  WitMMcb.  Kill.  47 
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*  'W  www      "       »  ww  www 

—  y  =  x  -*-  x  ><  ->-  x  "  +  x  " 

-y  =     x  +%r+%r 

—  y  —  x 

etc.  etc. 


ff  = 


IM]    r  T   (cc.i)   T  «m,i; 

(**.«)    T    fcc.tj    ^  (dd,I) 


ff 


ff'" 


4 


etc.  etc. 

Ich  mache  darauf  aufmerksam ,  dass  hierin  schon  die  Auflösung  der 
Aufgabe  des  Art.  18  u.  f.  vollständig  enthalten  ist,  denn  die  ftlr  die  all- 
gemeine, im  Art.  31  aufgestellte  Aufgabe  noch  hinzukommenden  Aus- 
drücke hangen  alle  so  von  den  Bedingungsgleichungen  ab,  dass  sie  zu- 
gleich mit  diesen  wegfallen.  In  Betreff  der  Aufgabe  des  Art.  1 8  wird  also 

x  =  y  ,    x'=y',    x  =  y",  etc. 

und  die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  werden  bez. 

i       <       1  . 

In  Bezug  auf  die  allgemeine  Aufgabe  können  die  bis  jetzt  zusammen- 
gestellten Ausdrücke  als  den  ersten  Theil  der  Auflösung  betrachtet  wer- 
den, und  dieser  Theil  wird,  wenn  nicht  m<n  ist,  genau  so  ausge- 
führt, als  waren  gar  keine  Bedingungsgleichungen  vorhanden.  Wenn 
aber  der  eben  erwähnte  Fall  eintritt,  so  müssen  zur  Bildung  der  Coeffi- 
cienten  (ad) ,  (ab) .  etc.  auf  die  eben  erklarte  Art  wenigstens  n  —  m  der 
Bedingungsgleichungen  mit  Weglassung  ihrer  völlig  bekannten  Glieder 
zu  diesem  ersten  Theil  der  Rechnung  hinzugezogen  werden. 


45. 

Der  zweite  Theil  der  Auflösung  unserer  allgemeinen  Aufgabe  fängt 
mit  der  Berechnung  der  mit  q  .  »/,  etc.  x,  »',  etc.  etc.  bezeichneten  Hülfs- 
grössen  an ,  die  durch  die  folgenden  Ausdrücke  erhallen  werden. 
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V    =  9  x   =  r 

'         '~    .    '  »         *  * 

7]    =  aq  -h<{  x  =  «r  +r 

tf  =  n"q  +fq'  +7"  x"  =  «  V  -f-  r" 

=        +  /J" V  +  / Y  +  f  i        =        +  I^V +  /"r"  H- r" 
etc.  etc. 

=  * 

k'  =  as  +*' 

A"  =  «"*  +*"  etc. 

etc. 

worauf  man  zunächst 


°  -  ?  +  (aa)  *  +   (»,<)  *   ■+■  (cc.i,  * 
(aa)  (66, <)  icc.ij 


(46) 


u.  s.  w.  berechnen  kann.  Hicbci  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  man  zur 
Berechnung  von  (aa),  (ab),  etc.  die  Anzahl  von  n — tn  Bedingungsglci- 
chungen  hinzugezogen  hat,  Air  diese  n  —  m  Gleichungen 

F=  f,    G  =  g  ,  etc. 

werden  muss.  indem  alsdann  ftlr  diese  die  Summe  der  Übrigen  Glieder 
der  vorstehenden  Gleichungen  verschwindet.  Hat  man  mehr  wie  n  —  m 
Gleichungen  hinzugezogen,  so  rinden  die  zuletzt  angegebenen  Gleichun- 
gen nicht  mehr  statt.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  sich  weiter  unten 
ergeben.  Auch  wird  weiter  unten  gezeigt  werden,  dass  man  die  Be- 
rechnung der  (45)  gänzlich  umgehen  kann. 

46. 

Es  kann  nun  berechnet  werden 


lt  -tlt 


W*'    ~    [aa]  (M,<)    ^"  (Of,l) 

MW    —    (aa,  ^    (66,  <  J    ^  (cc,2) 

etc.  etc. 

W    —    (oa)  (66,<)  (cc.l) 

W    —    (aa)  (6Mf  (cc.Ü; 

etc.  etc. 


47 ' 
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W    Ä    «u»)  +  1&MT        >,*T        *  * 

etc.  etc. 


etc. 


und  hieraus  sind  Ausdrücke  zu  berechnen,  die  denen  des  Art.  43  voll- 
ständig analog  sind,  nur  dass  die  Grösse,  die  dort  mit  (U)  bezeichnet 
wurde,  hier  Null  ist,  nemlich 

a'  =  -       ,    b'  =  -  [nl\  .  etc.  t  =  +  iL 

{Vi!  11)   Wtj 

(xx,4)  =  (**)  -+-  ft*)a' 

(xA,l)  =  (xA)  +  faA)a' 
etc. 
G'  =    (i  h- 


pM)  =  (U)  + 

etc. 


etc.  bis 


.     =  Fi 

b"=  -  etc.  i'      •  * 


(AA.2)  =  (AA,1)  -I-  (xA,1)b" 
etc. 

//'  =    //'    -+-  G'b" 


etc.  bis 
etc.  bis 


wenn  wieder  q  die  Anzahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  be- 
zeichnet. 

«•  , 

Hierauf  ist  zu  berechnen 


W   —  (».!)  f«,S) 

W  =  tzSt 

etc. 


d  by  Googl 
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W  ~"    (oo)'         (66, 4)  (w,t; 

66,  lj  (cc.S) 

w  =  t£t 

etc. 


;66,<j    ^  (cc,*, 


w  = 

etc. 

u.  s.  w.  Die  Anzahl  dieser  Gruppen  ist  der  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen ,  und  die  Anzahl  der  Grössen  jeder  Gruppe  der  Anzahl  der 
Unbekannten  gleich. 


48. 

Will  man  nicht  blos  die  Unbekannten  selbst,  sondern  auch  ihre  Ge- 
wicht«! kennen  lernen ,  so  sind  noch  die  folgenden  Hülfsgrössen  zu  be- 
rechnen, 


[cot]      (art)  a! 

GM) 

W  -i-  M*' 

W  +  W«' 

etc. 

(«A)  +  m»' 

m  +  m  *' 

etc. 

etc. 

ö*,2)  =  CrM)  +  (yM)*" 

etc. 


etc. 


bis  alle  Bedingungsgleichungen  erschöpft  sind.  Hierauf  werden 
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t  = 

M 

c  + 

y±,% 

ir  +  ... 

M 

F-h 

[x*,i] 

ff  + 

lXi.1) 

//"  +■ . . . 

z  = 

(w) 

F  + 

fyaM) 
(«*,<] 

G  + 

(W.*J 

■ä"  -+- ... 

etc.  etc. 
f    ~  (w)       (*».«)  (ä.*> 

'*  "t«.<r    (ü,t)  "*"*•• 

etc.  etc. 
wodurch  in  Verbindung  mit  den  Werthen  des  Art.  44  für  y,  y\  etc.  und 
;T,  7r',  etc.  alle  Unbekannten  nebst  deren  Gewichte  gegeben  sind. 

49. 

Will  man  hingegen  auf  die  Kenntniss  der  Gewichte  der  Unbekann- 
ten Verzicht  leisten,  so  lasst  sich  die  Berechnung  der  Werthe  der  Un- 
bekannten abkurzen,  indem  die  im  vor.  Art.  angegebenen  Rechnungen 
wegfallen,  und  die  folgenden  kürzeren  an  ihre  Stelle  treten.  Man  rechne 
in  diesem  Falle  die  Grössen  ST,  33",  etc.  91",  etc.  etc.  nach  den  folgen- 
den Formeln,  die  ich  ftlr  fünf  Bedingungsgleichungen  vollständig  hin- 
schreiben will, 


r 

f 

! 

+  A' 

93' 

l 

G' 

r 

+  ?v 

2)' 

f 

r 

%• 

+  2>Y 

33" 

»' 

+  ©V 

<r 

C 

+  DV" 

91"' 

91" 

+  e'V 

33'* 

33" 

+  ert" 

r 

91"' 

H-  33"  V 

und  die  man  leicht  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  ausdeh- 
nen kann,  wenn  man  erwägt,  dass  hier  r"  ftlr  die  letzte  aller  vorhande- 
nen j,  und  b',  b",  b"  ftlr  ilic  letzten  aller  vorhandenen  a.  b,  C,  b,  c, 
etc.  stehen.  Da  hierauf 
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«  =  r 

ß,  =  V" 

r,  =  r 

»t  =  i 

werden,  so  kann  man  ohne  weitere  Hülfegrössen 
z  =  (KJ?)«  -f.  («x)£  •+-  («/>,  - 
z'  =  (ßi)a  +         +  (/%,  H 

2"  =   (^)«   +  +  -) 

etc.  etc. 

berechnen. 


schon 


50. 

Wenn  man  der  Kennlniss  der  Unbekannten  nicht  bedarf,  sondern 
blos  eine  Function  Jl  derselben  nebst  deren  Gewicht  zu  ermitteln  hat, 
so  erleidet  das  Verfahren  die  folgenden  Abänderungen.  Die  Ausdrücke 
der  Artt.  42  und  43  nebst  den  Ausdrucken  des  Art.  44  für  die  «",  f , 
f\  etc.  müssen  berechnet  werden.  Hierauf  setze  man 

M  =  k 
M    =  ak  -I-  k' 

m  =  ah  +  ßfk'  ■+•  r 

AT  =        +  fT"k'  +  y'"k"  +  kw 

u.  s.  w.  worauf 

-  y  =  *'jf  +      +  %'MT  +  rur 

und 


(46) 


"  ~    (««)■  (66,1)  1- 


...} 


|cc,a)    1    («w,3j  ' 

werden ,  und  der  erste  Theil  der  Auflösung  ausgeführt  ist.  Es  sind  dar- 
auf die  Ausdrücke  der  Artt.  45  u.  46  zu  berechnen ,  während  die  der 
Artt.  47  u.  48  wegfallen.  Statt  der  letzteren  berechne  man 

WO 


(AM)  = 


m  + 

x.V 
XM 

[aa]  ^ 


(66, 1] 
x'JT 

(66, 0 

{».*) 


f)"M" 
(cc.S) 
x"JT 
(cc.J) 


(48) 


u.  s.  w.  und 
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(49}  . 


(»IM) 

UM  -+-  (jyJf)ft' 

m\) 

(Alf)  +  (fJf)t' 

(f,M,\) 

= 

etc. 

(AM,  2) 

(UM)  +  (xM.I)b' 

(,«3/,2) 

etc. 

(,«3/,3) 

G«jr,2)  +  (JUf,s)c" 

etc. 

u.  s.  vv.  worauf  man 


und 

(50) 


(n) 


[üi'ij  n 


erhalt .  womit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Hat  man  aber  ausserdem  auch  die  Wert  he  der  Unbekannten  .r,  .r, 
olc.  nach  den  obigen  Ausdrücken  berechnet,  so  ist  es  klar,  dass  man 
den  wahrscheinlichsten  Werth  von  Ji  schon  durch  die  Substitution  dieser 
Werthe  von  x,  x\  etc.  erhalt,  und  in  diesem  Falle  braucht  man  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  für  Y  und  Z  nicht  zu  berechnen.  Sind  die  Werthe 
und  Gewichte  von  mehreren  Functionen  zu  berechnen ,  so  müssen  die 
in  diesem  Art.  erklarten  Rechnungen  für  jede  dieser  Functionen  beson- 
ders ausgeführt  werden. 

51. 

In  Bezug  auf  die  Ausdrücke  (45)  für  F,  G,  II,  etc.  ist  eine  Bemer- 
kung zu  machen,  wodurch  ihre  Bedeutung  erklart,  und  die  Beweise 
der  beiden  am  Ende  des  Art.  4ö  angeführten  Satze  erhalten  werden. 
Substituirt  man  die  Ausdrücke  für  i(,  >/,  elc.  x,  x,  etc.  etc.  in  die  ,4o), 
so  ergiebt  sich  sogleich  in  Folge  der  Ausdrücke  für  y.  y',  etc.  des  Art. 
44  dass  auch 

F  =  f  +  qu  -+-  q'y'  -+•  qif  +  ... 
»  =  J  +  »7/  ■+■  ry  +  ry  -h  ... 
//=//-+-  st/  h-  »  tf  ■+-  /;/"  H-  . . . 

u.  s.  vv.  sind,  und  diese  Ausdrücke  geben  zu  erkennen,  dass  F,  G,  II. 
etc.  das  Resultat  der  Substitution  der  Grössen  £ -Ky,  £'  -hi/\  etc.  in  die 
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ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  sind,  wenn  »,  etc.  im  Sinne 
des  Art.  2S  wieder  aufgenommen  werden.  Es  wird  mit  anderen  Wor- 
ten in  den  Bezeichnungen  des  Art.  28 

V/i|  +  y .  £         s  +  y»  etc.;  =  b 
X  (i  + «/ 1    +  y'.  f"  +  /.  etc.)  =  G 
etc.  etc. 

Wenn  man  nun  die  Coeflicienten  der  veränderlichen  Glieder  von  » —  m 
Bedingungsgleichungen  mit  zur  Berechnung  der  IlUlfsgrössen  (ad),  ab), 
etc.  benutzt  hat,  so  sind  die  Werthe  von  y,  y,  etc..  die  man  erhalt,  aus 
einer  gleichen  Anzahl  von  linearischen  Gleichungen  bestimmt  worden, 
die  folglich  alle  durch  diese  Werthe  von  y,  y\  etc.  vollständig  erfüllt  sind. 
Es  müssen  daher  die  Gleichungen 

()  =  qy  -+-  qy'  -+-  q "y "  +  . , . 

0  =  »7/  -I-  ry'  ■+-  ry"  -f-  . . . 

etc. 

wenn  hierunter  die  n  —  «i  mit  angewandten  Bedingungsgleichungen  ver- 
standen weiden .  vollständig  durch  die  erhaltenen  Werthe  von  //,  y\  etc. 
erfüllt  sein.  Iliemit  geben  aber  die  obigen  Gleichungen  für  F,  G,  etc.  in 
Bezug  auf  diese  n  —  m  Gleichungen 

F  =  f,    G  =  g,  etc. 

w.  z.  b.  w.  In  jedem  Falle  ergeben  sich  aber  durch  die  Substitution 
der  Summen  der  anfänglich  angenommenen  Werthe  der  Unbekannten 
und  der  y,  y,  etc.  in  die  Bedingungsgleichungen  sofort  die  Werthe  der 
F,  G,  etc.  und  die  Berechnung  der  Ausdrücke  (45)  wird  überflüssig 
w.  z.  b.  w. 

52. 

Die  vorhergehende  Auflösung  unserer  Aufgabe  zeigt  schon  zur 
Gnüge,  dass  den  Bedingungsgleichungen  (30)  vollständig  Gnüge  gelei- 
stet worden  ist  .  aber  demungeachtet  scheint  es  mir  nicht  überflüssig 
dieses  a  posteriori  durch  Anwendung  der  Function  J2  auf  eine  derselben 
nachzuweisen.  Da  ferner  diese  Bedingungsgleichungen  ohne  Hülfe  von 
Beobachtungen  erlangt  worden  sind,  und  demzufolge  gewiss  sind,  so 
muss  sich  dieses  auch  durch  das  Gewicht  /*  derselben  nachweisen  las- 
sen, welches  in  Bezug  auf  diese  Bedingungsgleichungen  unendlich  gross 
werden  muss.  Sei  zu  dem  Ende 
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w  =  /\    k  =  q.    k  =  9',    k'=q\  etc. 

dann  wird 

Jl  =  qx  ■+■  q  '£  +  q  V  -f-  ...  -+-  /" 

und  J2=  0  ist  mit  der  ersten  Bedingungsgleichung  (30)  identisch.  Durch 
die  vorstehenden  Annahmen  ergiebt  sich 

M  =  tj  ,  V  ■  M"  =  tj' ,  etc. 

foM)  =  («¥)  -  (,»),     [AM)  =  foA),  etc. 

(xM,1)  =  0  ,      (A3/.2)  =  0  .  etc. 

womit,  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für     x",  etc. 

-  F-f 
und  Z  =  F  folglich 

J2  =  0 

wird ,  w.z.  b.  w.  Substituirt  man  auch  die  obigen  Ausdrücke  filr  Af ,  M ', 
etc.  in  die  für  R  und  Z,  so  erhält  man 

R  =  (VV)  ,    S  =  (W) 

folglich 

P  =  oo 

w.  z.  b.  w.  Auf  dieselbe  Art  beweist  man  das  Erfülltsein  der  übrigen 
Gleichungen  (30). 

53. 

Für  die  Summe  der  mit  den  bez.  Gewichten  multiplicirten  Quadrate 
der  übrig  bleibenden  Fehler  lösst  sich  mit  Benutzung  des  Vorhergehen- 
den ein  einfacher  Ausdruck  geben.  Da  den  Gleichungen  (30)  vollständig 
Gnüge  geleistet  worden  ist ,  so  ist  die  genannte  Summe ,  wenn  sie  mit 
VV  bezeichnet  wird, 

W  =  p  |  ax  -t-  bx  ■+-  cx"  +  . . .  —  /  }2 
+  p\ax  +  IV  -I-  c'x  -h  ...  -  f)' 

-+-  p  )a  x  -h  0  x  +  cx  -4-  . . .  —  l  l1 
-fr  etc. 

oder  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt, 

W  =  \[aa]x  ■+-  [ab~\x      [ac]a?"  -l-  ...  — 

H-  )[ab]x      [bb)x  ■+■  [bc]x"  •+-...  —  (&/)}*' 

■+•  \[ac]x  •+•  [bc]x'  •+■  \cc\x"  -i-  ...  —  {d)\x* 
H-  etc. 

-  \(al)x  -f-  {bl)x  +  {cl)x  -+-.... —  {U)\ 
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wo  die  Bezeichnungen  [aa],  [ab],  elc.  dem  Art.  34  und  {al),  (6/),  etc. 
dem  Art.  42  gemliss  zu  verstehen  sind.  Eliminirt  man  hier  [aa],  [ab], 
etc.  vermittelst  der  Gleichungen 

{aa)  =  [aa]  +  [qq] 

[ab)  =  [ab]  +  [qq] 
etc. 

die  im  Art.  34  erklärt  worden  sind,  und  setzt 

W  —  \{aa)x      [ab)x  ■+-  (ac)x  +  ...  —  (al)\x 

•+■  \{ab)x  ■+■  (66)**  ■+-  (bc)x  +  ...  -  (6/) \af 

+  |(«c)s  -I-  (6cK  -+-  {cc)x  +  ...  - 

-h  etc. 

-  \{al)x  H-  (6/)*'  -f-  (cl)x  +  ...  -  (ö)| 

w  —  \lqq]x  ■+•       ■+■  [(//K  +  ...[* 

-h  +  [q'q']x  -+-  [9'?V  +  •  •  •  K 

+  il??>  +  [qq'V  +  hrYK  +  K 

H-  etc. 

so  wird 

w  =  VV  -  w 

Wenden  wir  uns  nun  zunächst  zur  Reduction  der  Function  VV",  so 
geben  die  Gleichungen  (30)  zuerst 

[qq]x  -+■  [qq']x  -+■  [qq^x"  -4-  . . .  =  —  qf  —  rg  —  « A  —  . . . 
[<7^>  -I-  [q'q']x  +  [q'ffV  +       =  —  q'f  —  r'g  —  s'h  —  ... 

[ff*]*  +  [?W  -i-  hVK  +  ■■  =  —  q'f  —  r"g  —  s"h  —  « 

etc.  etc. 
deren  Substitution 

>V"  =  -  tya;  +  9V  -h  fV  ■+■  ...)/' 

(,  I  «         ff  X 

rx  ■+-  rx  -+-  r  x  -+-  .  ..)</ 

—  (sx  -+•  s'x  ■+•  «V  ...)/* 

—  etc. 

und  in  Folge  der  (30) 

\V  =  p  +  f  +     , , , 

giebt. 

54. 

Zur  Reduction  des  Ausdrucks  für  W  setze  man  zuerst 

k  =  aa) .    k'  =  (a6)  ,    k"  =  [ac] ,  etc.  »  —  —  {al) 
wodurch 
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Jl  =  (aa)x  H-  (ab)x  -*-  {ac)x  +....  —  (d) 

wird.  Die  Ausdrücke  des  Art.  50  geben  nun 

AT  =  (ad),    M  =  0  ,    AT  =  0  ,  elc. 

faJf)  =  9,    (xAf)  =  r,    (Alf)  =  «,  etc. 

(xAf.l)  =  q<x  +  r  ,  (AM,  2)  =  qa  H-  rb"  +  «  .  etc. 

woraus 

-12  =  -  5 1  -         -  -JSk  -(«•*+•*•+•)  -  <*=■ 

folgt.  Setzt  man  ferner 

&  8.  (oft) ,    k  =  (66) ,    k"  =  (6c) ,  etc.  «  =  -  (6/)  > 

so  gehen  dieselben  Ausdrücke  über  in 

M  =  [ab) ,    M  =  (66,1 ) ,    AT  =  0  ,  etc. 
(ryA/)  =  q  ,     Xitf )  =  r' ,    (XM)  =  *' ,  etc. 
[%Mt\)  =  ga'-hr,    (AAf,2)  =  q'<\  +  rb'  +  «',  etc. 

wodurch .  wenn  man  den  jetzigen  Ausdruck  von  Jl  mit  Jl'  bezeichnet, 

■ß1- -  4»'  -     (»'•'+ o -  ^-tf^+rtr+o-* 

hervorgeht.  Auf  dieselbe  Art  ergiebt  sich 

-  -  ;„ ■,i~ir(*'«'+'')-  -;.V(«v+rv+.-)-«c. 

u.  s.  w.  Setzt  man  endlich 

k  =  —  far  ,       =  —  (6J) ,    A  =  -  >•/)  ,  elc.  a>  =  (W) 
so  wird 

Af  =  -  («J)  ,    A/'  =  —  (6/,1) ,    AT  =  —  (c/,2y ,  etc. 
(r,M)  =  /•  —  F,    («¥)  =  g  —  G  ,    (AA/)  =  A .  —  //,  etc. 
;>Af,  1)  =  ß'  +  g-G',    UM,  i)  ms  ß' +  gtf  +  h  — H' ,  etc. 

und  wenn  man  den  jetzigen  Ausdruck  von  Jl  mit  Jlt  bezeichnet,  so 
folgt  hieraus 

+  £  +  H-A-i»'-*)*- 

Zufolge  des  Vorhergehenden  wird  nun 

\V    =  Jlx  -+-  Jl'x  -+-  Jl'x       ....  +  Jl 

und  siihstiluirl  man  hierin  die  eben  erhaltenen  Werthe  von  Jl ,  Jl',  etc.. 
so  verschwinden  vermöge  der  Bedingungsgleichungen  (30)  die  x,  x.  etc. 
von  seihst .  und  man  erhalt 
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f  Gn  H"* 


[*»)    '     («f.«)   ^  (ZA,*) 

Aber  die  Ausdrücke  des  Art.  43  geben  nach  und  nach 

(<«)  -  ("■';-  S3r 

etc. 

///n\  _  //a  _  ä_  jw,d:  _  je*,«»*  _ 

und  aus  denen  des  Art.  46  bekommt  man  eben  so 
d'    _  r 

R     -  M 
fi'    =  Ä' 

( 

JIM 


etc. 

F*        _C'*      ,  ff"» 

tnn)       (xx,  i)'  tfi.tf 


und  folglich  wird 

W  =  (//.«}  -f-   '(51) 

Dieser  Ausdruck  giebt  für  sich  allein  die  Summe  der  mit  den  bez.  Ge- 
wichten multiplicirten  Fehlerquadrate,  wenn  zur  Berechnung  der  (aa), 
(ab),  etc.  keine  der  Gleichungen  (30)  hinzugezogen  worden  sind,  denn 
in  diesem  Falle  muss  W"  =  0  gesetzt  werden,  und  es  wird  folglich 
W  =  W. 

Wenn  im  Gegentheil  die  Gleichungen  (30)  oder  einige  derselben 
zur  Berechnung  von  (aa,,  (ab),  etc.  mit  verwandt  worden  sind,  so  wird 
die  genannte  Summe 

W  -  IT  —  W"  (52) 

wo  W"  den  im  vor.  Art.  gefundenen  Ausdruck  hat,  nemlich 

W"  =  f*+g*+h*+  ... 

ist,  worin  aber  nur  diejenigen  /.  g.  h,  etc.  aufgenommen  werden  dürfen, 
die  denjenigen  Gleichungen  (30)  angehören .  deren  übrige  Goefficienten 
mit  zur  Berechnung  von  (aa),  (ab),  etc.  gedient  haben. 
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55. 

Ehe  ich  zu  den  Beispielen ,  die  zur  Erläuterung  der  vorstehenden 
Auflösung  der  allgemeinen  Aufgabe  dienen  sollen,  Ubergehe,  will  ich 
den  speciellen  Fall  betrachten,  in  welchem  die  Gleichungen  (29)  in  die 
folgenden  einfacheren  Ubergehen, 

x  —  l  ,    x  =  ( .    x"  =  l" ,  etc. 

und  die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  bez. 

p  ,  p  ,  ;>" ,  etc. 
sind.  Die  allgemeine  Aufgabe  geht  dadurch  in  diejenige  über,  die  Gauss 
in  seinem  »Supplementum  theoriae  combinalionis  etc.«  behandelt  hat. 
Da  jetzt  die  Anzahl  der  Gleichungen  29)  der  Anzahl  der  Unbekannten 
gleich  ist,  so  brauchen  zur  Berechnung  der  Hülfsgrössen  (ad),  (ab),  etc. 
die  Coefficienten  der  Bedingungsgleichungen  nicht  hinzugezogen  zu 
werden.  Die  mit  «',  «"  ß (T  etc.  etc.  bezeichneten  Hülfsgrössen  wer- 
den alle  gleich  Null,  und  man  bekommt 

(aa)  =  p  ,  (bb.\)  =  p  ,  (cc,2)  =  p"  ,  etc. 
(at)  =  pl .    (6/.1)  =  p't  ,    (d,2)  =  fl"  .  etc. 

Alle  übrigen  auf  ahnliche  Weise  bezeichneten  Coethcienten  werden  Null, 
und  hiemit  ergiebt  sich 

y  =  l,    y'=  l\    «,"=/",    etc.    (//,«)  =  0 

womit  der  erste  Theil  der  Auflösung  schon  gegeben  ist.  Für  den  zwei- 
ten Theil  derselben  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden 

y  =  q  ,    t/  =  q  ,    y"  =  q"  ,  etr. 

*        »       ii        ii  . 
x  =  r  ,    x  =  f  ,    x    =  r  etc. 

X  =  s  ,    >.'  =  *',    X"  =  s"  ,  etc. 

etc. 

F  =  f+lq  +  l'q  +  t'q"  +  .  .  . 

G  =  o  +  l>-  +  *V  -+-  rr"  -+■  .  .  . 

ii  =  h  + 1*  +  ts  +  rv  H-  . . . 

etc. 

«  =  +  +  > :  +  •  •  • 

W*J  —  ~p  •+■  p-  +  p»  •+■  •  •  • 
etc. 
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etc 


u.  s.  w.  und  hieraus  sind  auf  jeden  Fall  die  im  Art.  46  erklärten  Hulfs- 
grössen  (x*,1),  elc.  G\  H",  etc.  zu  berechnen,  aus  welchen  man, 

wenn  man  von  der  Berechnung  der  Gewichte  von  x,  x,  etc.  absehen 
will,  sogleich  durch  die  Ausdrucke  des  Art.  49  die  a  ,  /?  ,  / ,  etc.  be- 
rechnen kann.  Da  nun  zufolge  des  Art.  47  hier 

M  ™  -J    -    Ofy)  =        .    etc.  etc. 
werden,  so  ergeben  sich  sogleich 

9«,  +  «7>,  -Kr,  »  ;  •  ■ 
P 

z'  =    ?X +»"/?,  +  ,',,  +  .■■ 
P 

J>               +  r»ft  +  *"y,  +  . . . 
1  P 

u.  s.  w.  worauf  wieder 

I  I  I  II  II  II 

x  =  y  —  z  ,    x  =  ?/  —  2  ,    x  ■=■  y  —  z  ,  etc. 
werden.  Da  die  anfanglich  zu  substituirenden  Werthe  der  Unbekannten 
nur  der  Bedingung  unterliegen,  dass  sie  bewirken  sollen,  dass  /.  /',  f , 
etc.  möglichst  kleine  Grössen  werden,  so  kann  man  jedenfalls  hier  diese 
Werthe  so  annehmen,  dass  daraus 

/  =  r  =  f  =  etc.  =  0 
werden.  Hiemit  werden  auch 

y  =  y'  =  y"  =  etc.  =  0 

und 

F  =  /*,    G  =  g  ,    II  =  h  ,  etc. 

wodurch  sich  die  Auflösung  vereinfacht.  Die  vorstehenden  Formeln 
sind  mit  den  Gaussischen  identisch. 

Auch  die  Ausdrücke  für  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbe- 
kannten, die  ich  der  Kürze  wegen  weglasse,  da  sie  leicht  aus  dem  Vor- 
hergehenden zu  erhalten  sind,  stimmen  mit  den  Gaussischen  überein. 

56. 

Ich  werde  nun  die  im  Vorhergehenden  erhaltene  Auflösung  der 
allgemeinen  Aufgabe  durch  ein  fingirtes,  einfaches  Beispiel  erläutern, 
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mit  welchem  man  eine  Anzahl  von  Veränderungen  vornehmen  kann. 
Seien  die  Gleichungen,  die  den  (29)  entsprechen,  die  folgenden, 
x  +  x>  +  .r"  h_  x"'  +  x"  +  x>  =  i 

!*r— 3s'  =  1 

_  —  3:  =2 

also  tsljsl,  etc.  a'  =  2,  6'  =  —  3,  etc.  etc.  Seien  ferner  die 
Gleichungen  (30)  die  folgenden 

x  +  x  +  x"  +  1  =  0 

_  x"  +  2jT  -3  =  0 

—  x  —  1  =  0 

also  q  =  I ,  q'  =  I ,  etc.  r  =0,  r'  =  —  I ,  etc.  etc.  Ich  habe  hier  die  Anzahl 
aller  Gleichungen  absichtlich  der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ange- 
nommen, um  die  Relationen,  die  daraus  hervorgehen,  am  Beispiel  zu  zeigen. 

Man  muss  nun  hier  bei  der  Berechnung  der  Hülfsgrbssen  (aa),  [ab), 
etc.  edle  drei  Bedingungsgleichungen  auf  die  oben  erklarte  Art  mit  be- 
rücksichtigen ,  denn  es  ist  hier  n  =  6,  in  =  3 ,  folglich  « —  m  =  3. 
Setzt  man  der  Einfachheil  wegen  das  Gewicht  einer  jeden  der  drei  ersten 
Gleichungen  =  I ,  so  bekommt  man  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  42 

(aa)  =  6,  <ab)=- 4,  («c)-2,  (ad)=     I  -  ('"')=  I .  <«/")=    < .  3 


(66)=  12,  (6c;=1,  {bd} 

=    3,(6<>)  = 

=  1.  ;6/l= 

U6f)=-2 

(cc=4.  cd 

=  -2.  (<*)= 

*  W)  = 

0,  (<•/)=  3 

m 

=  6,(<fc)= 

o,  (,//;  = 

2.  (^;=-1 

(e,;= 

3,  [ef}  =- 

■1.  (<>/)= 

3,  (/7j=-1 

(//=  6 

und  hiemit  durch  Art.  43 

(66,1)       (6c.  1)  (bdj) 

(6c.  1) 

(M.l) 

9.3333.    2.3333,  3.6667. 

1.1607, 

1.1067, 

0 

(cc,2)  («1.2) 

(ce,t) 

(c/.2) 

2.7500,  -3.2300, 

1.2500, 

— 0.7Ö00, 

2 

(fW,3) 

(<fe,3) 

(#3) 

[di.3) 

0.56195, 

0.65585, 

0.29221, 

0.86364 

lef,  4) 

(44) 

I.IS822. 

—  1.47060 

0.56470 

ÖM 

CM) 

0.35638 

,  —0.71287 

(//.6) 

—0.0002 
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Es  muss  hier  strenge  (//,6)  =  0  werden ,  die  nicht  vollständige  Erfül- 
lung dieser  Gleichung  durch  die  vorstehende  Rechnung  rührt  hlos  von 
den  Fehlern  der  letzten  angewandten  Decimale  her.  Diese  Gleichung 
würde  vollständig  erfüllt  werden,  wenn  man  sich  erlauben  wollte 
(/]f,5)  =  0.35644  statt  =  0.35638  zu  setzen.  Da  diese  Rechnung  zu- 
gleich  gegeben  hat 


ß'              r              *'  • 

9.82391,   9.52288«,   9.22185«,    9.22185»,  9.22185«, 

ß'             f             *'  «" 

9.39793«,    9.59423»,    9.25181»,  9.25181«, 

irr                          >(«  m 

Y               o  t 

0.07255,     9.65758».  9.43573», 

d"  «" 

0.07491».  9.72380«, 


X 

9.69897» 
■ 

X 

—ob 

i« 

X 

9.86170» 
X 

0.19443» 


0.09260,  9.67694» 
X 

0.30108 

wo  die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  angesetzt  worden  sind,  so  giebt 
der  Art.  44  zuerst 


« 


u 


a 


9.69897»,    0.00838«,    0.06191,  0.18890 

f  f  f 

9.83778«.    9.87684.  0.02107 

r  r 

0.26930»,  0.42388« 

r 

0.30110» 


und  hierauf 


y 

—  4.0001 

71 

10.0045 

y 

—3.0000 

i 

n 

4.5573 

y 

-1-7.0000 

» 

n 

25.5651 

y 

+5.0000 

m 

n 

1 4.2278 

y" 

—2.0000 

n 

5.1406 

y 

—2.0000 

7t 

2.8058 

S.  Ce. 
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womit  der  erste  Theil  der  Auflösung  ausgeführt  ist.  Zum  zweiten  Theile 
Ubergehend,  geben  die  Ausdrucke  des  Art.  45 


V 
V 

« 

V 

I' 

n 


n  =  + 


+  1.6667 
+0.2500 
—0.52597 
0.04718 
=  —0.05931 
F«  f  a  I 


y  ss 

i 

n 

X  = 


0 
1 


.  X  = 

,  X'  = 

,  r  ■ 

,  r  - 

,  r  = 

,  x  = 

H  =  h 


0 
0 
0 
0 

1 

4-0.23780 
—  1 


=  —1.2500 
%   =  +0.12989 
x"  =  +0.23525 
x    =  -0.29703 
G  =  9  =  -3, 

welche  letzte  drei  Gleichungen  hier  stattfinden  müssen.  Der  Art.  46 
giebt  hierauf 

im)  =s     1.00001.    (xx)  s=      1.00003,    (XX)  =  1.00041 
(,,x)  =  —0.00009,    (xX)  =  —0.00017 
foA)  =  +0.00014 

Diese  Werthe  von  (jyjy),  (xx),  (XX)  sind  so  wenig  von  der  1  verschieden, 
dass  man  annehmen  darf,  dass  der  wahre  Werth  derselben  =  1  ist, 
und  aus  demselben  Grunde  kann  man  annehmen,  dass  (tjx),  (yX),  (nX) 
gleich  Null  sind.  Hiemit  werden  a\  a",  etc.  b",  etc.  auch  gleich  Null,  und 

(xx,1)  =  1  ,  (XX.%)  =  1  .  G'  =  —3  ,  H"  s=  i 
(xA,1)  =  0  ff"  =  11 

Die  Ausdrücke  des  Art.  47  geben  ferner 


w 

+  1.0005  , 

[axj 

—  1.0004  , 

(aX) 

+2.00146 

M 

+0.66703, 

iß») 

—0.66694. 

\ßX) 

+  1.33429 

in) 

—0.66757, 

w 

+  1.6672  . 

&*) 

—3.33560 

—0.66734, 

w 

+  1.6671  , 

(Ä) 

—2.33480 

w 

—0.16628, 

M 

—0.83358, 

M 

+  1.66762 

(M 

—0.16642. 

IM 

—0.83342, 

im 

+0.66722 

und  die  des  Art.  48 

(«x,1)  =  —1.0004  .  («1,2)  =  +2.0015 

(ßx,\)  s=  —0.6669,  {ßX,1)  =s  +1.3343 

(r*,i)  =  +1.6672  ,  (YX$)  ss  —3.3356 

(4»,1)  =  +1.6671  ,  (dUl)  =  —2.3348 

(«e,1)  =  —0.8336,  (*A,2)  =  +1.6672 

(£x,1)  so  —0.8334  ,  (#,2)  =  +0.6672 
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und  wenn  man  die  letzte  Decimale  ausgleicht 


z 

2.0000 

6.0000 

t 

% 

1.3333 

2.6667 

m 

% 

—2.3333 

« 

1 4.3333 

m 

% 

—3.3333 

8.6667 

IV 

% 

+0.6667 

IV 

3.5000 

i 

+  1.6667 

V 

1.1667 

Es  wird  daher  schliesslich 

x  =  —  6  mit  dem  Gewicht  =  0.250 

x'  =  —4.3333  »     »        »       =  0.529 

x  =  +9.3333  »     »               =  0.089 

x"  =  +8.3333  »     »        »  =0.180 

x'Y  =  —2.6667  »     »               =  0.610 

x"  =  —3.6667  »     »               =  0.610 

Löst  man  die  gegebenen  sechs  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Art  auf, 
welches  wegen  der  einfachen  Coefficienten  in  diesem  Falle  leicht  zu  be- 
wirken ist,  so  bekommt  man  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  wieder. 
Die  Gewichte  habe  ich  mit  berechnet ,  weil  sie  in  der  That  im  gegen- 
wärtigen Falle  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
Anzahl  der  Gleichungen  grösser  ist  wie  die  der  Unbekannten.  Giebt 
man  den  ursprünglichen  Gleichungen  andere  Gewichte ,  wie  die,  welche 
oben  angenommen  wurden,  so  wird  man  im  gegenwärtigen  Falle  zwar 
immer  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  wieder  erhalten,  aber  die 
Gewichte  werden  andere  Werthe  bekommen.  Wenn  man  im  Gegentheil 
in  den  Fällen ,  wo  die  Anzahl  der  Gleichungen  grösser  ist  wie  die  der 
Unbekannten,  die  Gewichte  der  Gleichungen  ändert,  so  werden  sich 
nicht  nur  die  Gewichte  der  Unbekannten,  sondern  auch  die  Werthe  der- 
selben ändern. 

Da  im  gegenwärtigen  Falle  die  Summe  der  Fehlerquadrate  —  0 
werden  muss ,  so  muss  sich  dieses  auch  durch  die  Werthe  von  W  und 
W"  des  Art.  54  aussprechen.  Man  findet  in  der  That  durch  die  dortigen 
Ausdrücke 

W  =  YT  wm  11 

folglich  W  =  0. 


48» 
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57. 

Es  soll  nun  das  vorhergehende  Beispiel  in  soweit  abgeändert  wer- 
den, dass  wir  die  letzte  Unbekannte  uns  wegdenken,  und  daher  die  fol- 
genden Gleichungen  aufzulösen  haben, 

i+i'+i"       +  =  I 

2x— 3rf  =  1 

xu  —  x+x'y         =  2 

i  +  jf  +  i  +1=0 
x  —  x"  +  2x "        —  3  =  0 
x  —1=0 

Hier  ist  also  die  Zahl  der  Gleichungen  um  Eins  grösser  wie  die  der  Un- 
bekannten ,  und  dieses  Beispiel  bat  das  Eigcnthumliche ,  dass  man  aus 
den  Gleichungen  sogleich  erkennt,  dass  der  Werth  xn  =  1  mit  unend- 
lich grossem  Gewicht  daraus  hervorgehen  muss.  Man  könnte  x"  so- 
gleich eliminiren,  allein  um  zu  zeigen,  dass  die  allgemeine  Auflösung 
die  genannten  Werthe  für  x"  und  dessen  Gewicht  giebt,  werde  ich  diese 
Elimination  nicht  ausfuhren.  Setzen  wir  nun  wieder  das  Gewicht  einer 
jeden  der  drei  ersten  Gleichungen  =  I ,  so  ist  die  Auflösung  durch  Hülfe 
der  im  vorhergehenden  Beispiel  erhaltenen  Werthe  der  Hulfsgrössen  leicht 
auszuführen.  Die  (ad),  (ab),  etc.  (66,1),  etc.  behalten  dieselben  Werthe, 
nur  müssen  von  denselben  alle ,  die  in  ihrer  Bezeichnung  den  Buch- 
staben f  enthalten,  weggelassen  werden.  Die  Grösse  (//,6)  fällt  auch 
weg,  und  an  deren  Stelle  tritt 

(W,5)  =  1.4257 

ein.  Von  den  mit  a,  ß,  etc.  bezeichneten  Hulfsgrössen  fallen  sowohl  die 
e,  wie  die  welche  den  Index  fünf  haben ,  mit  Ausnahme  von  /  weg, 
endlich  fällt  auch  %  weg.  Man  erhalt  daher  sogleich 

y    =  -0.9107  n  =  3.3078 

y'   =  —0.9009  n'  =  1.4656 

y    =  +1.6930  '        tt  =  5.8036 

ym  =  +1.0000  n"  =  3.0008 

y"  =  +0.4752  ny  =  0.8417 

Für  den  zweiten  Theil  der  Auflösung  bleiben  nun  die  y,  %,  X  dieselben 
mit  der  Ausnahme,  dass  wieder  //,  x,  k'  wegfallen,  und  es  werden 
daher  hier 
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F=+0.88H3,    G=  -3,59404,    H=  -0.52476*) 
(nn)  =  +0.990 14  ,    (xx)  =     0.75248,    (U)  =  0.84174 

=  -0.04952,    (xa)  =  +0.19802, 
(rjX)  =  +0.03971  , 
woraus  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  46  die  folgenden  hervor  gehen, 


(xx,1)  =  0.75000  ,  ;A/,2,  =  0.78681 
(«1,1)  =  +0.20001  ,       IV  =  +0.38660 

G  =  —3.54997  . 
a  =  (8.69908)  ,    b'  =  —(8.60320), 

b"  =  -(9.42599)  , 


K"  =  17.778 


wo  die  Logarithmen  ßtatt  der  Zahlen  angesetzt  sind 


H  = 

0*0  = 

W  = 

{*)  = 


(an)  =  +1.25763 

<ßtj)  =  +0.84172 

(yfj)  =  —1.10921 

(dtj)  =  —1.00022 

(«,)  =  +0.03971 

(o»,1)  =  +0.35001  , 
r>,1)  =  +0.25000  , 
=  -0.60002, 
(rfx,1)  =  -0.05002, 
(«,*)  =  +0.20001  , 


+0.2871 1 
+0,20790 
—0.54455 
0 

(«*)  =  +0.19802 
(«A,2)  = 


und  hiemit 


—0.1313 
-0.1721 
+  1.1845 
-1.1185 
-0.5248 


GM) 
WA 

(Ä.2) 


=  (9.94934) 
=  —(0.67517) 
=  (9.69141) 
Man  bekommt  ferner 
(aX)  =  +0.97068 
(#)  =  +0.63390 
(yX)  =  —1.56490 
(dl)  =  —1.00015 
(tl)  =  +0.84174 
+0.82690 
+0.53347 
-1.36041 
-0.94669 
+0.78681 


2.6296 
1.1605 
4.0748 
2.1527 
0.8417 


woraus 


x 

I 

x 

■ 

X 

m 

X 


-0.7794.  mit  dem  Gewicht  =  1.475 
—0.7288   »     ■  =  3.278 

+0.5085   »     a  =  0.578 

+2.1185  »  »  »  =1.179 
+  1.0000   »     »        •       =  oo 


•J  Da  hiern  —  m  =  2  ,  aber  demungeachtct  alle  drei  Bedingungsgleichungen 
mit  zur  Berechnung  von  >'aa),  (ab),  etc.  gezogen  worden  sind,  so  können  nicht  mehr 
F  =  f,  etc.  werden.  Auf  die  Werthe  der  Unbekannten  und  ihrer  Gewichte  ist  dieses 
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hervorgehen.  Es  ist  also,  wie  voraus  gesehen  wurde,  x  =  1  mit  un- 
endlich grossem  Gewicht  aus  der  Rechnung  hervorgegangen. 

Die  Ausdrucke  des  Art.  34  geben  jetzt  für  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate 

W  =  19.204  .    W  =  11 

womit 

W  =  8,204 

wird. 


58. 

Man  kann  dieses  Beispiel  auch  durch  das  Verfahren  des  Art.  29 
behandeln,  und  muss  dieselben  Resultate  erhalten.  Die  gegebenen  Glei- 
chungen führe  ich  zu  diesem  Zwecke  wieder  an 

x+  x'+x"  +  x"  -+-  X  =  1 

2x  —  3x  aa  4 

*"—  x'"  +  x"  =  2 


x+  x  -h  x"  -1-1=0 

X'-X"+2X"'         -3  =  0 
x"  —1=0 

Zur  Elimination  eignen  sich  hier  x,  af,  x'\  und  diese  sind  es  daher,  die 
man  unter  den  a.  a.  O.  mit  *jf  *.  x  bezeichneten  Unbekannten  ver- 

l         tt  tu 

stehen  muss.  Die  vorsiehenden  Bedingungsgleichungen  geben  nun 

x  -  _2x"-h2x"'-4 

*"  =  \ 

und  die  drei  ersten  Gleichungen  werden  nach  der  Elimination  dieser 

x'"  =  1 
— 7x"  +  10jT  =  18 
x"     -x'"  =  1 

Zufolge  der  Bezeichnungen  des  Art.  29  ist  also  jetzt 

a  =  0  ,  b  =  1  ,  n  =  1 
a'  =  — 7  ,  b'  =  10  ,  n'  =  18 
a"  =     1  ,   b"  =  -1  ,   n"=  1 

und  hicmit  werden,  da  fortwahrend  p  =  /)'  =  p"  =  1  sind, 
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(M)  =  50  ,    (ab)  =  -71  ,    (an)  =  -125 
(bb)  =    102  ,    (bn)  ==  180 

weshalb  die  aufzulösenden  Gleichungen 

50x"  —7  Ix'"  =  —125 
— 7ix"  +  102x'"  =  180 

sind.  Löst  man  diese  unbestimmt  auf,  indem  man  die  rechten  Seiten 
derselben  bez.  mit  a  und  ß  bezeichnet,  so  bekommt  man 

x   =  ~wT  «  +  ~»ß 

<r"'  —     74     „  80  R 

und  es  wird  also  in  der  Bezeichnung  des  Art.  30 

10*  tm    WW\  7« 


(/,  /)  =    .  (/.  //) 


59 


(«")  =  " 

Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  nun 

x"  —   JJ-  mit  dem  Gewicht  =  -509r 

195  59 

°  =  "50 

und  substituirt  man  diese  Werthe  von  x"  und  x"  in  die  obigen  Glei- 
chungen für  x,  x\  x",  so  ergiebt  sich 

X  =  59    '     X   =   —    59    •     X     —  1 

Für  die  Gewichte  dieser  drei  Bestimmungen  erhält  man  durch  Verglei- 
chung  der  Gleichungen  (26)  mit  den  obigen  für  x,  x\  x"  zuerst 

ft  =  —i  .    v  =  -»-2 

ff  -  +«  .  =  -2 
ti'=      0,    v"  =  0 

es  wird  also  zufolge  des  Art.  30 

-±-  =  4(/,/) -8  (/,//) +4  (//,//) 
-±r  =  (/,/)-4(///)+4(//,//) 

und  nach  der  Substitution 

n  5»  i  h  59 


pr  =  >•;-. ,  r  =  oo 
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Verwandelt  man  die  hier  in  rationalen  Brüchen  gefundenen  Resultate 
in  DecimalbrUche .  so  wird  man  mit  den  Resultaten  des  vor.  Art.  voll- 
standige  Uebereinstimmung  finden. 

Substituirt  man  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  in 
die  drei  ersten  der  gegebenen  Gleichungen,  so  sind  die  Übrig  bleibenden 
Fehler 

66  21  J54 

59"  '  59    '  89 

und  folglich  die  Summe  ihrer  Ausdrücke,  oder 

W  =  ^  =  8.203 
auch  mit  dem  vor.  Art.  übereinstimmend. 

59. 

Das  Beispiel  soll  noch  so  geändert  werden,  dass  ausser  xr  auch 

x'y  und  x"  weggelassen  werden.  Die  gegebenen  Gleichungen  sind 
also  jetzt 

x  +  x'+x"  =  1 

2x  —  Zx  BBS  1 

x"  =  2 


3  =  0 

Da  hier  m  =  «  ist,  so  können  die  Hülfsgrössen  (oa),  (ab),  etc.  ohne  Zu- 
ziehung der  Coefficienlen  der  Bedingungsgleichungen  berechnet  werden, 
aber  die  Zuziehung  dieser  letzteren  kann  das  Resultat  nicht  im  Gering- 
sten andern ,  und  um  dieses  zu  zeigen  soll  hier  die  Auflösung  auf  beide 
Arten  durchgeführt  werden.   Ziehen  wir  nun  zuerst  die  Coefficienten 
der  Bedingungsgleichungen  hinzu,  so  bleiben  die  ersten  Hülfsgrössen 
dieselben  wie  vorher,  und  können  aus  dem  Vorhergehenden  entnommen 
werden;  sie  sollen  zu  mehrerer  Deutlichkeit  hier  wiederholt  werden. 
(aa)  =  6  ,    (ab)  =  —4  ,    (ac)  =  2  ,    (a/)  =  3 
{bb)  =    12  ,    (6c)  =  i  ,    (6/)  =  -2 
(cc)  =  4  ,    (cl)  =  3 
(II)  =  6 

(66,1)  =  9.3333  ,    (6c,  1)  =  2.3333  ,    (&/,!)  =  0 

(cc,2)  =  2.7500  ,    (c/,2)  =  2 

(11,3)  =  3.0454 
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a  =  (9.82391),    f  =  —(9.52288),    x'  =  —(9.69897) 

f  =  —(9.39793)  .    X"  =  0 

-(9.68170) 

«"  =  -(9.69897) 
woraus 

v  =  +0.1364  ts  =  0.3052 

tf  =  -0.1818  n   =  0.1299 

=  +0.7273  n"  =  0.3637 

folgen.  Ferner  werden 

V    =  1           ,  X    =B  0 

y'  =  1.6667  ,  x'  =  1 

y"  =  0.2500  ,  x"=  -1.2500 

F  =  +1.6818  ,  G  =  —3.9091 

M  =      0.48701   ,    (;/x)  =  0.06493 

(xx)  =  0.67533 
(xx,1)  =      0.66667  ,      R'  =  +  5.808 

Ä"=  31.435 
a'  =  —(9.12491)  ,     i    =  (0.53824) 

j»  =  _  (0.79239) 

M  =  0.24025  ,  (ax)  =  0.29870 
M  -  0.15584  ,  G?x)  =  0.22077 
(flj)  =  0.09091  ,    (yx)  =  -0.45455 

(«x,1)  =  0.26667 
(ß*J)  =  0.20000 
(yx,1)  =  —0.46667 


woraus 


und 


t  =  —0.8237  =  0.2252 

z   =  —0.7018  =  0.1099 

z"  =      3.2073  fi"  =  0.3437 


x  =  0.9601  mit  dem  Gewicht  =  12.50 
*'  =  0.5200  »  i  »  =  50.00 
x"  =  —2.4800   bd  =  50.00 

hervor  gehen.  Es  wird  ausserdem 

W  -  34.480  ,    W"  =  10 


t 
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woraus  man 

W  =  24.480 

bekommt. 

60. 

Nehmon  wir  nun  wieder  dieselben  Gleichungen  vor,  nemlich 

x-t-  x'  -+-  x"       =  1 
2x— 3^  =  \ 

x"       =  2 


x-h  x'  +  x-k-\  =  0 

x'-x"_3  =  0 

und  lassen  bei  der  Berechnung  der  Hulfsgrüssen  (ad) ,  foi),  etc.  die 
CoefBcienten  der  Bedingungsgleichungen  weg.  Hiemit  werden 
(m)  =  5  ,    (ab)  =  —5  ,    (ac)  =  1  ,    (aJ)  =  3 
(66)  =    10  ,    (bc)  =  \  ,    (6Q  =  — 2 
(cc)  =  2  ,    (c/)  =  3 
(W)  =  6 
(66,1)  =  5  ,    (bc,\)  =  2  ,    (bU)  =  1 
(cc,2)  -  1  ,    (c/,2)  =  2 
(113)  =  0 


y 

—  5 

71  = 

49 
15 

y 

_  1 

5 

n  = 

9 

15 

y 

=  2 

w"  = 

V  =  1  . 

x  = 

0 

2, 

«'  = 

i?"  -  0  , 

*  - 

_7_ 

(**,*)  =  2,  G'  = 

p„  611 
K   —  15 

a  =  —  x  ,   {=2.   r    =  r 
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=  T  '  M  = 


»5 

15 

7 


GM)  = 


z  = 
z'  = 

2  = 


«5 

18 

95 

Hl 

35 


17 
17 

=  sr 

tt 

50 


14 


mit  dem  Gewicht  =  -y- 


*    —  *5 

.«   5L 


=  50 
=  50 


W  =  W  =  i£ 
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mit  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Resultaten  völlig  ubereinstimmend. 


61. 

In  dem  eben  behandelten  Beispiel  findet  noch  ein  Umstand  statt, 
welcher  Beachtung  verdient.  Die  erste  durch  Beobachtungen  gegebene 
Gleichung  ist ,  abgesehen  vom  völlig  bekannten  Gliede ,  mit  der  ersten 
Bedingungsgleichung  identisch ,  so  dass  in  der  That  von  den  fünf  ge- 
gebenen Gleichungen  nur  vier  von  einander  wesentlich  verschieden  sind. 
Es  ist  von  Interesse ,  zu  erfahren  welchen  Einfluss  dieser  Umstand  auf 
das  Resultat  hat,  und  diesen  zeigt  die  Methode  des  Art.  29  am  Einfach- 
sten, weshalb  ich  dasselbe  Beispiel  auch  nach  dieser  Methode  behandeln 
werde.  Die  Gleichungen  sind  wieder 

x+  af+x"       =  1 
Zx-Zof  m  \ 

x        =  2 

x'_x"_3  xx  0 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben 

x  =  -2z" -4 
x  m  *#+3 


Digitized  by  Google 


662  P.  A.  Hansen,  [92 

Eliminirt  man  hiemil  x  und  x  aus  den  drei  ersten,  so  bekommt  man 

0=2 
-  Ix  =  18 

x  =  2 

folglich  nachdem  man  mit  den  Coefficienten  von  x"  multiplicirt,  und  ad- 
dirt  hat, 

und  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichungen  für  x  und  x 

mit  den  vorher  erhaltenen  Werthen  identisch ,  und  dasselbe  findet  man 
auch  in  Bezug  auf  die  Gewichte.  Man  erkennt  aus  dieser  Auflösung, 
dass  die  Methode  von  selbst  die  Gleichung,  die  in  den  übrigen  enthal- 
ten ist ,  ausschliesst  und  unberücksichtigt  lässt,  und  so  wird  es  in  allen 
ähnlichen  Fällen  stattfinden.  Nehmen  wir  um  einen  zusammengesetzle- 
ren Fall  herbei  zu  führen 

x  ■+-  Sx  —  x"  =  5 

statt  der  vorherigen  ersten  Gleichung  an ,  so  findet  sich  durch  die  Eli- 
mination 

0=0 
,     -  Ix  =  18 
*'  =  2 

woraus  wieder  für  die  Unbekannten  und  deren  Gewichte  dieselben  Wer- 
the  hervorgehen  wie  vorher.  Die  obige  Gleichung ,  deren  Wirkung  durch 
die  Methode  annullirt  worden  ist,  ist  wieder  in  den  beiden  Bedingungs- 
gleichungen enthalten ,  und  entsteht ,  wenn  man  das  Doppelte  der  zwei- 
ten zur  ersten  addirt. 

62. 

Dass  auch  die  zweite  Methode  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  Iflsst 
sich  leicht  dadurch  zeigen ,  dass  man  sie  mit  Weglassung  der  ersten  ge- 
gebenen Gleichung  auf  die  übrigen  anwendet.  Seien  daher  jetzt 

2x—  3x         =  1 

x"  =  2 

x  -»-  x  +1+  t=  o 

x1  _  x"  —  3  =  0 


Digitized  by  Google 


93]  von  der  Methode  der  klbinsten  Quadrate  etc.  663 

durch  diese  Methode  zu  behandeln.  Hier  wird ,  wenn  man  die  erste  Be- 
dingungsgleichung zur  Bildung  der  ersten  Hulfsgrösscn  zuzieht,  da  jetzt 
n  —  m  =  1  ist , 

(aa)  ==  5  ,    [ab)  =  —  5  ,    (ac)  =  i  ,    (at)  =  2 
(66)  =     10  ,    (6c)  =  I  ,    (6/J  =  -  2 
(cc)  =  2  ,    (et)  =  2 
(B)  -=  5 

wo  blos  die  Grössen  die  /  enthalten  von  denen  des  Art.  60  verschieden 
sind.  Ferner 

(66,1)  =  5,    (6c,1)  =  2,    (6/,1)  =  -1 
(cc,2)  =  1  ,    (c/,2)  =  2 
(tf,3)  =  0 

«  =  1,    f---f,    /5"=-i.  «"=-i 

wo  alle  Grössen  mit  denen  des  Art.  60  übereinstimmen.  Hieraus 

y  =  -  1  n  =  J5 

✓  =  - 1     *'  = 

y"  =      2  xs  1 

wo  wieder  die  n  mit  dem  Art.  60  übereinstimmen.  Ferner 

tj  =  1  x  =  0 

n'  =2  x'  =  I 

  q      7 

M  =  1    '      ('!*)  =  5    I      F  =  1 

H=      15-  C=-6 
(x*,1)  =  2  ,      C  =  " 

/V-  537 

«  "I  T'    ?  =  1  »    l  —  T 

J_ 
5" 


ferner 


M  ™  •  •  W  =  — r  •  fr*'1)  =  —  I 

wie  im  Art.  60,  mit  Ausnahme  von  F,  G,  und  den  davon  abhangigen 
Grössen.  Hiemil  werden 
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Z    ss  -    49  ||   ss  47 

18  »  47 


Z    ~~  95  50 

Mi  •  «9 

*    =         -95"  *   =  "50 

woraus  wieder  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  und  der  Gewichte 
derselben  hervorgehen  wie  vorher.  Die  Summe  der  Fehlerquadrate  wird 
jetzt  etwas  anders ,  weil  die  weggelassene  erste  Gleichung  nicht  mehr 
mitzahlt.  Man  bekommt 


517 

woraus 


folgt. 


63. 

Um  das  Beispiel  möglichst  zu  erschöpfen  will  ich  schliesslich  die- 
selben Gleichungen  wieder  mit  der  Veränderung  vornehmen ,  dass  die 
zweite  Bedingungsgleichung  mit  zur  Berechnung  der  (oa),  (ab),  etc.  ge- 
zogen werden  soll.  Hiemit  wird 

M  =  i  ,    (ab)  =  -  6  ,    (ae)  =      0  .    (flj)  =  2 
(66)=     10,    (6c)  ss  —  i  ,    (6/)=  —  3 
(cc)  ss      2  ,    (ci)  =  2 
(IQ-  5 
(6U)  -  1  ,   (bei)  =  -  1  ,    (M.I)  =  0 
(*,«)  =      I  ,    (c/,2)  =  2 

(«,3)  -  0 

«  =  -f  ,   ^  »  0  ,   f  «=  4  ,   «'  =  4- 

woraus 


folgen.  Ferner 
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im)  =  ™  •  (n*)  —  -f «  F  —  Jr- 


(m)  =   1  ,     G  =  —  3 


(xx.l)  =  4"  •     G  =  —  Ts 


((tri)  =  T"  •  M  =  T  »  fa*'1)  = 
(ft)  =  6  .      G*)  «  I  ,      0*1,4)  = 

W--J-.    W  =  0. 


45 


15 


5 

7 


1*1  —  i*I 

50  A*  100 


*  —  «6 
»  ttt 

*  =  15 


woraus  wieder  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  und  der  Gewichte 
hervorgehen  wie  vorher.  Für  die  Summe  der  Fehlerquadrate  wird  jetzt 


wie  im  vor.  Art. 

Ich  habe  ehe  ich  weiter  gehe  hier  noch  eine  Bemerkung  einzu- 
schalten. Wenn  man  die  zwei  Verfahrungsarten ,  die  filr  die  Auflösung 
der  allgemeinen  Aufgabe  in  dieser  Abhandlung  entwickelt  worden  sind, 
in  ihrer  Anwendung  auf  das  eben  behandelte  Beispiel  betrachtet,  so 
scheint  es ,  dass  die  Auflösung  des  Art.  29  auf  geringere  Arbeit  führt, 
wie  die  später  entwickelte.  In  der  Thal  hat  im  vorstehenden  Beispiel 
jene  Auflösung  auf  eine  kürzere  Rechnung  geführt  wie  diese.  Aber  die- 
ses findet  nur  in  so  einfachen  Fallen,  wie  der,  den  dieses  Beispiel  dar- 
bietet, statt.  In  der  Anwendung  auf  Falle,  in  welchen  die  Zahl  der  Un- 
bekannten und  der  Bedingungsgleichungen  grösser  ist.  und  die  Coeffi- 
cienten  keine  so  einfache  Zahlen  sind  wie  hier,  sondern  aus  Decimal- 
brüchen  ohne  Ende  bestehen ,  ist  die  Sache  eine  andere.  In  solchen 
Fallen  ist  die  zweite  Auflösung  im  Allgemeinen  diejenige ,  welche  ge- 
ringere Arbeit  verursacht,  und  nur  in  besonderen  Fallen,  namentlich  in 
solchen ,  wo  die  Elimination  der  mit  x  .  x  ,  etc.  bezeichneten  Grössen 
leicht  bewerkstelligt  werden  kann,  die  erste  Auflösung  vorzuziehen. 


also 


w  7,7 


W  =  9 
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§.  4.   Anwendung  der  eben  gelösten  Aufgabe  auf  die  Geodäsie ,  unter 
der  Bedingung,  dass  nur  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  ist. 


a)  Erstes  Verfahren. 
64. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  ausge- 
führten Auflösung  auf  die  Geodäsie.  Zwar  ist  von  derselben  schon  im 
Art.  55  durch  ihre  Hinfuhrung  auf  die  Gaussische  Aufgabe  des  »Supple- 
mentum  theoriae  combinationis  etc.«  eine  geodätische  Anwendung  gege- 
ben worden,  allein  diese  ist  nicht  immer  anwendbar,  indem  Umstände 
eintreten  können .  die  einer  allgemeineren  Aufgabe  angehören. 

Es  wird  jetzt  angenommen ,  dass  in  einem  Drejecksnelze  eine  grös- 
sere Anzahl  von  Winkeln  gemessen  worden  seien ,  wie  diejenige ,  die 
mit  der  Zuziehung  Einer  Dreiecksseite  hinreichend  und  nöthig  ist  um 
dieses  Dreiecksnetz  zu  bestimmen,  und  nach  der  Ausgleichung  der  Mes- 
sungen gefragt,  durch  welche  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der- 
selben hervorgehen.  In  Bezug  auf  die  Messungen  selbst  soll  zuerst  an- 
genommen werden .  dass  man  nicht  die  Winkel  für  sich ,  sondern  die 
Richtungen,  die  die  Schenkel  der  Winkel  bilden,  unmittelbar  einge- 
schnitten habe*).  Man  wird  weiter  unten  sehen,  dass  jener  Fall  sich 
mit  Vortheil  für  die  Abkürzung  der  Rechnungen  auf  diesen  hinfuhren 
lässt.  Das  Verfahren  bei  den  Messungen,  welches  der  nun  zu  ent- 
wickelnden Anwendung  der  allgemeinen  Aufgabe  zu  Grunde  liegend 
gedacht  wird,  ist  daher  das  folgende. 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station .  die  zugleich  einen  Dreiecks- 
punkt bildet .  der  Theodolit  aufgeslellt  und  nivellirt  worden  ist ,  stelle 
man  bei  unverändert  gelassenem  Kreise  desselben  die  übrigen  Dreiecks- 
punkte, in  so  weit  sie  sichtbar  sind,  durch  blose  Bewegung  der  Alhidade 
in  das  Fernrohr  ein ,  lese  nach  jeder  Einstellung  die  Mikroscope  oder 
die  Nonien  des  Theodoliten  ab,  und  notire  die  Ablesungen.  Hierauf 
drehe  man  den  Kreis  des  Theodoliten  um  einen  beliebigen  Bogen ,  und 
wiederhole  dasselbe  Verfahren ,  welches  fortzusetzen  ist ,  bis  die  vor- 


*)  Die  Messung  der  Richtungen  statt  der  Winkel  selbst  ist,  so  viel  ich  weiss, 
zuerst  von  W.  Slrnbc  angegeben  und  angewandt  worden.  S.  Schum.  Aslr.  Nachr. 
B.  II.  p.  431  u.  f. 


uiyiuze 


d  by  Google 


97] 


von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc. 


667 


bestimmte  Anzahl  von  Einstellungen  eines  jeden  Dreieckspunkts  erlangt 
ist.  Eine  jede  solche  Reihe  von  Einstellungen  nenne  ich  einen  Gyrus 
(gyrus  horizontis).  Die  zufällige  Beschaffenheit  der  Atmosphäre  und  auch 
andere  Umstände  können  bewirken ,  dass  nicht  jeder  Gyrus  alle  einzu- 
schneidenden Punkte  enthalt,  und  wenn  deren  viele  vorhanden  sind ,  so 
wird  man  jedenfalls  nicht  Alle  in  jeden  Gyrus  aufnehmen,  weil  dadurch 
bewirkt  werden  würde,  dass  man  sich  zu  lange  auf  den  unveränderten 
Stand  des  Theodoliten  verlassen  mtlsste.  Man  wird  im  letztgenannten 
Falle  für  jeden  Gyrus  ein  Maximum  von  Einstellungen  festsetzen ,  und 
die  in  jedem  Gyrus  einzuschneidenden  Punkte  so  auswählen,  dass  mög- 
lichst viele  verschiedene  Combinationen  derselben  vorkommen.  Man 
wird  ferner  die  verschiedenen  Gruppen ,  in  die  man  zu  diesem  Zwecke 
alle  einzuschneidenden  Punkte  getheilt  hat ,  mehrmals  einschneiden ,  so 
dass  von  jeder  derselben  eine  zweckmässige  Anzahl  von  Gyris  erhal- 
ten wird. 

65. 

Indem  wir  nun  zur  Anwendung  unserer  Aufgabe  auf  diese  Mes- 
sungen übergehen,  ist  zuerst  zu  erwägen,  dass  jeder  Gyrus  einen  ver- 
schiedenen, beliebigen  Anfangspunkt  hat,  und  dass  daher  allen  Ein- 
stellungen eines  jeden  Gyrus  eine  beliebige  Zahl  zugefügt ,  oder  eine 
solche  von  denselben  abgezogen  werden  darf.  Die  zweckmässigste 
Wahl  dieser  Zahlen  ist  die ,  welche  bewirkt ,  dass  alle  in  den  verschie- 
denen Gyris  erhaltenen  Werthe  der  Richtungen  eines  und  desselben  Ge- 
genstandes einander  nahe  gleich  werden ,  und  zugleich  nahe  die  Azi- 
muthe  aller  Punkte  reprüsentiren.  Man  kann  hierauf  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen,  und  filr  jede  Richtung,  oder  jedes  Azimuth,  einen  belie- 
bigen genäherten  Werth ,  der  sich  von  selbst  durch  die  erhaltenen  Beob- 
achtungen darbietet,  abziehen,  so  dass  hierauf  alle  der  weiteren  Be- 
rechnung zu  unterwerfenden ,  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Zah- 
lenwerthe  kleine  Grössen  werden,  ja  man  kann  durch  dieses  Verfahren 
bewirken ,  dass  in  einer  Anzahl  von  Gyris  alle  diese  Zahlenwerthe  Null 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  die  auf  diese  Art  durch  die  Beobachtungen 
erlangten  Zahlenwerthe  des  ersten  Gyrus  mit  l,  l\  l",  etc.,  die  mit 
Uebergehung  der  Bedingungsgleichungen  den  angenommenen  Werthen 
der  Richtungen  zuzufügenden ,  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  mit 

Abl.nn.il.  4.  K  S.  (WLch.  d.  WUstutch    XI TL  49 
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x,  x\  x",  etc.,  und  die  wahrscheinlichste  Verbesserung  des  angenomme- 
nen gemeinschaftlichen  Anfangspunkts  dieses  Gyrus  mit  u ,  so  giebt  die- 
ser erste  Gyrus  die  folgenden  Gleichungen 

(53)  .    i  +  u  =  /  ,    x  -4-  u  =  /'  ,    x'  -h  u  =  T ,  etc. 
Seien  die  Gewichte  dieser  Beobachtungen 

p  ,  p",  etc. 

Im  zweiten  Gyrus  habe  man  auf  gleiche  Weise  die  Zahlenwerthe  der- 
selben Richtungen  /  ,  l',  /  ',  etc.  erhalten,  bezeichnet  man  hierauf  mit 
u  die  wahrscheinlichste  Verbesserung  des  angenommenen  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkts  dieses  Gyrus,  so  giebt  derselbe  die  Gleichungen 

(54)  .    x  -+•  u  ss  /(  ,    at  +  ut  as  l* ,    x  -+-  u  =  /" ,  etc. 
Seien  die  Gewichte  dieser  Beobachtungen 

V,  >   P'  i    P"  •  etc. 
Durch  einen  dritten  Gyrus  bekommt  man  ebenso 

(55)  .    x      u  =  lu  ,    x'  -+-  uh  =  T ,  "  x"  -+■  ua  =  /  \  etc. 
mit  den  Gewichten 

Vu>  P,'-  P.".«*c- 
und  jeder  folgende  Gyrus  giebt  ähnliche  Gleichungen.  Diese  sind  die 
Gleichungen  (29)  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe,  in  so  weit  nur  Eine 
Station  betrachtet  wird.  Jede  andere  Station ,  auf  welcher  beobachtet 
worden  ist,  liefert  ahnliche  Gleichungen,  in  welchen  aber  andere  Unbe- 
kannten vorkommen ,  die  in  so  ferne  man  nur  zuerst  den  ersten  Theil 
der  Auflösung  betrachtet,  von  jenen  unabhängig  sind.  In  Bezug  auf  den 
ersten  Theil  der  Auflösung  können  also  die  Beobachtungen  einer  jeden 
Station  unabhängig  von  denen  aller  übrigen  Stationen  berechnet  wer- 
den. Es  zerfallen ,  mit  anderen  Worten ,  in  der  gegenwärtigen  Aufgabe 
die  allgemeinen  Gleichungen  (29)  in  so  viele  von  einander  abgesonderte 
Systeme  wie  Stationen  vorhanden  sind. 

66. 

Die  vorstehenden  Gleichungen,  in  welchen  x,  x\  x\  etc.  und  «, 
m  ,  u  ,  etc.  die  Unbekannten  sind ,  wären  jetzt  nach  den  Vorschriften  der 
Artt.  42,  43,  44  zu  behandeln,  und  da  ihre  Anzahl  immer  wenigstens 
eben  so  gross  ist,  wie  die  der  Unbekannten ,  so  brauchen  in  der  gegen- 
wärtigen Aufgabe  zur  Berechnung  der  Grössen  (aa),  (ab),  etc.  die  Coeffi- 
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cienten  der  Bedingungsgleichungen ,  die  sich  aus  dem  Dreiecksnetz  im 
Ganzen  betrachtet  ergeben,  nie  hinzugezogen  zu  werden.  Es  tritt  je- 
doch hier  ein  Umstand  ein,  der  eine  Abweichung  vom  allgemeinen  Ver- 
fahren bedingt ,  und  dieser  besteht  darin ,  dass  aus  den  eben  aufgestell- 
ten Gleichungen ,  in  wie  grosser  Anzahl  sie  auch  vorhanden  sein  mögen, 
nie  alle  Unbekannten  bestimmt  werden  können,  sondern  immer  Eine 
derselben  unbestimmt  bleibt.  Dieses  hat  seinen  Grund  darin .  dass  der 
Anfangspunkt  der  Richtungen  willktlhrlich  ist,  und  folglich  x,  x.  x\  etc. 
an  sich  unbestimmte  Grössen  sind,  von  welchen  nur  die  Unterschiede 
(die  Winkel,  die  daraus  hervorgehen)  bestimmte  Werthe  bekommen. 

Da  eine  der  Unbekannten  willktthrlich  ist.  so  kann  man  zwischen 
allen  Unbekannten ,  oder  einem  Theil  derselben  eine  beliebige  Bedin- 
gungsgleichung aufstellen  *: ,  und  diese  so  einrichten ,  dass  man  ge- 
schmeidige Endformeln  bekommt.   Sei  diese  Bedingungsgleichung 

0  =  Hu  +  Jut  +  fii<o   (56) 

■4-  Ifx  -+-  J'sc  -+-  Kx"  -\-  ... 

wo  vorlaufig  0,  H,  J,  K,  etc.  //',  J\  K',  etc.  unbestimmte  Grössen  sind. 

67. 

Wir  könnten  nun  die  allgemeine  Auflösung  unmittelbar  auf  die  im 
Vorhergehenden  aufgestellten  Gleichungen  anwenden,  müssten  aber  da- 
bei auch  auf  den  zweiten  Theil  derselben  Rücksicht  nehmen .  weil  eine 
Bedingungsgleichung  eingeführt  worden  ist.  Theils  um  letzteres  zu  ver- 
meiden, und  theils  um  die  Unbekannten  «,  u,  un,  etc.  zu  eliminiren,  die 
weiter  nicht  gebraucht  werden ,  ziehe  ich  vor  den  ersten  Theil  der  Auf- 
lösung a  priori  in  Bezug  auf  die  aufgestellten  Gleichungen  durchzufah- 
ren. Es  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  dieser  darin  besteht,  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  in  der  Annahme  zu  su- 
chen ,  dass  in  der  Aufgabe  die  zu  lösen  ist ,  nur  die  Bedingungsglei- 
chung (56)  vorhanden  sei,  die  Werthe  der  Unbekannten ,  die  man  da- 
durch erhalt,  sind  die,  welche  im  Art.  4t  mit  y,  y,  y",  etc.  bezeichnet 
wurden ;  der  zweite  Theil  der  Auflösung  bleibt  hierauf  derselbe  wie  im 
Vorhergehenden. 

*)  S.  Schuui.  Astr.  Nadir.  B.  XVI.  Nr.  36S. 
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Das  leitende  Princip ,  welches  wir  hier  anzuwenden  haben,  besteht 
wieder  darin,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  ein  Minimum  werden  muss ,  wäh- 
rend die  Gleichung  (56)  vollständig  erfüllt  wird.  Bezeichnet  nun  xp  einen 
unbestimmten  Factor,  so  muss  in  Folge  der  Gleichungen  (53)  bis  (56) 
die  folgende  Function 

p(x  -hu  —  /)»  +  p'{ai  +  t»  —  l'f  +  p"{x  +  u  —  ry  +  ... 

+  Pi(x  -h  u  -  if  +  P>'  +  u  -     +  P:(x  +  u-  o1  +  ••• 

+ p>  + « -  ü2  +  p:w + %-  o2 + p.v  +  -  02  +  - 

■+•  etc. 

—,2,y(Hu  -+-  Jut  -+-  Ku  -h  . . .  -f-  H'x  -+■  J'x  -+-  K'x"  ■+■  ...  —  9) 

ein  absolutes  Minimum  werden  und  diese  Bedingung  giebt  sogleich  die 
folgenden  Gleichungen 


px 
px 

P.* 


px  ■+•  px 


px 


pV 

p>' 


etc. 

0*  +  pu  +  /> «  +  + 

OV  -h      +  p'u,  +  />>„  •+ 
etc. 

in  welchen  zur  Abkürzung 

p  =  P  +  P  ■  +  p 
p.  =  p,+ p/ + p; 
p.  =  p. + p;  +  p." 

etc. 

O  =  p  +  p,  +  p. 

o-  =  p'+p;  +  p; 
<?'  =  p" + p; + p." 

etc. 


etc. 


(•0  • 

('«,) 
W 

etc. 


W 
W 

etc. 

w 

etc. 


pJ.  +  pX 


p< 
pf 

pf 


p.', 

p:k 

p'X 


pT 

p.T 

p/<; 
p' 

«ff « 
■  T 

r«,  » 
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gesetzt  worden  sind.  Die  Bedeutung  dieser  Summen  kann  einfach  mit 
Worten  ausgedrückt  werden. 

P  ist  die  Summe  der  Gewichte  aller  Beobachtungen  des  ersten  Gyrus, 

P  zweiten  Gyrus, 

Pm  dritten  Gyrus, 

u.  s.  w. 

Q  ist  die  Summe  der  Gewichte  aller  für  die  Richtung  x  vorhandenen 
Beobachtungen, 

Q'  x  .... 

<?"  x     .    .    .  . 

u.  s.  w. 

(lu)  ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  muUiplicirten,  beobachte- 
ten Werlhe  im  ersten  Gyrus, 

(lu)  im  zweiten  Gyrus, 

(lu)   im  dritten  Gyrus, 

u.  s.  w. 

(Ix)  ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten ,  fltr  x  erhal- 
tenen Werthe, 

(Ix')   x    .  . 

(&)   x"    .  . 

u.  6.  w.  Diesen  Bedeutungen  zufolge  können  diese  Summen  leicht,  und 
ohne  Irrthum  befürchten  zu  müssen,  berechnet  werden. 


68. 

Ehe  ich  weiter  gehe  will  ich  auf  eine  wesentliche  Vereinfachung 
aufmerksam  machen ,  deren  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  fähig  sind,  und 
diese  einfuhren. 

»Man  kann  immer  auf  einfache  Weise  bewirken ,  dass  alle  mit  (/«), 
(Inj,  (/«J,  etc.  bezeichneten  Summen  Null  werden.« 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  der  gemeinschaftliche  Anfangs- 
punkt aller  Richtungen  eines  jeden  Gyrus  völlig  willkührlich,  bezeichnet 
man  daher  mit  m  irgend  eine  beliebige  Zahl ,  dann  ist  z.  B.  der  Aus- 
druck für  (lu)  nicht  nur  der  im  vor.  Art.  angegebene ,  sondern  es  ist  auch 

(lu)  =  p(J -■)  +  p(l'-  m)  H-  p(r-  »)  +  ... 

bestimmt  man  aber  nun  m  so  dass 
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m  = 


±.i  +  *.i+  Cr 


wird,  so  ergiebt  sich  sogleich 

(b)  =  0 

und  da  man  dieses  Verfahren  auf  die  Beobachtungen  eines  jeden  Gyrus 
anwenden  kann,  so  kann  man  auch  (/«),  (/«),  etc.  gleich  NulJ  machen. 
W.  z.  b.  w. 

Wenn ,  wie  am  häufigsten  der  Fall  ist ,  die  Gewichte  der  Beobach- 
tungen des  betreffenden  Gyrus  einander  gleich  gesetzt  werden  können, 
so  wird  m  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aller  l  dieses  Gyrus. 

Führen  wir  nun  die  obige  Bestimmung  in  die  Gleichungen  des  vor. 
Art.  ein,  dann  sind  zuerst  auf  die  eben  erklärte  Art 

p(/-ro)  ,      p'(r-m)  ,     p(t'-m)  , 

pX1,— m)  -  p/ft'— «J  ■  P,U*— *»,)  ■ 
PA—  »0  .   p.'Ä'-  "0 .   P.'ft'-  »J  . 

etc.  zu  berechnen,  und  diese  statt  pl,  p'l\  etc.  ,  etc.  etc.  anzusetzen, 
worauf  die  Gleichungen 


(57) 


px  ^ 

px  H 

etc. 


px  -f-  />  .r 

ii  am 

px  +  px 

ii  am 

pax  +phx 


Pu  =  Hxp 
Pu  =  Jxp 


i  i 


(58) 


=  (Ix) 


IV  X 


Q  x  -+-  ;m  -+-        -+-  j> «  -+-  . . 

Q'x'  -+-  pu  -+-  p'ui  -+-  pK'un  -+-  —  =  [Ix)  -f-  J tp 

Q'x"      J»*«  -+-  p  ''ui  -h  p  \  -+-          =  (/.r")  -|-  ff'y 

etc. 


zur  Bestimmung  der  Unbekannten  u,  ut,  uu,  etc.  a?',  j",  etc.  dienen. 
Ks  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  jetzt  die  Bedingungsgleichungen 

P  +  P+  />„+..  =  Q  +  Q'  +  Q  + 
(Ist)  -i-  (fc1)  +  (fc")  4> ...  sb  0 

stattfinden,  die  zur  Prüfung  der  numerischen  Rechnungen  dienen  können. 


69. 

Aus  den  Gleichungen  (57)  und  (58)  kann  man  ohne  Muhe  sowohl 
i/»  wie  u  ,  ii,  ur  etc.  eliminiren.  Seien 
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N  =   -y-B  H-  -*{7J+    £  -  //' 

JV=  p       //    4"       Pp        J     +    "p^      I  +    tM    /' 

etc. 

Multiplicirt  man  nun  die  erste  Gleichung  (57)  mit  ~  ,  die  zweite  mit 
-p— ,  die  dritte  mit  -  J  • ,  u.  s.  w.  und  addirt  die  Produkte,  so  erhalt  man 
in  Folge  der  Bedingungsgleichung  (56) 

^  =  -g-x  +  -s-x  +  -g £  -h  ...  -I-  -j-    .    .  (59) 

und  die  Elimination  von  ip  aus  den  (57)  giebt  hierauf 

•  -(-£—  ^>+(-sL-?-y+(-sL--^y 


SP 


(5— ^>+c-s— ^-y+(-s-?:y 


7« 
SP, 


M.  —  (  p!  )x  +  (  S/»„         P„  )X  +  (  SP..        \  )x 


JL 

SP. 


(60) 


u.  s.  w.  Setzt  man  diese  Werthe  von  u ,  i*  ,  u_ ,  etc.  und  y  in  die  (58) , 
so  ergiebt  sich  das  folgende  System  von  Gleichungen 

(aa)  x  -+■  {ab)x  -h  (ac)x"  •+■....  =  (a/)  \ 

(ab)  x  +  (bb)x'  H-  (bc)xtt  (bt)  j      .    .  (61) 

(ac)  x  -+■  (fec)x'  -l-  'cc)x'  -l-  ....  =  (c/)  / 

u.  s.  w.  in  welchen  die  Coefßcienten  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten, 


(<w)  — 

0*4- 

—  fort 

(ab)  - 

Mf 
5 

-  («»1 

M  = 

NN" 
S 

etc. 

M  = 
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(66)  =  (?'  +  -  (PV) 

(k)  =  ^f-  ^ 

etc. 

(6/)  -(b1)  

(cc)  =  o-  +  4-  (p  V) 

etc. 

u.  s.  w.  nachdem  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt  worden  sind. 

M  =  -"r  + -x- + -r£- +  ■  ■  ■ 


(PP') 

(pp") 

pp' 

-h 

-+-  ■ 

p.p/ 

"T™   •  •  • 

•  •  • 

p 

pp" 
~  p 

etc. 

p. 

p.p," 
p, 

/'„ 
p~p~" 

K 

MO 
m 

p'1 
—  p 

_  p'p" 
p 

etc. 

+ 

p." 
p, 

p/p," 
p. 

+ 

ft," 

P* 
P/P." 

P„ 

-h  .  .  . 

m 

p'" 

p,M 

p:" 

•  •  • 

—  /' 

etc. 

p. 

p„ 

u.  s.  vv.  womit  die  Elimination  der  Unbekannten  «,  u  ,  etc.  ausgeführt  ist. 


70. 

Suchen  wir  jetzt  den  einfachsten  Ausdruck  für  die  Summe  der  mit 
ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehlerquadrate,  die  wie  oben  mit  IV  be- 
zeichnet werden  soll.  Die  erste  Entwickelung  des  Air  diese  Summe  im 
Art.  67  aufgestellten  Ausdrucks  giebt 

W  =  \Qx  +  jm  -f-  pui  •+■  p  u  +  .  .  .  _  (Ix)  \x 
+  \Q'x  +  p'u  -+-  p'n  -h  p'un  -H  .  .  .  —  [Ix)  j  x' 
+  \Q"x"+  p'u  -+■  p>,+  7>>s  H-  .  .  .  — 
+  etc. 
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-+■  \px  ■+■  p'x  •+-  pV  H-  .  .  .  -+-  |tt 
H-  \px  ■+■  p'a/  -|-         +  ...•+■  Pt «  | t* 

■+■  etc. 

4-  (ö)  -  |  (&)*  +  W  +         -I-  •  •  •  } 

wo 

(«)  =pp  +  p*p  -+■  P9n  + ... 

-+-  etc. 

gesetzt  ist.  Zufolge  der  Gleichungen  (57)  und  (58)  geht  dieser  Ausdruck 
zuerst  in  den  folgenden  über 

W  =  xp \Hu  -+-  Ju  ■+■  Kum  +  ...-+■    's  -+-  J V  +  K'x"  +  ...\ 
(0)  -  {lx)x  —  (iäpy  —  (te>*  — . . . 

und  dieser  verwandelt  sich  zufolge  der  Gleichungen 

(te)  =  M  +  {fl 

(faf)  -  (6/)  +  £  (9 

(*0  =  m  +  £  0 

etc. 

und  der  (56)  und  (59)  in  den  folgenden 

VV  =      ■+-  (IQ  -  (a/)s  -  (M)x*  -  (cQ*-  -  .  .  . 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Inhalt  des  Art.  54,  so  linden  wir,  dass  die 
rechte  Seite  dieses  Ausdrucks  für  W,  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes, 
mit  der  dort  mit  Slt  bezeichneten  Function  identisch  ist.  Da  nun  aber 
hier  alles  was  sich  a.  a.  0.  auf  die  Bedingungsgleichungen  bezieht  weg- 
gelassen werden  muss,  weil  die  einzige  hier  vorhandene  Bedingungs- 
gleichung in  den  vorstehenden  Ausdrücken  schon  vollständig  berück- 
sichtigt worden  ist,  so  ergiebt  sich  sogleich 

W  =  (//,»)  +  |- 

welches  der  einfachste  Ausdruck  dieser  Function  ist.  Die  Grösse  (ll,n) 
wird  hier  bei  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  (61)  auf  die- 
selbe Art  erhalten,  wie  im  Art.  43  allgemein  gezeigt  wurde. 


Digitized  by  Google 


676 


P.  A.  Haksrn, 


(106 


71. 

In  der  Bedingungsgleichung  (56)  sind  alle  Coefficienten  unbestimmt 
gelassen  worden ,  aber  es  ist  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen ,  welche 
Wirkung  die  eine  oder  andere  Bestimmung  derselben  auf  die  Werthe 
der  Unbekannten,  die  aus  den  (6 1 )  hervorgehen ,  so  wie  auf  den  Betrag 
der  Function  W  ausüben.  Diese  Untersuchung  soll  jetzt  vorgenommen 
werden.  Nehmen  wir  an,  das*  die  (61)  unbestimmt  aufgelöst  worden 
sind,  und  setzen  demzufolge 


(62) 


x  =  (U)(oZ)  +  (1,2)(M)  ■+- 

x  =  (4t2)(flfl  +  (8,2)(M)  ■+-  (2,3)(c/) 

x'  =  (M){«J)  H-  (2.3)(W)  +  (3,3)(cQ 


etc. 


u.  s.  w.  Man  bekommt  nun  durch  die  Verbindung  dieser  mit  den  (61) 
auf  bekannte  Art  die  folgenden  Gleichungen 

(U)(oa)  -I-  (1,2)(a6)  +  (1,3)(ac)  -h  .  . 
(M)(«ft)  +  +  (1,3)(te)  +  . . 

(\% *)(«)  +  (Ijfyk)  +  (U)(cc)  +  . . 
etc. 

(1,2Xaa)  +  (2,2)(fl6)  +  (2,3Xflc)-h.. 
(1,2)(a6)H-(2.2)(66)  +  (2,3)(6f)  +  .. 

(1.2)  (ac)  ■+■  (2,2)(6c)  +  (2,3)(«)  +  .  . 
etc. 

(1.3)  (m)  -l-  (2,3)(«*)  +  (3,3)(iiC)  +  .  . 
(U)(a6)  -h  (2,3)(W)  -+■  (3,3)(*c)  +  .  . 
(1f3)(«c)  +  (2,3)(6c)  +  (3,3)(cc)  +  .  . 

etc.  etc. 


etc. 


\ 

0 
0 

0 

\ 

0 

0 
0 

\ 


Die  Ausdrücke  der  Coefficienten  [aa).  {ab),  etc.  etc.  des  Art.  69  geben 
aber  durch  die  Addition ,  mit  Berücksichtigung  der  Ausdrücke  für  P,  Pr 
etc.  und  Q,  Q ',  etc.  die  ihrer  SeiU 


Q  =  (pp)  +  (pji) 

Q'  =  (wO  •+■  ip'p) 
Q"  =  («0  +  ip'p) 

etc. 


(»") 

iPP) 


geben,  die  folgenden 
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Wh 

(«6)H 

(oc)H 
etc. 


(66) 
(6c) 


M 

(6c) 
(cc) 


s 
s 

S 


sn  =  ir+r  +  ir  +  ... 

setzt,  und  vermittelst  dieser  erhalt  man  aus  den  vorstehenden  Gleichun- 
gen, wenn  man  jede  Gruppe  derselben  summirt, 

(U)ff+  (1.2)  ff'  +  {\tZ)NM  +  .  .  .  = 

(1,2)iV  -|-  (2.2)  N'  +  %3)Na  -h  .  .  .  ■• 

[itS)N+  (2,3)  N'      (3,3)  AT  +  .  .  .  : 


etc. 


=  £N 
S 

=  2V 

s 

=  £N 

etc. 


(63) 


Berücksichtigt  man  nun  in  den  Ausdrücken  for  (al),  (6/),  etc.  nur  die  von 
0  abhangigen  Glieder,  setzt  demzufolge 

(al)  -  -  -f  0 

(M)  =  -  ^  0 


(«0  -  -  £  « 
etc. 


und  substituirt 


Werthe  in  die  (62),  so  ergiebt  sich  in  Folge  der  (63) 

e 


x  =  x 


etc.  =  — 


SN 


Die  Einführung  des  Coefficienten  6  der  Bedingungsgleichung  (56)  fügt 
also  allen  beobachteten  Richtungen  eine  und  dieselbe  Grösse  hinzu,  und 
hat  folglich  auf  die  Unterschiede  derselben,  das  ist  auf  die  aus  den 
Beobachtungen  hervorgehenden  Winkel  zwischen  den  eingeschnittenen 
Punkten,  gar  keinen  Einfluss. 

72. 

Man  multiplicire  die  erste  der  Gleichungen  (63)  mit  (al),  die  zweite 
mit  (6/),  die  dritte  mit  (c/),  u.  s.  w.  und  addire  die  Produkte,  so  ergiebt 
sich  in  Folge  der  (62) 

Nx  +  N'x'  +  N'x  +  .  .  .  =        j  (al)  +  (bl)  +  (cl)  +  .  .  .  | 
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Aber  die  Ausdrücke  des  Art.  69  für  (afj,  (M),  etc.  geben  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung 

(fe)  -+■  (Ix')  -h  {Ix")  -h  .  .  .  =0 

des  Art.  68 

(8/)  +  (U)  +  (d)  +  ...  =  -  ^ » 

und  folglich  wird 

(64)    .    .    .   Nx  +  ÄV  -4-  N"x  +  ...  +  (?  =  0 
Hiemit  giebt  die  (59) 

y  =  0 

und  die  (60)  gehen  über  in 

u  =  p-  x  p-  X  rp  x  —  .  .  . 

i  — pr  x  — pr  x 
  p.-  ~     p.'  r'  _  p-"  ru 

etc. 

Substituirt  man  hierin  den  im  vor.  Art.  für  die  x  erhaltenen  gemein- 
scha alichen  Werth,  so  ergiebt  sich  . 

u  =  ut  =  un  =  etc.  =  ~N- 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Einführung  der  Grösse  6  allen  Ii  dieselbe 
Grösse  hinzufügt,  die  sie  von  den  x  abzieht.  Es  bekommen  also  nicht 
blos  die  Winkel  zwischen  den  beobachteten  Richtungen,  sondern  auch 
die  Summen  x  +  »,  x  •+-  «,  etc.  x  ■+■  u,  x  -+-  etc.  etc.  dieselben 
bestimmten  Werthe,  wie  auch  0  angenommen  wird. 

73. 

Aus  dem  zunächst  Vorhergehenden  folgt  schon ,  dass  die  Summe 
der  mit  den  Gewichten  multiplicirten  Fehlerquadrate  von  6  unabhängig 
sein  muss,  da  sie  blos  Function  von  den  Summen  x  -+■  u,  x  -+-  u,  etc. 
x  +  ut,  x  H-  ut,  etc.  etc.  ist,  es  soll  aber  diese  Eigenschaft  direct  be- 
wiesen werden.  Nehmen  wir  zu  dem  Ende  den  Ausdruck 

W  =   ?  +  (II)  —  (al  x  —  (bfyt  —  {ct)x  —  .  .  . 

des  Art.  70  vor ,  und  erwägen  dass  (//)  von  6  unabhängig  ist ,  und  mit 
bioser  Rücksicht  auf  die  von  0  abhängigen  Glieder 
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x  —  x  ^—  x  — etc.  —  ■    ■  ^ 

und 

M  =  (b[)  =  -^6,    (c/)  =  -  ^  Ö  ,  etc. 

sind,  so  erhält  man,  wieder  mit  bioser  Rücksicht  auf  die  Glieder,  die  6 
enthalten, 

also  rV  von  0  unabhängig,  w.  z.  b.  w. 


74. 

Es  kommt  jetzt  die  Untersuchung  an  die  Reihe,  weichen  Einfluss 
die  Coefficienten  //  J,  K,  etc.  unserer  Bedingungsgleichung  (56)  auf  die 
Werthe  der  Unbekannten  ausüben.  Aus  dem  Umstände  dass  i/  ■  =  0  ist, 
wie  im  vorvor.  Art.  bewiesen  wurde,  könnten  wir  schon  den  Schluss 
ziehen,  dass  diese  Coefficienten,  gleichwie  ß,  willkuhrlich  bleiben ,  allein 
diese  Sache  verdient  direct  untersucht  zu  werden. 

Wie  man  gesehen  hat,  treten  diese  Coefficienten  nicht  unmittelbar 
in  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (61)  ein,  sondern  die  mit  N.  2V\ 
N\  etc.  und  S  bezeichneten  Functionen  derselben,  aber  wenn  wir  mit 
den  H,  J,  K,  elc.  H\  J\  K' ,  etc.  irgend  welche  beliebige  Aenderungen 
vornehmen,  so  können  wir  nicht  nur  die  daraus  hervorgehenden  Aen- 
derungen von  N,  S\  etc.  S  mit  JN%  JN\  JN\  etc.  JS.  sondern  auch 
die  daraus  folgenden  Aenderungen  der  Coefficienten  der  (61)  mit  J(aa), 
J(ab),  etc.  elc.  und  die  der  Unbekannten  mit  Jx,  Jx',  Ax\  etc.  be- 
zeichnen. Die  Gleichungen  (61 )  gehen  daher  nach  diesen  Aenderungen 
strenge  in  die  folgenden 

[(aa)  -+-  J(aa)}  Jx+ [(ab)  ■+-  J(ab))  Jx'+ [(ac)  ■+-  J{ac)]Jx+. . . +F  =  0 
[{ab'j+J'.ab^Jx+^bbi+Jibb  (66) 
[(ac) -+■ J(ac)]Jx+  [(6c)  +J(bc)]Jx'+ [(cc) +J(cc)}Jxa  -h . . .  +F"= o] 

u.  s.  w.  Uber,  in  welchen  die  völlig  bekannten  Glieder  die  Ausdrücke 

F  =  xJ{aa)  ■+-  x'Jiab)  -+■  x"J(ac)      .  .  .  —  J(at) 

F'  =  xJ(ab)  -h  x'J(bb)  ■+■  x'J(bc)  +  .  .  .  —  J(bt) 

F"  =  xJ{ac)  •+-  x'J(bc)  ■+■  x'J(cc)  -+-  .  .  .  —  J(clj 
etc.  etc. 
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haben.  Wir  dürfen  jetzt,  ohne  dass  die  Strenge  des  Resultats  dadurch 
verletzt  würde,  die  Veränderung  JS  für  sich  betrachten.  Setzt  man  zu 
dem  Ende 


so  bekommt  man 

J{aa)  =  iVV.   J(ab)  =  NN'r,   {J(ac)  =  NN"r.  etc.   Jial)  =  ~JWr 
J{bb)  =         Abc)  =  Ar'A"V,  etc.   Jibl\  =  -  AT* 
J(cc)  =  ATV,  etc.   ,-/(c/}  =  —  iV> 

u.  s.  w.  und  es  werden 

F  ob  Ar  (jfe  +  AT*  -i-  iVV  4- .  .  .  +  0) 
F'  =  N'tifix      AV  ■+-  JVV  +  + 
r  =  iVV(iVx  +  AV  -h  ArV  +  . . .  +  0) 

u.  s.  w.  also  in  Folge  der  (64) 

F  =  F  =  F"  =  etc.  =  0 
Hiemit  werden  vermöge  der  (66)  auch 

Jx  sb  ^/x'  ss  ^x"  =  etc.  =  0 

oder  irgend  eine  Aenderung  von  S,  sei  sie  auch  noch  so  gross,  bringt 
keine  Aenderung  in  den  Werthen  der  Unbekannten  hervor. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Wirkung  der  gleichzeitigen  Aenderungen 
.-/AT  und  JN' .  Die  Annahme  dieser  giebt  strenge 


,J(aa)  =  2N-f  +  'f  ,  J{bb)  =  £A"'f  -l-        Jlee)  =  0 

A*,  =  A"f  +ff  f  +  *f-,  Abc,  =  A'"  "f      '     ,/(^  =  0 


s+./s  s 


4«)  =  N"~- 


j{b<r,  =  iV"-f-' 


etc. 


etc. 


z/(c/)  =  0 


etc. 


J{bt)  =  — 


0 


etc.  etc. 


x.tX+x'.tN" 


so  findet 


mit  Zuziehung  der  Gleichung  (64) 


F  =  (AT-h  JNfr 
F  =  (iV  -l-  JN)(> 
F*  =  AT> 
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u.  s.  w.  die  in  die  (66}  zu  setzen  sind.  Setzt  man  hiemil  zugleich 

Jx  =  Jx  -4-  2  ,    Jx  =  Jx  •+■  z  ,  etc. 
wo  z,  2',  etc.  unbestimmte  Grössen  sind,  so  erhalt  man  nach  einer  leich- 
ten Reduction 

[(ab)  +  J{abj]z  -+-  [(ae)  ■+•  J{ac)]z  ■+■ .  +  {N  +  Jft)9  =  0 

[N'  +  JN')  ™±fg±fg  jx 

+  [(66)  +  ^(66)]  z  -+-  [(6c)      J(bc)]z  +     -h(AT'     ^JV>  =  0 

ff"  Jx        -+-  46c)]2  +  («y  +  ...-»- zr<>  =  o 

etc.  etc. 
die  auf  den  ersten  Blick  zeigen,  dass  ihnen  nur  durch 

z  —  z  =  etc.  =  0 
GnUge  geleistet  werden  kann,  und  dass  sie 


Ix  =  Jx  =  Jx"  =  etc.  =  — 


geben.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  je  zwei  Acnderungen  /.V  ein  analoges 
Resultat  geben  müssen,  und  da  in  den  Ausdrucken  der  Coefficienten  der 
Gleichungen  (61)  die  N  nur  in  zwei  Dimensionen  vorkommen,  so  muss 
die  Betrachtung  der  gleichzeitigen  Acnderungen  aller  N  auch  ein  ana- 
loges Resultat  geben.  Ferner  ist  in  Folge  des  Vorhergehenden  leicht 
einzusehen ,  dass  die  Hinzufügung  einer  Aenderung  von  S  dieses  Re- 
sultat nicht  andern  kann. 

Die  vorhergehenden  Entwicklungen  geben  daher  zu  erkennen, 
dass  irgend  welche  Aenderungen ,  die  man  mit  N,  N'.  N",  etc.  und  S 
vornimmt,  höchstens  die  Werthe  der  x,  x\  x\  etc.  um  eine  und  dieselbe 
Grösse  andern  können ,  und  folglich  ohne  Einfluss  auf  die  Winkel  sind. 
Auch  findet  man  durch  die  (65),  gleichwie  oben,  dass  immer  diese  ge- 
meinschaftliche Aenderung  der  x,  x\  etc.  die  nemliche  Aenderung  im 
entgegengesetzten  Sinne  in  den  Werthen  der  m,  u,  uu,  etc.  hervor- 
bringt. 

Da  demzufolge  die  Aggregate  x  -+■  ü,  x  -+-  u.  etc.  1+«,,«'  +  «,, 
etc.  etc.  unverändert  bleiben,  so  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  W,  dass 
diese  Grösse  stets  unverändert  bleibt,  und  also  ein  absolutes  Mini- 
mum ist. 

Es  ist  aber  hiebei  zu  bedenken ,  dass  man  die  N  nicht  alle  gleich 
Null,  und  S  nicht  unendlich  gross  machen  darf,  weil  dadurch  bewirkt 


Digitized  by  Google 


682 


P.  A.  Hansen, 


werden  würde,  dass  von  den  Gleichungen  (61)  jede  in  den  übrigen 
enthalten  wäre. 

75. 

Da  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  N,  A",  iV\  etc.  und  S  mit  der 
eben  angegebenen  Ausnahme  völlig  willkuhrlich  sind ,  so  kann  man  sie 
anwenden,  um  aus  den  Gleichungen  (61}  möglichst  viele  Glieder  fortzu- 
schaffen, wodurch  die  Rechnung  vereinfacht  wird.  Dass  man  von  den 
mit  denselben  zwei  Buchstaben  bezeichneten  Coefficienten  keinen  fort- 
schaffen darf,  zeigt  schon  die  vorhergehende  Auflösung  der  allgemeinen 
Aufgabe  dadurch,  dass  diese  Coefficienten  in  den  Nennern  der  verschie- 
denen Ausdrücke  eintreten,  auch  würden  dadurch  die  N  imaginäre 
Werthe  bekommen.  Aber  von  den  anderen  Coefficienten  der  (61)  darf 
man  so  viele  fortschaffen  wie  Uberhaupt  möglich  ist,  und  da  die  Anzahl 
der  N  der  Anzahl  der  x  gleich  ist,  so  kann  man  im  Allgemeinen,  wenn 
man  wieder  die  Anzahl  der  x  mit  »  bezeichnet,  n  Coefficienten,  oder 
Glieder,  gleich  Null  machen,  und  zwar  kann  dieses  auf  vielerlei  Arten 
geschehen. 

Eine  Art  n  Glieder  fortzuschaffen  besteht  darin,  dass  man  im  Voraus 
annimmt ,  dass  der  Werth  irgend  einer  der  x  gleich  Null  werden  soll. 
Sei  z.  B. 

x  =  0 

dann  giebt  die  erste  Gleichung  (58)  die  Bedingungsgleichung 
pu  ■+.  p  u  +  p  u  +  ...  =  (Ix) 

und  vergleicht  man  diese  mit  der  (56),  so  werden 

//  =  />,  J=pr  #  =      etc.  //'  =  «/'  =  A"  =  etc.  =  0 ,  6={lx) 
Die  Substitution  dieser  in  die  Ausdrücke  ftlr  N,  N',  etc.  des  Art.  69 
giebt 

N  =  (pp)  ,    N'  =  (pp)  ,    r  =  (pp)  ,  etc.    S  =  (pp) 
womit  man  die  folgenden  Ausdrücke  der  Coefficienten  der  (6 1 )  bekommt, 

W-0  •  hb.  =  Q  +  "£'-<;•>') 

(«)  =  0    ,  W  -  -  (pp)  (pp  ) 

H)  =  o   ,         (M)  -  <*%p  -  (pf) 

e*c-  etc. 

m  = 0  •      n  =  (,,)  -  m  w 
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M  -  v  +  ©  -  (pV)  •  W  =  <r  +  •<£ '  -  (rtO 


IM 

etc.  =  V" ' )  —  {Pf 


M  =  (^')  -  ^  (fr; 

u.  s.  w.  Die  Gleichungen  (61)  werden  hierauf 

Qx  =  0 

(bb)x'  •+-  (6c)*"  -+-  {bd)x  +  ...  =  (&/) 
(6c)j  -+•  (cc)x"  -+-  (c<f;xw  -|-  .  .  .  =  (cf) 
(M^  -+-  (ci)s  h-  (dtf)*  -+-  .  .  .  =  (dl) 

u.  s.  w«  woraus  t  =  0  folgt,  wie  im  Voraus  bestimmt  wurde.  Der 
Art.  70  giebl  in  diesem  Falle 

*  =  M  +  £ 

76. 

Das  im  vor.  Art.  entwickelte  Verfahren  ist  nicht  das  zweekmiis- 
sigste  zur  Anwendung,  denn  es  ist  gar  kein  reeller  Gewinn  dann  ent- 
halten, dass  im  ersten  Theile  der  Auflösung  die  Verbesserung  einer  der 
beobachteten  Richtungen  Null  wird.  Die  Bedingung,  die  hier  dazu  an- 
gewandt worden  ist  um  (alj  Null  zu  machen ,  kann  zweckmässiger  dazu 
verwandt  werden  um  noch  einen  Coefßcienten  einer  der  Unbekannten 
z.  B.  (bc)  =  0  zu  machen,  denn  hieraus  entstehen  irn  Verlaufe  der  Auf- 
lösung wesentliche  Vereinfachungen,  die  darin  bestehen,  dass  eine 
Anzahl  anderer,  sonst  auch  zu  berechnender  Grössen,  zugleich  Null 
werden. 

Es  sollen  daher  jetzt  die  Coeflicientcn 

(ab) ,  (ac) ,  (ad) ,  etc.  nebst  [bc) 

gleich  Null  gemacht  werden,  deren  Anzahl  «  ist.  Da  auch  S  willkuhr- 
lich  ist ,  so  scheint  es  als  könne  man  noch  einen  Coefßcienten  Null  ma- 
chen, allein  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  (an),  (ab),  etc.  des  Art.  69 
zeigen,  dass  dieses  unmöglich  ist,  indem  sie  alle  zu  Functionen  von 

yL  ,  y.^  ,  etc.  und       gemacht  werden  können,  wodurch  S  gönzlich 

aus  denselben  entfernt  weiden  kann.  Es  soll  daher  zur  Vereinfachung 

S  =  I 
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gesetzt  werden.  Die  Grösse  0  gieht  Veranlassung  ausser  den  oben  ge- 
nannten Coeffieienten  der  Unbekannten  auch  eins  der  völlig  bekannten 
Glieder  (al),  (6/),  etc.  Null  machen  zu  können,  aber  da  daraus  kein  reeller 
Vortheil  erwächst,  im  Gegentheil  die  Ausdrucke  dieser  Coeffieienten  mehr 
zusammengesetzt  werden ,  so  mache  ich  von  diesem  Ilmstande  keinen 
Gebrauch,  sondern  setze  vielmehr 

0=0 

Die  hierauf  zu  berechnenden  Ausdrücke  sind  demnach  zuerst  die  (pp), 
(pp).  etc.  [p'p),  etc.  etc.  nach  den  im  Arl.  69  gegebenen  Ausdrücken. 
Da  nun 

m  =  (pp) 

NN"  =  {pp") 
NN"'  =  (pp") 
elc. 

und 

N'N"  =  (p'p") 
werden  müssen,  so  bekommt  man 


JV   —  if  (PP'"PP")  N'"  —  (PP"' 

X'          i /lppTtp'p"f  tu»  _  (pp" 

V    :pp")      •  iy    —  n 


N 


X"          l/ fPP"  'P'P")  V'  _ 

etc. 

die  auch  zu  berechnen  sind.  Alsdann  werden 

(aa)  =  Q  +  N*  -  (pp)  ,  (66.1)  =  Q'  +  2P  -  (p'p) 

(ab)  =  0  (6c,  I)  =  (6c)  =  0 

(ac)  =  0  (bd,\)  =  N'N'"  -  (p'p") 
(«Q  =  0  (6c,  1)  =  N'N"  -  (p'p") 
(ac)  =  0  etc. 

etc.  '  (bl,\)  -  (Ix') 

(cc,2)  =  o"+iV"2  -  foy)  (W)  =  0"'  +  ^'"2  -  (p'Y") 

(rrf,2)  =  iV'W"  -  (p"p")  (de,\)  =  JT'2T  -  (p"'p") 
(ce,2)  =      xV"#"  -  (/> "p" )  etc. 

etc.  =  (Ix") 

(4,1)  =  (te") 
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(eej)  =  (T  4-  IT*  -  ff) 
etc. 

(*M)  =  (V) 
etc.  bis 

+  p,<2  +  />'/ 2  +  pt?  +  p'T2  +  •  •  • 

etc. 

welche  letzte  Function  zur  gleichzeitigen  Berechnung  von  IV  dient,  und 
mit  welcher 

W  =  (//,«) 

erhalten  wird.  Die  aufzulösenden  Gleichungen  (61)  gehen  hiemit  in  die 
folgenden  über, 

(aa)x  =  (a/) 

{bb,\)x  +  {bd,\)x"  +  (6eJ)x'r  -§-...=  (6/,1) 

(cc,2)x"  +  (cd,2)*"  -+-  {ceX}x   +  .  .  .  =  (c/,2) 
(feM)*  -h  (cd,2).r"  +  (dd.l)x'"  -+■  (ife,<y  -+-    .  .  =  (o7,1) 
+  H-  (de^x"  ■+-  {ee,\)x'v  +  .  .  .  =  (eU) 

etc.  etc. 

die  auf  die  vorbeschriebene  Art  in  der  Auflösung  zu  behandeln  sind. 
Es  kann  noch  angemerkt  werden,  dass  in  Folge  der  fehlenden  Coeffi- 
cienten  derselben  von  den  Hülfsgrössen  des  Art.  43 

a  =  ß'  =  /  =  <*'  =  etc.  =  /?"==  0 

werden,  so  wie  dass  von  denen  des  Art.  44 

a  =  a    =  a  =  etc.  =  0 

werden,  und  die  übrigen  die  folgenden  Ausdrucke  erhalten, 

p  =  y 

ß*  =  d"  +  d'y 
rn  =   r  +  dy 

Ii  IV  r/H  V, -JV 

ß     =«  +f(J  +f/T 

.*  in  iv  iii  r  ir 

y    =     e    -+-  «  /  +{/ 

»»■  iv  ,  v*iv 

o     =  «        +  {0 

etc. 
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worauf  tlie  Ausdrücke  der  Unbekannten 


i  >t  .       ivani     .      v  aiv 

—  x    =      %        +  X  ß    +  Xß 

»  tu  IV  Itl  v  tv 

—  x  =        x  +  x  y  +  xr 

in  iv  vut 

—  x  =  x      +  XO 

—  x  =  x 

etc.  etc. 

sich  ergeben.  Die  vorbeschriebenen  Rechnungen  können  durch  die  fol- 
genden Gleichungen,  die  aus  dem  Art.  71  hervorgehen,  geprüft  und  wo 
nöthig  berichtigt  werden.  Die  {pp),  (pp),  etc.  durch 

{pp)  +  (pp')  ■+•  {pp")  +  ...  =  Q 

(pp)  +  (pp)  +  (p'p")  +       =  Q' 

(PP")  +  (p'p")  +  (p"p")  +  Q" 

etc.  etc. 

die  (aa),  (66,1)  etc.  durch 

(aa)  =  NSN 

(66,1)  H-  (6(/,1)  +  .  .  .  =  N'ZN 

(cc,2)  +  (cdXj  +  .  .  .  =  iV"2W 
(bd,\)  +  (cdS)  +  (dd,\)  +  .  .  .  =  N'"2N 
etc.  etc. 

und  die  Werthe  der  Unbekannten  selbst  durch 

0  =  Nx  +  N'x  +  N"x"  +  N'"x"  -h  .  .  . 

die  aus  dem  Art.  72  hervorgeht.  Will  man  hierauf  auch  die  Werthe  der 
m,  ut>  etc.  kennen  lernen,  so  dienen  hiezu  die  Gleichungen  (65).  Wenn 
eine  oder  mehrere  der  (pp),  (pp"),  (p'p")  Null  werden,  so  können  durch 
die  obigen  Ausdrücke  die  N,  N',  N"  nicht  berechnet  werden ,  aber  in 
diesem  Falle  kann  man  durch  Abänderung  der  Reihenfolge ,  in  welcher 
man  anfanglich  die  Richtungen  aufgestellt  hat,  immer  diese  Bestimmung 
wieder  möglich  machen. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  den  ersten  Theil  der  Auflösung 
unserer  Aufgabe,  oder  die  sogenannte  »Ausgleichung  auf  den  Stationen« 
zu  behandeln,  bewirkt  nicht  nur  an  sich  selbst  ein  kurzes  Verfahren, 
dessen  richtige  numerische  Ausführung  durch  die  zur  Controle  derselben 
vorhandenen  Gleichungen  gesichert  wird,  sondern  die  zum  Verschwinden 
gebrachten  Coefficienten  üben  auch  auf  d<  n  zweiten  Theil  der  Auflösung 
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in  Bezug  auf  die  Abkürzung  desselben  wesentliche  Wirkung  aus,  indem 
sie  bewirken,  dass  auch  dort  eine  Anzahl  von  Gliedern  verschwinden. 

77. 

Die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  führen  io  zwei  verschiedenen  Fullen 
die  allgemeine  Aufgabe,  auch  in  ihrer  Auwendung  auf  die  Geodäsie,  auf 
den  im  Art.  55  betrachteten  speciellen  Fall  zurück.  Der  eine  dieser 
Falle  tritt  jedes  Mal  auf  den  Stationen  ein,  auf  welchen  nur  drei  Rich- 
tungen eingeschnitten  worden  sind,  denn  kürzt  man  die  Gleichungen 
auf  diesen  Fall  ab,  so  werden  sie 


(Ol) 

_  (te) 

[am] 

(«.«) 

(Ix') 

ß»,<j 

K  <) 

M4 

(Ix") 

(cc.S) 

wo 

(aa)  =  0  +  ATJ  -  (pp)  =  N{N+N'  +  N") 

(66,1)  =  Q'  +  N'*  -  (p'p')  =  N'(N  +  N'+N") 

(«,2)  =  QT+N"*  -{p"p")  =  N''{N+N'+N") 

sind,  und 

(PP) .     (PP)  .  (PP") 

(pp') .  (pY) 
(pT) 

so  wie  N,  N' ,  iV"  eben  so  wie  im  allgemeinen  Falle  zu  berechnen  sind. 

Alle  mit  a,  ß,  y,  etc.  und  angehängten  Strichen  bezeichneten  Grös- 
sen werden  hier  Null,  und  zur  Berechnung  der  Summe  der  mit  ihren 
Gewichten  mulliplicirten  Fehlerquadrate  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden 

W  =  (//,3)  =  («)  -  x{lx)  -  gf(M)  -  x"{h") 

Die  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  für  die  (pp),  (pp),  etc.  und  für 
die  Unbekannten  selbst  bestehen  auch  hier. 

78. 

Der  zweite  Fall,  in  welchem  die  allgemeinen  Formeln  von  selbst  in 
den  genannten  speciellen  Fall  Ubergehen,  findet  auf  allen  Stationen  statt, 
auf  welchen  in  jedem  Gyrus  alle  vorhandenen  Richtungen  eingeschnitten 
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worden  sind,  und  man  in  jedem  Gyrus  für  sich  allen  Beobachtungen 
dasselbe  Gewicht  beilegen  kann.  Da  in  diesem  Falle 

p  =  p  =  p"  =  etc. 
Vi  =  P\  =  P,  =  etc. 
P„  =  P'„  =  Pu  =  etc. 

u.  s.  w.  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (9)  schon  zu  erkennen,  dass 

_  _       m  ,  x       [ix'\  __  tur\ 

p+p,+p„+...  '  p+p,+p„+...  •  p+p,+p„+... 

u.  s.  w.  werden  müssen,  und  die  allgemeinen  Ausdrücke  des  vorvor. 
Art.  bestätigen  nicht  nur  dieses,  sondern  weisen  auch  nach,  dass  in  der 
That  der  genannte  speciclle  Fall  eintritt.  Bezeichnet  man  wieder  mit  n 
die  Summe  aller  Richtungen,  so  werden  jetzt 

P  =  np  ,    P  =  nPi ,    P  =  npa  ,  etc. 
0  =  Q'  =  0"  =  etc.  =  P  +  P,  +     +  •  •  • 

und  Folge  davon  ist,  dass  sich 

(PP)  =  (Pf')  =  (pp")  =  etc.  =  -jj- 
(PP')  =  (PP")  =  etc.  = 

(PY)  -  etc.  -  4- 
etc. 

und 

N  =  N'  =  N"  =  etc.  =  j/f 

ergeben,  die  Coefficienten  der  Endgleichungen  werden  daher 

(aa)  =  (66,1)  =  (cc,2)  =  etc.  =  Q 

und  alle  übrigen  Coefficienten  derselben  werden  Null.  Diese  Gleichun- 
gen gehen  daher  über  in 

Qx  =  (fc)  ,    Qx  =  {Ix') ,    Qr"  =  (ix")  ,  etc. 


woraus 


x  —  W 

p+p,+p„+... 

X'   SM  m 

f>+f>,+P„+... 

X"  =  {lx"] 

p+p,+p„+... 


u.  s.  w.  hervorgehen,  w.  z.  b.  w. 
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Wenn  alle  Gewichte  einander  gleich  gesetzt  werden  dürfen,  so 
gehen  diese  Ausdrücke  in  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobach- 
tungen einer  jeden  Richtung  über. 

Alle  mit  a,  ß,  y,  etc.  bezeichneten  Grössen  werden  wieder  Null, 
und  ausserdem  noch 

(U,n)  =  0 

Diese  Resultate  gelten  wie  gross  auch  die  Anzahl  der  Richtungen  ist, 

die  den  Forderungen  dieses  Artikels  gemäss  eingeschnitten  worden  sind. 

» 

79. 

Zu  den  speciellen  Fallen  die  vorkommen  können  gehört  noch,  abgesehen 
von  den  in  den  beiden  nachstvorhergehenden  Artikeln  betrachteten ,  der 
Fall,  dass  auf  der  einen  oder  anderen  Station  mit  den  Richtungen  nach 
den  Dreieckspunkten  zugleich  Richtungen  nach  anderen  Gegenstanden, 
die  keinen  Dreieckspunkten  angehören,  beobachtet  worden  sind.  Es 
können  z.  B.  die  Azimuthe  dieser  Gegenstande  genau  bestimmt  sein, 
und  man  will  sich  derselben  daher  zur  Orientirung  des  Dreiecksnetzes 
bedienen ;  es  können  auch  andere  Ursachen  die  Mitbestimmung  solcher 
Punkte  veranlasst  haben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Um  in  diesem  Falle  die  Rechnungen  möglichst  abzukürzen,  ist 
nichts  weiter  zu  thun  wie  diese  überzahligen  Richtungen,  wie  ich  sie 
nennen  will,  aus  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Richtungen  auszuheben 
und  ihnen  die  letzten  Stellen  in  der  Reihenfolge  aller  Richtungen  der 
betreffenden  Station  zuzulheilen.  Die  Berechnung  ist  darauf  eben  so 
wie  sonst  auszuführen ,  und  man  erlangt  durch  diese  Anordnung  den 
Vortheil ,  dass  in  dem  zweiten  Theil  der  Auflösung  diese  überzähligen 
Richtungen  so  wenig  wie  möglich  eintreten. 

80. 

Betrachten  wir  nun  wieder  den  allgemeinen  Fall,  den  auch  der 
vor.  Art.  in  sich  schliesst,  in  welchem  nicht  jeder  Gyrus.  oder  kein 
Gyrus,  alle  Richtungen  enthalt,  dann  sind  zuerst  in  den  Ausdrücken  für 
(pp),  (pp'),  etc.  die  Gewichte  der  fehlenden  Einstellungen  Null  zu  ma- 
chen ,  und  demgemäss  die  numerischen  Werthe  dieser  Grössen  zu  be- 
rechnen. Wenn  die  Beobachtungen  so  beschaffen  sind ,  dass  man  die 
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Gewichte  aller  Einstellungen  auf  der  Station  einander  gleich,  und  in 
Folge  dessen  =  1  setzen  kann,  (und  dieser  Fall  kommt  gewöhnlich  vor, 
weil  man  selten  im  Stande  ist  etwaige  Unterschiede  in  der  Güte  der 
Beobachtungen  hinreichend  genau  durch  Zahlen  ausdrücken  zu  können,) 
so  werden  die  Bedeutungen  der  Hülfsgrössen  einfacher  als  im  Art.  67 
angegeben  ist.  Es  werden  alsdann 

P  die  Anzahl  der  Einstellungen  des  ersten  Gyrus, 

Pt  »       »       ■  »  •   zweiten  » 

u.  s.  w. 

Q  die  Anzahl  der  Einstellungen  der  Richtung  x, 
Q  »       »      i  »  »        i  x\ 

U.  S.  W. 

ilu)  die  Summe  der  im  ersten  Gyrus  durch  die  Einstellungen  er- 
haltenen Werthe, 

(lut)  die  Summe  der  im  zweiten  Gyrus  durch  die  Einstellungen 
erhaltenen  Werthe, 

u.  s.  w. 

(Ix)  die  Summe  der  fttr  x  durch  die  Einstellungen  erhaltenen  Werthe, 
fix')  »      »       »    »  x    »      »  »  »  » 

u.  s.  w.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Bedeutungen  der  Hülfsgrössen  ist  es 
immer  leicht  die  Werthe  der  Coefficienten  (oo),  etc.  zu  berechnen,  aber 
es  ist  die  Berechnung  derselben  gar  nicht  schwieriger,  wenn  p,  p  ,  etc. 
etc.  verschiedene  Werthe  haben,  vorausgesetzt  dass  diese  ganze  Zahlen 
sind,  und  diesen  Fall  kann  man  oft  herbeiführen,  und  zur  Abkürzung 
der  Rechnung  benutzen. 

Wenn  auf  einer  Station  viele  Gyn  beobachtet  worden  sind,  so  wird 
es  nicht  ausbleiben,  dass  eine  Anzahl  von  Gyri  vorkommen,  in  welchen 
dieselben  Punkte  eingeschnitten  worden  sind,  eine  andere  Anzahl  in 
welchen  ganz  oder  zum  Theil  andere  Punkte,  aber  wieder  in  jedem 
Gyrus  dieselben,  u.  s.  w.  Vorausgesetzt  nun,  dass  man  das  Gewicht 
einer  jeden  Einstellung  =  I  setzt  ,  kann  man  aus  jeder  dieser  Gruppen 
von  Gyris  zuerst  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  dieses  in  der  fol- 
genden Rechnung  so  behandeln,  als  wäre  dessen  Gewicht  gleich  der 
Anzahl  der  Gyri.  aus  welchen  es  entstanden  ist.  Man  kürzt  dadurch  die 
Rechnung  wesentlich  ab,  ohne  an  der  Strenge  derselben  etwas  zu  ver- 
geben. Die  so  entstehenden  Gewichte  sind  selbstverständlich  ganze 
Zahlen .  und  es  sind  nun  mit  Rücksicht  auf  diese  die  Hülfsgrössen  zu 
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berechnen.  Wenn  z.  B.  die  erste  Gruppe  das  arithmetische  Mittel  aus 
m  Gyris  ist.  so  setze  man 

p  =  p  =  p*  =  etc.  =  m  ,    und    P  =  /im 

wenn  die  Anzahl  der  Richtungen  ist,  die  in  diesen  Gyris  eingeschnitten 
worden  sind,  u.  s.  w.  Wenn  in  den  Gyris,  in  welchen  x  vorkommt,  diese 
Gewichte 

p  =  m  ,    />,  =  m,  ,    pa  =  m,  ,  etc. 

sind,  so  wird 

Q  =  m  ■+■  mt  ■+■  m  ■+■  .  .  . 

U.  s.  w.  und  auf  ahnliche  Art  verfahrt  man  bei  der  Berechnung  der  mit 
(Ix),  etc.  und  (pp),  etc.  bezeichneten  Grössen.  Man  kann  hiebei  noch 
bemerken,  dass  man  durch  die  im  Art.  68  gegebenen  Gleichungen 

/>+/>  +  P        .  =  0  +  0'  +  0"  +  ... 

(Ix)  +  (Ix')  +  (Jr )  -*-...  =  0 

eine  Conlrole  der  numerischen  Rechnung  erhalt.  Man  braucht  hier  nicht 
die  Division,  die  zur  Erlangung  des  arithmetischen  Mittels  erforderlich 
ist,  auszufuhren,  sondern  kann  sogleich  die  Summe  dieser  Gyri  ansetzen, 
die  unmittelbar  zur  Berechnung  der  mit  (Ix),  (Ix),  etc.  bezeichneten 
Grössen  dienen. 

81. 

Es  ist  hier  der  Ort  die  Betrachtung  des  Falles  einzuschalten,  in 
welchem  nicht  die  Richtungen,  sondern  statt  dessen  unmittelbar  die 
Winkel  zwischen  den  Dreieckspunkten  beobachtet  worden  sind.  Es 
kann  dieser  Fall  wohl  noch  hie  und  da  bei  neueren  Triangulationen  vor- 
kommen, aber  wenn  man  altere  Triangulationen  zu  berechnen  oder  zu 
untersuchen  hat,  so  findet  man  denselben  immer  vor. 

Nehmen  wir  zuerst  den  Fall  an ,  dass  nur  die  von  einander  unab- 
hängigen Winkel  auf  der  Station  beobachtet  sind ,  so  hindert  nichts  die 
durch  diese  Beobachtungen  erhaltenen  Werthe  derselben  mit  y,  y,  y", 
etc.  zu  bezeichnen,  und  hiemit  wird  die  Aufgabe  sofort  auf  den  specia- 
len Fall  des  Art.  55  hingeführt.  Da  jetzt  sehr  wohl  die  verschiedenen 
Winkel  verschiedene  Gewichte  haben  können,  indem  die  Beobachtung 
des  einen  mehrmals  wiederholt  worden  sein  kann  wie  die  irgend  eines 
anderen ,  so  sind  demgemass  die  a.  a.  0.  vorkommenden ,  mit  p,  p,  p\ 
bezeichneten  Gewichte  zu  bestimmen. 
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Nehmen  wir  dagegen  an ,  dass  ausser  den  einzelnen  Winkeln  auch 
Winkel  beobachtet  worden  sind,  in  welchen  jene  enthalten  sind,  wie  die 
Ergänzung  aller  übrigen  Winkel  zum  Umkreise,  oder  Summen  zweier 
oder  mehrerer  einzelner  Winkel ,  so  entstehen  hieraus  Bedingungsglei- 
chungen, die  nicht  zu  denen  gehören,  die  das  Dreiecksnetz  an  sich  dar- 
bietet, und  die  ich  daher  locale  Bedingungsgleichungen  nennen  will. 
Verweist  man  diese  Bedingungsgleichungen  iu  den  zweiten  Theil  der 
allgemeinen  Auflösung,  wie  bisher  immer  geschehen  ist,  so  bleibt  der 
specielle  Fall  des  Art.  55  zwar  bestehen,  aber  der  zweite  Theil  der  Auf- 
lösung wird  unnötigerweise  verlängert.  Da  aber  die  Berechnung  dieses 
zweiten  Theils,  in  den  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
gross  ist ,  bei  Weitem  die  grössere  Arbeit  bei  der  Ausgleichung  der  Be- 
obachtungen eines  Dreiecksnetzes  verursacht,  so  ist  es  von  wesentlichem 
Vortheil  diesen  nicht  unnölhiger  Weise  zu  verlängern.  Die  Aufnahme 
der  localen  Bedingungsgleichungen  in  diesen  zweiten  Theil  der  Auflö- 
sung ist  aber  eine  unnöthige  Verlängerung  desselben ,  da  sie  auf  ein- 
fache Weise  in  dem  ersten  Theile  berücksichtigt  werden  können.  Zwar 
hört  alsdann  die  Auflösung  auf,  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Stationen, 
dem  speciellen  Falle  des  Art.  55  anzugehören ,  aber  die  kleine  Vermeh- 
rung des  ersten  Theils  der  Auflösung,  die  dadurch  entsteht,  wird  bei 
Weitem  durch  die  Abkürzung  des  zweiten  Theils  aufgewogen. 

Man  kann  jeden  gemessenen  Winkel  in  zwei  Richtungen  zerlegen, 
oder  als  den  Unterschied  von  zwei  Richtungen  betrachten,  von  welchen 
die  eine  ganz  willkührlich  ist.  Jeder  gemessene  Winkel  lässt  sich  daher 
wie  ein  Gyrus  von  zwei  Richtungen  betrachten .  und  stellt  man  alle  auf 
einer  Station  beobachteten  Winkel  in  dieser  Form  auf,  und  löst  die  da- 
durch erhaltenen  Gleichungen  den  Erklärungen  des  Vorhergehenden  ge- 
mäss auf,  so  ergeben  sich  die  Werthe  von  y,  y\  y,  etc.  in  welchen  die 
localen  Bedingungsgleichungen  volle  Berücksichtigung  erfahren  haben, 
und  daher  im  zweiten  Theil  der  Auflösung  nicht  beachtet  zu  werden 
brauchen. 

Man  kann  hiebei  noch  Folgendes  bemerken.  Nimmt  man  die  vor- 
läufigen Werthe  der  den  unabhängigen  Winkeln  entsprechenden  Rich- 
tungen so  an,  dass  sie  den  Beobachtungen  vollständig  entsprechen,  so 
werden  alle  diesen  Richtungen  zukommenden  Werthe  der  mit  /  bezeich- 
neten Grössen  gleich  Null ,  und  in  so  fern  keine  abhängigen  Winkel  auf 
der  betreffenden  Station  beobachtet  worden  sind ,  fuhrt  die  im  Vorher- 
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gehenden  erklärte  Auflösung  unmittelbar  auf  die  Werthe  y  =  0,  y  =  0, 
y"  =  0,  etc.,  wodurch  der  specielle  Fall  des  Art.  55  wieder  herbei  ge- 
führt ist.  Sind  aber  auf  dieser  Station  auch  abhängige  Winkel  beobach- 
tet, dann  werden  in  den  aus  diesen  entspringenden  Gyn  die  beiden  dazu 
gehörigen  /  nicht  gleich  Null,  und  die  aus  der  Auflösung  aller  Gleichun- 
gen hervorgehenden  Werthe  von  y,  y\  etc.  werden  im  Allgemeinen  auch 
nicht  mehr  gleich  Null. 

82. 

Ehe  ich  zur  Anwendung  des  zweiten  Theils  der  allgemeinen  Auf- 
lösung auf  die  Geodäsie  übergehe,  will  ich  das  Vorhergehende  durch 
ein  Beispiel  erläutern,  welches  ich  aus  der  von  mir  vor  ohngeföhr  30 
Jahren  zum  Zweck  einer  staatsöconomischen  Landesvermessung  ausge- 
führten Triangulation  des  hiesigen  Herzogthums  entlehne.  Selbstver- 
ständlich würde  es  zu  weit  fuhren ,  wenn  ich  hier  diese  ganze  Triangu- 
lalion  anführen  und  berechnen  wollte,  ich  muss  mich  damit  begnügen 
aus  derselben  einige  zusammenhängende  Dreiecke  auszuwählen,  und  die 
Berechnung  dieser,  als  ein  Ganzes  betrachtet,  zu  zeigen. 

Es  wurden  bei  dieser  Triangulation  auf  allen  Stationen  nicht  die 
Winkel  für  sich,  sondern  die  Richtungen  eingeschnitten  und  beobachtet, 
und  da  auf  fast  jeder  Station  eine  grosse  Anzahl  von  Punkten  einzu- 
schneiden war,  so  wurden  in  keinem  Gyrus  Alle  eingeschnitten,  sondern, 
wie  im  Art.  64  erklärt  worden  ist,  verfahren,  und  möglichst  viele  Com- 
binationen  der  einzuschneidenden  Punkte  gebildet,  deren  jede  einen 
Gyrus  bildete.  Da  demzufolge  die  oft  genannte  Gaussische  Auflösung 
auf  die  Berechnung  dieses  Dreiecksnetzes  nicht  angewandt  werden 
konnte,  so  entwarf  ich  schon  damals  die  hier  erklärte,  wandte  sie  bei 
der  Berechnung  an,  und  veröffentlichte  die  Endformeln  ohne  deren  Ab- 
leitung im  16.  Bande  der  Schum.  A.  N. 

Ich  führe  noch  an.  dass  zu  dieser  Triangulation  blos  8zöllige  Theo- 
doliten angewandt  wurden,  deren  Nomen  unmittelbar  \  0"  gaben. 

83. 

Aus  der  oben  genannten  Triangulation  werde  ich  nun  für  das  hier 
zu  berechnende  Beispiel  die  fünf  Stationen ,  oder  Dreieckspunkte ,  See- 
berg, Inselsberg.  Wachsenburg,  Warte,  Hörselsberg  auswählen  und  be- 
rechnen. 
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Ich  bemerke  hiezu  im  Voraus,  dass  die  Bezeichnung  der  Richtun- 
gen und  anderer  in  Betracht  kommenden  Grössen  mit  Buchslaben,  wie 
im  Vorhergehenden  geschehen  ist ,  wohl  in  der  Ableitung  der  Relatio- 
nen,  auf  die  die  Auflösung  der  Aufgabe  führt,  zweckmassig  ist .  dass 
man  sich  aber  in  der  Anwendung,  und  namentlich  bei  grossen  Triangu- 
lalionen ,  weit  zweckmassiger  der  Zahlen  zur  Bezeichnung  bedient.  Es 
sollen  daher  auch  hier  diese  und  zwar  so  angewandt  werden,  dass 
nicht  nur  jede  Station ,  sondern  auch  jede  Richtung  mil  einer  Zahl  be- 
zeichnet wird.  Die  oben  genannten  fünf  Stationen  werde  ich  mit  (1), 
(2),  (3),  (4),  (5)  bezeichnen,  so  dass 


Seeberg     .  . 

•  m 

Warte   ..    .  . 

•  (2) 

Inselsberg  .  . 

•  (3) 

Wachsenburg  . 

•  (*) 

Hörselsberg 

•  (8) 

zur  Bezeichnung  erhalt.  Die  Richtungen  nach  den  Dreieckspunkten  werde 
ich  gleichfalls  mit  den  forllaufenden  Zahlen  so  bezeichnen,  dass  auf  je- 
der Station  mit  der  (I)  angefangen  wird  Wo  es  nöthig  wird  die  Statio- 
nen zu  unterscheiden,  kann  die  Stationsnummer  der  Richtungsnummer 
rechts  unten  als  Index  angehängt  werden ,  so  dass  allgemein  (r), ,  wo  r 
die  Richtungsnummer  und  *  die  Stationsnummer  bedeutet ,  die  Bezeich- 
nung irgend  einer  Richtung  wird.  Ins  Besondere  sollen  im  Folgenden 
fr),  der  vorläufig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung 
w(r),  die  im  ersten  Theile  der  Auflösung  zu  berechnende  Verbesserung 
derselben, 

y'r),  der  hieraus  folgende  Werth  derselben  bedeuten,  so  dass 

y(r)s  =  (r).  +  w(r\ 

wird.  Die  Coefficienten  (ad),  (ab),  etc.  (bb),  etc.  des  Vorhergehenden 
sollen ,  in  so  weit  sie  Dreieckspunklcn  angehören,  mit 

(1,1).,  (1,2}.  ,  etc.  (2,2). 

bezeichnet ,  und  Uberhaupt  diese  Be/.eichnungsart  auch  auf  andere  Grös- 
sen ausgedehnt  werden.  Im  ersten  Theile  der  Auflösung  wird  man  den 
Index  s  grösstenteils  weglassen  können ,  und  nur  bei  jeder  Station  all- 
gemein angeben.  N 
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Mit  der  Station  Seeberg  =  (1 )  anfangend ,  werde  ich  mit  Weglas- 
sung der  Stutionsnummer  den  hier  von  den  dort  Uberhaupt  beobachte- 
ten Richtungen  aufzunehmenden  die  folgenden  Bezeichnungen  geben, 

(1)  =  Richtung  nach  Station  (3) 

(2)  =  .  .  .  (5) 
(4),  (3)  «  .  (2) 
(3),  (4)  =  ■        .        .  (4) 

(a)  =       »      nach  Trügleben 
(6)  =       -        d    kl.  Rettbach. 

Die  Richtungen  (a)  und  (6) ,  die  hier  mit  aufgenommen  worden  sind, 
gehören  keinem  der  übrigen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Dreiecks- 
punkten an,  und  es  tritt  daher  hier  der  Fall  ein,  der  im  Art.  79  erläu- 
tert wurde.  Diese  beiden  Richtungen  habe  ich ,  wie  dort  vorgeschrieben 
wurde,  aus  ihrer  nalürlichen  Reihenfolge  herausgenommen ,  und  den 
übrigen  nachgestellt.  Es  ist  nothwendig  zu  erklären,  weshalb  diese  bei- 
den Richtungen  hier  mit  aufgenommen  worden  sind. 

Statt  auf  dem  Dache  der  vormaligen  Sternwarte  auf  dem  Seeberge 
zu  beobachten .  wie  früher  geschehen  ist ,  zog  ich  vor  die  Theodoliten 
auf  in  die  Erde  eingemauerte  Steinpfeiler  aufzustellen ,  da  aber  hier  das 
neben  liegende  Gebäude  der  Sternwarte  fast  180°  des  Horizonts  ver- 
deckte, so  mussten  zwei  solcher  Steinpfeiler,  einer  nördlich  und  einer 
südlich  vom  Gebäude  angewandt  werden.  Um  unter  diesen  Umstunden 
eine  sichere  Verbindung  zwischen  den  von  jedem  dieser  beiden  Stand- 
punkte aus  beobachteten  Richtungen  herzustellen,  wurden  mehrere  Ge- 
genstande aufgesucht,  die  auf  beiden  Standpunkten  sichtbar  waren ,  und 
häufig  mit  eingeschnitten.  Solche  sind  die  oben  mit  (a)  und  (6)  bezeich- 
neten. Die  Wachsenburg  war  übrigens  auch  von  beiden  Standpunkten 
aus  sichtbar. 

Da  hier  nicht  bezweckt  wird,  die  definitive  Berechnung  dieser 
Triangulation  zu  geben,  sondern  einen  Auszug  aus  derselben  als  Erläu- 
terung des  Vorhergehenden  aufzustellen ,  so  halte  ich  es  nicht  für  noth- 
wendig die  Beobachtungen  jedes  einzelnen  Gyrus  anzugeben ,  sondern 
begnüge  mich  die  Summen  der  Gruppen ,  nachdem  davon  die  vorlaufig 
angenommenen  Werthe  der  Richtungen  abgezogen  worden  sind,  anzu- 
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fahren.  Diese  sind .  nachdem  die  erforderlichen  Centrirungen  berück- 
sichtigt worden  waren,  nebst  den  vorläuGg  angenommenen  Werthen  der 
Richtungen  in  dem  folgenden  Täfelchen  enthalten. 

Station  (1). 


(*) 

(3) 


Vorl.  Werthe. 


Anzahl  d.  Beob.  u.  die  Summen  dieser. 


m 

(2) 
(3) 
(*) 

w 
(6) 


63°1 4'  1 0 
96  29  52 
215  58  17 
308  51  37 
106  2  29 
269  57  23 
S  = 
M  = 


TT" 


3'30 
1 .60 


4.90 


2.45 


5*60 

3.85 
9.45 


4.725 


2"40 
1.70 


4.10 


2.050 


4"60 
3.20 


7.80 


3.900 


4.00 
2.20 


6.20 


3.100 


r 

I 

L-l- 

5 

< 

s 

18 

& 

(1) 

0*20 

(*) 

15.25 

ris 

(3) 

3"80 

0"20 

0"70 

3"60 

(*) 

3"10 

3.42 

3.40 

27"60 

1.55 

M 

- 

17.70 

13.20 

(*) 

2.75 

1.03 

0.80 

0.15 

3.65 

S 
M 

6.55 

15.45 

~4.57 

46710 

14.05 

~8^80~ 

3.275 

"2.065 

,  7.225 

2.285 

1.800 

157367 

~T683 

"¥.933 

(*) 

(3) 


r 

t 

4 

s 

4 

I 

i 

m 

3"65 

5"40 

5"30 

0"00 

2  "1 5 

5"90 

(*) 

4,80 

4.35 

10.20 

7"00 

2.30 

(3) 

1"10 

(* 

w 

0.20 

4.10 

0.00 

0.62 

4.50 

7.70 

3.40 

7.88 

3.30 

3.20 

4.60 

(b) 

2.12 

3.05 

1.70 

6.10 

7.00 

S 
M 

1T80 

13747 

1 3.60 

12.70 

19778 

1  5.65 

nXo- 

13.42 

1.933 

4.490 

4.533 

47233 

"4.945 

17912 

"4.300 

li.355 

(*) 

(3) 


Ausser  den  Nummern  der  Richtungen ,  und  den  vorlaufigen  Wer- 
then derselben  giebt  diese  Tafel  in  der  obersten  Zeile  die  Anzahl  der 
gleichartigen  Gyri,  deren  Summen,  nach  Abzug  der  vorläufigen  Werthe 
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darunter  stehen.  Durch  Hinzuftlgung  einer  angemessenen  Constante  zu 
den  Beobachtungen  einer  jeden  Gruppe  kann  man  bewirken ,  dass  jede 
dieser  Summen  klein  und  positiv  wird. 

Da  allen  Beobachtungen  hier  derselbe  Werth  beigelegt  werden 
wird,  so  sind  die  Zahlen  der  obersten  Zeilen  zugleich  die  Gewichte  der 
betreffenden  Gruppe  von  Gyris. 

Neben  der  Bezeichnung  S  folgt  die  Summe  der  Summen  jeder  Co- 
lumne ,  und  neben  M  das  arithmetische  Mittel  derselben. 

Es  muss  nun  jedes  dieser  arithmetischen  Mittel  von  den  Zahlen 
derselben  Columne  abgezogen  werden ,  und  diese  Unterschiede  dürfen 
nicht  weiter  geändert  werden.  Sie  sind  in  der  folgenden  Tafel  aufge- 
stellt ,  und  zwar  in  entgegengesetzter  Anordnung ,  nemlich  so ,  dass  alle 
Zahlen,  die  derselben  Gruppe  von  Gyris  angehören ,  in  Einer  Zeile  ste- 
hen. Dieser  Tafel  sind  überdies  die  Gewichte  p,  und  die  Zahlenwerthe 

P,  Ptt  etc.  0,  Q  ,  etc.  p~  ,  ^  .  etc.  und  (&),  (&'),  etc.  einverleibt,  die 

nach  den  im  Vorhergehenden  dafür  entwickelten  Regeln  berechnet  wor- 
den sind.  Die  Gruppen  von  Gyris  habe  ich  mit  laufenden  Nummern  ver- 
sehen. 


Nr. 

PI 

vi' 

1  f 

PI" 

1  * 

P 

P 

p*:  P 

1 

+  0"85 

-0"85 

9 

18 

4.5 

9 

+  0"875 

—  0.875 

3 

6 

4.5 

a 

+  0"35 

-0.35 

4 

2 

0.5 

4 

+  0"70 

-0.70 

3 

6 

4.5 

5 

+  0"90 

-0.90 

6 

42 

3.0 

6 

+  0.595 

-0.595 

7 

44 

3.5 

7 

+  4.035 

-4.085 

9 

48 

4.5 

8 

-7.095 

+  7.095 

5 

10 

2  5 

9 

-«.435 

+  4.435 

4 

2 

0.5 

40 

-4.60 

+  4.60 

2 

4 

1.0 

11 

+  19.235 

+1.839 

-44  567 

48 

89 

4.333 

11 

-8  983 

+  8.516 

-4.533 

5 

15 

1.667 

48 

+  0.667 

-4.883 

+  0.746 

4 

3 

0.833 

1« 

-0.833 

-4.783 

+  9  566 

2 

6 

0  667 

45 

-8.84 

+  3  91 

—  1.87 

4 

3 

0.838 

46 

+  0.866 

+  0.967 

-1.438 

1 

6 

0.667 

17 

+  4.067 

+  0.446 

-4.483 

4 

3 

0.333 

18 

-4.945 

+  5.955 

+  9.935 

—  8.945 

2 

8 

0.3 

19 

-4.768 

+  0.488 

-0.613 

+  9.488 

i 

4 

0.25 

iO 

+  2  70 

-4.30 

-1  40 

+  2.70 

8 

0.5 

91 

+  9.545 

—  4  055 

-9.785 

+  4.245 

8 

0.5 

-9"290 

+  I3"593 

-4"324 

+  6"748 

+  4  5"983 

-12  "70  4 

4  95 

0. 

etc. 

(7 

46 

93 

96 

51 

54 

+  6"742  -4"3« 
86  23 
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Die  Berechnung  der  (pp),  (pp),  elc.  gab  die  nachfolgenden  Werthe 
derselben, 

V  P 


V 

V' 

p"' 

9" 

p" 

II» 

P 

N 

P 

P 
P 

* 

P 

p 

P 
P 

6.5833 

4.5 

6.0 

0 
0 

10.1667 

0.75 

1.5 

2.0 

14.0833 

3.75 
2.6667 
5.3333 
7.75 
20.4167 

1 .4167 
1.3333 
5.5 

9.9167 
12.0833 
20.75 

Da  hier  {pp")  und  {pp")  Null  sind,  so  tritt  der  im  Art.  76  vorgese- 
hene Fall  ein ,  dass  die  Bestimmung  der  N,  N',  N"  bei  der  oben  ge- 
wählten Reihenfolge  der  Richtungen  unmöglich  wird,  aber  man  sieht 
sogleich ,  dass  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  wieder  herbei  geftlhrt 
wird ,  wenn  man  die  Aufeinanderfolge  der  Richtungen  (3)  und  (4)  um- 
wechselt. Man  braucht  deshalb  die  Tafelchen  nicht  umzuschreiben,  son- 
dern die  Andeutungen,  die  ich  oben  hinzugefügt  habe,  gnügen  vollstän- 
dig. Nur  muss  man  jetzt  die  neuen  Nummern  dieser  beiden  Richtungen 
bis  ans  Ende  der  ganzen  Rechnung  unverändert  beibehalten.  Diesem 
entsprechend  ergaben  sich  nun  die  numerischen  Werthe  der  N,  N\  etc. 
wie  folgt, 

N    sb  1.5  ,    A"  =  3.0 

N"  =  0.5  ,    Nw  =  0 

N"  =  2.5  ,    IT  =  0.9444 

und  die  der  CoefQcienten  (aa),  (AM)«  etc.,  wobei  jedoch  zu  bemerken 
ist .  dass  ich  bez.  1 ,  2,  3,  4,  a,  b  statt  a,  b,  c,  d,  e,  f  geschrieben  habe, 
und  damit  fortfahren  werde ,  da  mir  in  der  Anwendung  diese  Bezeich- 
nung zweckmassiger  scheint  wie  jene,  die  nur  bei  der  Herleitung  der 
Formeln  den  Vorzug  verdiente.  In  der  Folge  muss  man  daher  unter 

(1,1),  (1,/),  (2.2,1),  (2,3,1),  etc.  (2,/,1) 

(3,3,2),  (3,4,2),  etc.  (3,/,2) 

(4,4,3),  etc.  (4,1.3) 
etc. 

jene  CoefGcienten  verstehen. 
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i 

1 

4 

1  fl 

* 

1 

1 

12  6667 

o 

u 

o 

0 

0 

0 

  9"220 

2 

19.0 

0 

0 

4.8333 

1.5 

H- 13.523 

3 

22.1667 

—2.0 

—  6.5 

—9.4444 

+  6.742 

4 

12.8333 

—5.3333 

—  5.5 

-  4.324 

a 

37.8333 

—9.7222 

+15.983 

b 

31.1420 

—22.704 

l 

174.367 

Durch  die  Auflösung  der  Gleichungen,  die  von  diesen  Coefficien- 
len  gebildet  werden,  ergaben  sich  nach  und  nach  in  vollständiger  Auf- 
zählung 

r 

X 

+(9.86207) 

r  o  e  x 

0,  —(9.40550),    —(8.89734),  —(9.85233) 

n>  vi  >n  tu 

r  d  e  x 

+(8.95533),    +(9.46721),    +(9.62948),  —(9.48309) 

o  t  x 

+(9.67011)  ,    +(9.70073),  +(9.46777) 

X 

+,9.69573) ,  -(9.60243) 

x" 

+(0.01274) 

wo  die  in  Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  sind,  ferner 

(U) 
12.6667 

(2.2,1) 
19.0 


(3,3,2)  (3,4,2) 
22.1667,  —2.0, 
(M,3) 


CO 

-9.220 

(2,a,1) 

(2.M) 

(2./.1) 

+  4.8333, 

+1.5, 

+  13.523 

(3,a.2) 

(3,6,2) 

(3,1,2) 

—  6.5, 

—9.4444, 

+  6.746 

(M,3) 

(4.6,3) 

(4,/,3) 

,  —5.9198, 

—6.3528, 

—3.715 

(aa.4) 

(a6,4) 

(a/,4) 

31.9281, 

—  15.8451. 

+  12.782 

(66,5) 

(6/,5) 

15.9468, 

—16.422 

(11,6) 
132.861 

Ablu.idl   d.  K.  S.  Cmell«  h.  d,  \\   Mll. 
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und  ausserdem  noch 

^"  =  0,    ^  =  -(9.40550),    ^  =  —  (9.31217; 

f  =  -|-  (9.52562)  ,    /  =  -h  (9.80472; 

=  H-  (9.86583) 

Hieraus  erhielt  ich  die  Verbesserungen  der  Richtungen  und  die  Warthe 
derselben  nach  der  Ausgleichung  auf  der  Station  wie  folgt : 

w{\)  =  —  0'728  ,  y(1)  =    63°40'  9"272 

w(2)  =  -h  0.821  ,  y(2}  =    96  29  52.821 

tt?(3)  =  —  0.245  ,  y(3)  =  305  51  36.755 

w(4)          0.862  ,  y(4)  =  215  58  16.138 

w{a)  =  -  0.111  ,  y[a)  =  106    5  28.889 

w{b)  =  -  1.030  ,  ylb)  =  269  57  21.970 

womit  diese  Rechnung  geschlossen  ist. 


85. 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Ausgleichung  auf  der  Station  (1) 
ausführlich  gewesen  bin ,  so  kann  ich  die  übrigen  Stationen  kürzer  dar- 
stellen. Für  die  Beobachtungen  auf  der  Station  (2)  =  Warte  wurden  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt 

(1)  Richtung  nach  der  Station  (1) 

(2)  »         »     »       »  (3) 

(3)  »         »     »       »  (5) 

(4)  »        »     »       »  (4) 

Ueberzühlige  Punkte  sind  hier  nicht  vorhanden.  Die  beiden  Tafelchen, 
die  die  Vorbereitung  der  Beobachtungen  enthalten ,  sind  hier  die  fol- 
genden. 

Station  (2). 


r 

Vorl.  Wertbc 

Am 

ahl  d.  Beob.  u. 

die  Summen  dieser. 

 1 

• 

45 

Li. 

• 

I 

« 

l 

(*) 

27°55'  7" 

2"80 

4"20 

2"ö0 

3"70 

no 

3"20 

(2) 

45  1 6  35 

6.20 

4"00 

3.60 

2.95 

(3) 

64  53  36 

8.00 

21*50 

4.70 

7.60 

1.90 

7.20 

(*) 

342  17  12 

3.55 

0.00 

0.10 

3.60 

5.60 

S 
M 

9.00 

12.20 

6.05 

21.50 

8.50 

15.2 

7.60 

18.95 

4.50 

6.10 

3.0251 10.75 

2.833 

5.067 

2.533 

4.738 
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Nr. 

pl 

pi' 

Pr 

pr 

p 

p 

i 

 1   i  UO 

«    ■  »TT  An 

 .  

4 

Q 

o 

Z.U 

2 

  1  QOO 

—  1  .  «71/  V 

c 
o 

1  £ 

o.u 

3 

—0.525 

— 

+0"525 

15 

30 

7.5 

4 

-f-  l  u.  /  ou 

—  l  U.  /  oü 

1  Z 

Z* 

ß  n 
o.u 

5 

+0.867 

+  1.866 

—  2.733 

2 

6 

0.6667 

6 

—  1.067 

+  2.533 

—  1.466 

2 

6 

0.6667 

7 

—0.433 

-1-1.066 

—0.633 

1 

3 

0.3333 

8 

—1.538 

—  1.787 

+2.462 

+0  863 

2 

8 

0.5 

(£r),elc. 

—5*229 

— 0"088 

+  18"878 

—13*561 

97 

Q,  etc. 

30 

9 

25 

33 

Hieraus  ergeben  sich  erstens  die  folgenden  numerischen  Werthe  der 
(flP).  (PP')<  etc. 


P 

1»' 

p" 

p'" 

p 

t 

p 

ff 

P 

14.0 

2.8333 
3.5 

4.5 
1.5 
11.1667 

8.6667 
1.1667 
7.8333 
15.3333 

ferner 

N=  2.9115,  iV  =  0.9718,  iV"  =  1.5435,  iV"  =  2.9726 
und  die  (1,1),  (2,2,1),  etc. 


: 

3 

3 

4 

i 

1 

24.5 

0 

0 

0 

— 5"229 

2 

6.4444 

0 

1.7272 

-0.088 

3 

16.2156 

-3.2451 

+  18.878 

4 

26.5032 

—  13.561 

/ 

40.558 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  giebt  die  Hülfsgrössen 

(1,1)  =  24.5  ,       (2,2,1)  =  6.4444  ,     (3,3,2)  =  16.2156 
(4,4,3)  =  25.3936  ,     (//,4)  =  13.713  , 

log/f'  =  9.42690»,    log/'  =  9.30129 
die  weiter  unten  wieder  gebraucht  werden ,  nebst 

51* 
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[«32 


0(1)  = 
«<2)  = 
tr{3)  = 
«(4)  = 


0*213,  y(1) 

0.089  ,  y{2) 

1.087  .  y(3) 

0.384,  y(4) 

86. 


27°  55'  6"787 
45  16  35.089 
64  53  37.087 
342  17    1  1.616 


Die  auf  der  Station  (3)  =  Inselsberg  beobachteten  Richtungen  sind 
wie  folgt  bezeichnet  wordön, 

(1 )  .  .  Richtung  nach  der  Station  (5) 

(2)  ..        .        ,     ,       .  (1) 

(3)  .  .        »»        »     »       .  (4) 

und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe 

Station  3). 


r 

Vorl.  Wartha 

|l    Anzahl  d.  Beoh.  u. 

die  Summen  ders 

5 

9 

5 

m 

(2) 
(3) 

17  9°  4  3'  9" 
243  45  35 
268  36  50 

9"40 
1  70 

4"50 
2.90 

roo 

1.18 

2"10 
3.39 
5.19 

S 

1110 

7740 

~2.18 

10.68" 

M 

~5755Ö 

"3.700 

1.090 

3.560 

Nr. 

p< 

P 

;  m  

p 

1 

+3"850 

—3*850 

Ii 

28 

7.0 

2 

-1-0.800 

— 0"800 

M 

5 

10 

2.5 

3 

—0.090 

+0.090 

9 

18 

4.5 

4 

-1.460 

—0.170 

+  1.630 

5 

15 

1.6667 

(Ix),  etc. 

+3'190 

-4"  HO 

+0*920 

71 

0,  etc. 

24 

28 

19 

Hiemit  bekommt  man 


p 

p 

p 

} 

11.1667 

8.6667 
13.1667 

4.1667 
6.1667 
8.6667 
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iV  =  2.4199  ,    AT'  =  3.5818  ,    N"  =  1.7219 

(1,1)  =  18.6893 

(2.2.1)  =  27.6600 

(3.3.2)  =  13.2982  ,  (//)  =  3.340  ,  (//,3)  =  2.120 

u-(1)  =  +  0'  171  ,  y(\)  bb  179°  43'  9*171 
»(2)  =  —  0.149  ,  y{2)  =  243  45  34.851 
tr(3)  =  H-  0.069  ,    y(3)  =  268  36  50.069 

87. 

Die  auf  der  Station  (4)  =  Wachsenburg  beobachteten  Richtungen 
sind  wie  folgt  bezeichne!  worden. 

(1)  ..  Richtung  nach  der  Station  (3) 

(2)  ..       ■        »     »      »  (1) 

(3)  ..       »        »      .       .  (2) 

und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe, 


Station  (4). 


r 

Vorl.  Werthe        Anzahl  d.  Beob.  u.  d.  Summen  der». 

(2) 
M 

•    i   '  1 

5 

7 

88°37'44" 
128  58   0  | 
170  26  40 

S 

Bf 

5'85 
0.00 

2"50 
1.80 

0.00 
21.02 

T60 
1.90 
0.00 

5.85 

4.30 

21.02 

3.50 

2.925 

2.1  50 

10.510 

1.167 

Nr. 

p' 

pr 

P*  p 

1 

+2"925 

— 2"925 

9 

18 

4.5 

2 

4-0.35 

—03  5 

5 

10 

2.5 

— 10.51 

+  10.51 

7 

14 

3.5 

5 

+0.433 

H-0.733 

— 1.1 66 

1 

3 

0.3333 

(&). 

elc. 

+  3.708 

— 12"702 

+8  994 

45 

Q,  etc. 

15 

17 

13 
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p  p' 

p" 

f, 

r 

V 

7.3333 

4.8333 
8.3333 

2,8333 
3.8333 
6.3333 

N  =  1.8901  .  IT  =  2.5572  ,    N"  =  1.4991 

(1,1)  =  11.2393 

(2.2.1)  =  15.2061 

(3.3.2)  =  8.9139,  (//)  =  35.594.    (//,3)  =  14.686 

w{\)  =  -l-  0"330,  y(1)  =  88«37'44"330 
tr(2)  =  -  0.835,  y(2)  »  «28  57  59.165 
ir(3)  =  +  1.009,    y{3)  =  170  26  41.009 

88. 

Die  auf  der  Station  (5)  =  Hörselsberg  beobachteten  Richtungen 
sind  wie  folgt  bezeichnet  worden, 

(1 )  . .  Richtung  nach  der  Station  (2) 

(2)  ..  .     »       »  (f) 

(3)  . .       ■        »     ' »       »  (3) 

und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe, 


Station  (5). 


r 

Vorl.  Werthe  Anzahl 

1 

d.  Beob.  u.  d.  Summen  rlers. 

_      L  • 

5 

M, 

28*»  59' 37"|  8"°° 

2"50 

(2i 

276  32  47  j  0.00 

0  00 

359  40  37  — 

0.65 

31.15 

S  8.00 

3.15 

31.15 

M  4.00 

1 .  5  /  5 

1  5,57  5 

Nr. 

H 

PV 

p 

p 

1 

+4"00 

-4'00 

9 

18 

4JL< 

2 

+0.925 

-(»'925 

5 

10 

2.5 

3 

—  15.575 

+  15.575 

I  1 

22 

5.5 

(/./•).  etc. 

+4.925 

—19.575 

-4-14.650 

50 

■» 

Q,  etc. 

14 

20 

16 
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p 

p' 

p" 

P 

t 

p 

tt 

p 

•    -  -*  —  c- 

7.0 

4.5 
10.0 

2.5 
5.5 
8.0 

ff  mm  1.4302,    fT  mm  3.1464,    N"  =  1.7480 

(1,1)=  9.0155 

(2.2.1)  =  19.9000 

(3.3.2)  =  11.0556  ,  (tf)  «=  48.002  ,  (//,3)  =  6.652 

w{\)  ms  +  0"544  ,  y(\)  =  252°59'37"544 
*(«)  =  —  0.984  ,  y(2)  =  276  32  46.016 
w(3)  mm  -4-  1.325  ,    y(3)  —  359  40  38.325 

89. 

Stellen  wir  nun  die  oben  erhaltenen  Resultate  der  Ausgleichungen 
auf  den  Stationen  zusammen,  und  fügen  die  Hülfsgrössen  hinzu,  die  im 
zweiten  Theile  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  gebraucht  worden. 

Station  Seeberg  ar  (1 ) 
y(1),  =    63»  40'  9"272 
y(2),  =    96  29  52.821 

y(3),  am  308  51  36.755 

y(4),  mm  215  58  16.138 

y(a)l  =  106   5  28.889 

y(6),  =  269  57  21.970 

'(1,1),  mm  (1.10266),    (4,4,3),  =  (1.10219) 

(2.2.1)  ,  =  (1.27875)  ,    (a,a,4),  =  (1.50417) 

(3.3.2)  ,  =  (1.34570)  ,     (6,&,5),  =  (1.20268) 

/f'i=  o)  y"\  =+(8.95533) 

^i=-(9.40550),  /,  =+(9,52562).  1%- +(9.670 11) 

^,  =  -(9.31217),  /,  =+(9.80472),   d\=+(9. 86583) ,  *',  =+(9.69573) 

Station  Warte  =  (2) 
yf  l)2  =    27°  55'    6 "787 
y(2}2  =    45  16  35.089 
y(3)2  =    64  53  37.087 
t,(4)2  =  342  17  1  1.616 
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(U)2  =  (1.38917)  ,    (3,3,2)2  =  (1.20993) 
(2,2.1  j,  =  (0.80918)  ,    (4,4,3)2  =  (1.40472) 

fr"1  =  —  (9.42690)  ,    yi"  =  +  (9.30129) 

Station  Inselsberg  =  (3) 
y(1)3  =  179° 43'  9"I7I 
y(Z)z  =  243  45  34.851 
y(3)3  =  268  36  50.069 

(1,1)3  =  (1  27159) 

(2.2.1)  :,  =  (1.44185) 

(3.3.2)  3  =  (1.12378) 

Station  Wachsenburg  =  (4) 
i/(1  }4  =  88°37'44'330 
y(2),  =  128  57  59.165 
y(3)4  =  170  26  41.009 

(1,1  )4  =  (1.05073) 

(2.2.1)  ,  =  (1.18201) 

(3.3.2)  4  =  (0.95006) 
Station  Hörselsberg  =  (5) 
y(1)5  -  252°59'37"544 
y(2)5  =  276  32  46.016 
y(3)5  =  359  40  38.325 

(1,1  )5  =  (0.95641) 
(2,2,1  )6  =  (1.29889) 
(3,3,2),  =  (1.04356) 

Zur  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  wird  ausserdem  noch  die  Summe 
der  (ll,n)  gebraucht,  die  ich  hier  mit  W0  bezeichnen  will.  In  unscrm 
Beispiel  haben  wir  oben  erhallen, 

(//,6)4  =  132.861 

(//,4)2  ss  13.713 

(//,3)3  =  2.120 

(//,3)4  =  14.686 

(«,3)i  =  6.652 

W0  -  170.032 

Hiemit  ist  der  erste  Theil  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  vollständig 
beendigt. 
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90. 

Mit  dem  Vorhergehenden  ist  zwar  unser  Beispiel  in  Bezug  auf  den 
ersten  Theil  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  vollständig  ausgeführt,  da 
auch  die  Berechnung  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Summe  der 
der  Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  hinzugefügt  worden  ist.  Ehe 
ich  aber  zum  zweiten  Theil  der  Auflösung  übergehe  will  ich  noch  zeigen, 
wie  man  die  im  Art.  65  eingeführten,  und  mit  «,  «  ,  etc.  bezeichneten 
Grössen  berechnen  kann.  Im  Allgemeinen  braucht  man  die  YVerthe  die- 
ser nicht  zu  kennen,  allein  es  können  Falle  eintreten,  wo  man  sie  ken- 
nen zu  lernen  wünscht,  z.  B.  wenn  man  die  von  der  Ausgleichung  auf 
den  Stationen  herrührenden  Theile  der  Summen  der  Fehlerquadrate, 
nicht  nur  durch  das  im  Vorhergehenden  dafür  gegebene  Verfahren,  son- 
dern auch  direct  berechnen  will.  Zur  Bezeichnung  der  u  werde  ich  jetzt 
ti(m},  wählen,  wo  m  die  laufende  Summe  der  Gruppe  von  Gyris,  und  * 
wieder  die  Stationsnummer  bezeichnet.  Nehmen  wir  nun  wie  früher  an, 
dass 

p  =  p'  =  p"  =  etc. 

P,  =  Vi  =  P"  =  etc. 
etc. 

so  geben  die  Gleichungen  (65)  zur  Berechnung  der  u(m)t  den  folgenden 
allgemeinen  Ausdruck 

«w,  =  -  z«<r), 

wo  «'(»•),  wieder  die  Verbesserung  der  Richlungen  auf  den  Stationen  be- 
zeichnet, und  unter  dem  Summenzeichen  nur  die  in  der  betr.  Gruppe 
von  Gyris  vorhandenen  Richtungen  aufgenommen  werden  dürfen,  z.  B. 


«(1), 

0  "57 1 

«(9), 

0.021 

«(14), 

-  i(»(3)t  +  w(4),  h-  «>(«),) 

0.406 

«(21), 

—  ±(»(1)1  -i-  tc(2),      w{i)t  •+-  <o),) 

0.220 

u(1)2 

—   i(«>{i)2  +  »(2)j) 

0.062 

u(4)2 

-  *K3),  +  «>(4)2) 

0.352 

«(8), 

—  ir  W'Xß      w(2)2  ■+-  »(3),  H-  w(4)j) 

0.145 

«(1)3 

-  t(tv(\)3  +  wi2)3) 

0.011 

«(*). 

—  4-(w(1)a  -+-  M';2}3  ■+-  w(3)a) 

0.030 

u.  s.  w.  Wenn  die  oben  unter  den  Gewichten  p  angenommenen  Rela- 
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tionen  nicht  stattfinden,  so  erkennt  man  aus  den  Ausdrücken  (65)  leicht 
wie  verfahren  werden  rauss. 

91. 

Die  Abänderungen ,  die  der  zweite  Theil  der  Auflösung  der  allge- 
meinen Aufgabe  in  der  Anwendung  auf  die  Geodäsie  erfährt,  sind  von 
der  Beschaffenheit ,  dass  sie  am  Einfachsten  durch  ein  Beispiel  eingese- 
hen werden;  es  soll  daher  das  im  Vorhergehenden  angefangene  Bei- 
spiel sogleich  fortgesetzt,  und  die  anzuwendenden  Ausdrucke  sollen  an 
den  betreffenden  Stellen  erläutert  werden. 

Vor  Allem  sind  nun  die  Bedingungsgleichungen,  die  das  Dreiecks- 
netz liefert,  aufzusuchen  und  aufzustellen,  und  dazu  ist  eine  Figur  des- 
selben sehr  dienlich,  die  jedoch  auf  keine  sonderliche  Genauigkeit  in 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  Anspruch  zu  machen  braucht.  Es  ist  ausrei- 
chend, wenn  sie  alle  Dreiecke  ihrer  ohngefähren  Lage  nach,  so  wie  die 
Angaben  aller  beobachteten  Richtungen  oder  Winkel  enthält.  Für  unser 
Beispiel  ist  die  folgende  Figur  eine  solche. 

Wmrtir.  mftß 


Um  die  Zahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  zu  erhalten 
muss  man  das  Dreiecksnetz  als  ein  Polygon  von  eben  so  vielen  Seiten 
betrachten ,  als  Dreieckspunkte  vorhanden  sind ,  und  von  dem  Grund- 
satz ausgehen ,  dass  ein  Polygon  von  n  Seiten  völlig  bestimmt  ist,  wenn 
man  in  demselben  ausser  Einer  Seite  2(» — 2)  von  einander  unabhängige 
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Winkel  kennt.  Sei  nun  die  Anzahl  aller  beobachteten  Richtungen  m,  die 
vor  Allem  so  beschaffen  sein  müssen ,  dass  das  Dreiecksnelz  in  keinem 
seiner  Punkte  unbestimmt  wird,  und  darunter  q  theils  willkührliche  Rich- 
tungen ,  theils  solche ,  die  nicht  nach  Dreieckspunkten  hinzielen ,  dann 
wird  die  Anzahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen 

=  m  —  q  —  2(n  —  2) 

In  unserm  Beispiel  ist  m  =  19,  und  da  auf  jeder  Station  Eine 
Richtung  willkührlich  ist ,  und  ausserdem  die  zwei  Richtungen  (a)i  und 
(fe)i  vorkommen,  die  nach  keinem  Dreieckspunkle  hinzielen,  so  ist  q  =  7, 
ferner  ist  hier  n  =  5,  und  folglich  sind  6  von  einander  unabhängige 
Bedingungsgleichungen  vorhanden. 

Die  Bedingungsgleichungen,  die  ein  Dreiecksnetz  darbietet,  zer- 
fallen in  zwei  Gattungen,  erstens  in  die,  welche  die  Summen  der  Winkel 
der  Drei-  oder  Mehrecke  geben,  und  die  man  die  Winkelgleichun- 
gen nennt,  und  zweitens  in  die,  welche  die  Proportionalität  der  Sinusse 
der  Winkel  und  der  gegenüber  liegenden  Seilen  darbietet,  nachdem  dar- 
aus die  Seiten  eliminirt  worden  sind;  diese  nennt  man  die  S  e  iten  gl  ei- 
ch un  gen.  Man  hat  bei  der  Aufstellung  derselben  darauf  zu  sehen,  dass 
keine  in  den  übrigen  enthalten  sei,  und  dieses  ist  leicht  zu  erreichen,  wenn 
man  das  Dreiecksnetz  nach  und  nach  aus  einem  einzigen  seiner  Dreiecke 
zusammen  setzt.  Das  Dreieck,  welches  man  hiebei  als  Grundlage  wählt, 
kann  man  aus  allen  vorhandenen  beliebig  auswählen.  Dieses  Dreieck 
kann  höchstens  Eine  Winkelgleichung  geben.  Knüpft  man  nun  erst  einen 
vierten  Punkt  daran,  und  findet  in  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
dass  zur  Bestimmung  desselben  k  Winkel  nach  demselben,  und  /  Winkel 
von  demselben  beobachtet  worden  sind ,  so  bietet  er  k  -f- 1  —  2  Bedin- 
gungsgleichungen dar,  unter  welchen  sich  höchstens  /  Winkelgleichungen 
befinden,  während  die  übrigen  k —  2  Seitengleichungen  sind.  Es  kann 
sich  jedoch  auch  ereignen,  dass  die  Anzahl  der  Winkelgleichungen  klei- 
ner wie  /,  und  die  Zahl  der  Seitengleichungen  dem  entsprechend  grös- 
ser wie  k — 2  wird.  Die  Anknüpfung  eines  fünften,  sechsten,  u.  s.  w. 
Punktes  wird  eben  so  behandelt,  bis  das  ganze  Dreiecksnetz  erschöpft 
ist.  Die  oben  angegebene  Anzahl  aller  Bedingungsgleichungen,  die  man 
auch  auf  beliebige  Theile  des  Netzes  anwenden  kann,  gewährt  eine  Con- 
trole  dafür,  dass  man  nicht  zu  viele  oder  zu  wenige  Bedingungsgleichun- 
gen angesetzt  hat. 
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Wenden  wir  diese  Sätze  auf  die  obige  Figur  an ,  indem  wir  vom 
Dreiecke  (I),  (3),  (4)  ausgehen.  Da  in  diesem  alle  drei  Winkel  beobach- 
tet worden  sind ,  so  giebt  es  die  einzig  mögliche  Bedingungsgleichung 

(1).  -  (3),  -+-  (3),  -  (2):,  -h  (2)«  -  (I),  -  180°  0'  0"63i  =  0 

indem  0"G34  der  sphärische  Exccss  dieses  Dreiecks  ist.  Knüpfen  wir 
hieran  den  Dreieckspunkt  (5),  so  zeigt  die  Figur,  dass  mich  demselben 
2,  und  von  demselben  1  Winkel  beobachtet  worden  sind.  Dieser  Punkt 
gicbt  daher  nur  Eine  Winkelgleichung,  nemlich 

-  (•)■  +  (2)s  -  (1)3  +  (3),  -  (2)s  -  180°  0'  0"528  =  0 
Wird  hierauf  der  Dreieckspunkt  (2)  angeknüpft,  so  zeigt  die  Figur,  dass 
nach  demselben  3,  und  von  demselben  3  Winkel  beobachtet  worden 
sind.  Hierauf  giebt  die  Figur  ferner  zu  erkennen,  dass  statt  der  3  Win- 
kelgleichungen, und  der  einen  Seilengleichung,  die  vermöge  der  allge- 
meinen Regel  vorhanden  sein  sollten,  in  der  Thal  2  Winkel-  und  2  Sei- 
tengleichungen vorhanden  sind.  Diese  sind 

(4),  -  (2),  -|-  (3}2  -  ,l)2  +  (2),  -  (1),  -  180»  0'  0"510  =  0 
(3),  -  (4),  +  (1)2  -  (4)2  +  (3),  -  (2),  -  180   0  0.420  =  0 

log  .  sin  [(2),  -  (1)0  sin  [{2)2  -  (1)2]  sin  [(3),  -(!)»] 

-  log  .  sin  [(4),  -  (1 ),]  sin  [{3}2  -  (2)2]  sin  [(3),  -  («),]  =  0 

log  .  sin  [(I),  -  (3),]  sin  [(2)2  -  (l)2]  sin        -  (1)4] 

-  log  .  sin  [(4),  -(!),]  sin  [{2)2  -  (4;2]  sin  [(2)4  -  (1)«]  mm  0 

Diese  beiden  Seilengleichungen  entstehen  aus  den  Dreiecken  (1)(2)(3), 
(2)(3;(5),  (1){3)(5).  und  (1)(2)(3).  (2)(3)(4),  (l)(3)(4),  und  ich  habe  sie  so- 
gleich in  logarithmischer  Form  angesetzt,  weil  sie  in  dieser  am  Einfach- 
sten behandelt  werden  können.  Mit  den  vorstehenden  Gleichungen  ist 
die  Zahl  6  erfüllt,  die  vorher  bestimmt  wurde. 

92. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  muss  nun  zuerst  jede  Bedingungs- 
gleichung auf  die  Form 

0  mm  F+  2q(r),  .  d(r), 

gebracht  werden,  wenn  dir),  irgend  welche  Aenderungen  der  Richtun- 
gen, und  F  so  wie  q{r)t  bestimmte  numerische  Grössen  bezeichnen;  letz- 
tere sind  identisch  mit  den  im  Art.  31  u.  f.  q,  q,  etc.  r,  r',  etc.  etc.  be- 
nannten Coeflicienten,  und  die  F  sind  im  Art.  51  erklart.  Wir  bekoui- 
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inen  demzufolge  die  vorsiehende  Form  durch  die  Substitution  des  all- 
gemeinen Ausdrucks 

y{r\  +  *(r). 

für  die  Richtungen,  die  im  vor.  Art.  schlechtweg  mit  (r),  bezeichnet 
worden  sind,  und  dabei  nur  die  ersten  Potenzen  der  d{r)M  berücksich- 
tigen. Die  Substitution  der  im  Art.  89  zusammen  gestellten  Werthe  der 
y!r),  in  die  strengen  Ausdrücke  der  Bcdingungsgleichungen  des  vor. 
Art.  giebt  die  Werthe  der  F,  wobei  in  grösseren  Dreiecken  erforderlich 
werden  kann,  noch  folgende  Keductionen  anzubringen  :  die  Berücksich- 
tigung der  Unterschiede  zwischen  den  astronomischen  und  dem  geodä- 
tischen Azimuthen,  und  die  des  sphöroidischen  Ueberschusses  in  Bezug 
auf  die  Kugel  *).  Man  hat  früher  vorgeschrieben  in  den  Seitengleichun- 
gen von  jedem  Winkel  den  dritten  Theil  des  sphärischen  Ueberschusses 
abzuziehen,  allein  dieses  ist  überflüssig,  da  sie  sowohl  für  die  Kugel  wie 
für  die  Ebene  gelten. 

Die  Coefficienten  q(r)t  bekommt  man  durch  die  Differentiation  der 
Bedingungsgleichungen,  und  in  den  Winkelgleichungen  haben  sie  immer 
theils  die  Werthe  ■+-  1,  thoils  —  1.  Dieselben  Coefficienten  der  Seiten- 
gleichungen kann  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  berechnen.  Sie  sind 
einestheils  die  Differenz  des  betr.  log  sin  für  Eine  Secunde  des  Bogens, 
und  anderentheils  sind  sie  der  Cotangente  des  Winkels,  mit  einer  Con- 
stante  mulliplicirt  gleich.  Damit  in  den  F  die  siebente  Stelle  des  Briggi- 
schen Logarithmus,  und  in  6[r),  die  Secunde  zur  Einheit  werden,  müs- 
sen die  Cotangenten  der  Winkel  mit  der  Constante  multiplicirt  werden, 
deren  log  =  1.32335  ist. 

Es  ist  gänzlich  einerlei,  welches  dieser  beiden  Ver- 
fahren man  zur  Berechnung  dieser  Coefficienten  anwen- 
det, wenn  man  diese  nur  in  einer  hinreichenden  Anzahl 
von  Stellen  richtig  berechnet. 

Gleichwie  im  Vorhergehenden  die  Richtungen  und  die  Stationen 
mit  fortlaufenden  arabischen  Ziffern  bezeichnet  worden,  eben  so  sollen 
von  nun  an  die  Bedingungsgleichungen ,  in  der  Reihenfolge  in  der  man 
sie  aufgestellt  hat,  mit  forllaufenden  römischen  Ziffern  bezeichnet  wer- 
den, und  diese  Bezeichnung  sowohl  wie  jene  soll,  in  allen  Hulfsgrösseu, 
die  noch  in  Betracht  kommen,  statt  der  bei  der  Entwickelung  des  Ver- 
fahrens eingeführten,  angewandt  werden. 

*)  S.  Geodätische  Untersuchungen. 
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Es  sind  daher  zunächst  die  Resultate  der  Substitution  der  Werthe 
der  y{r),  in  die  obigen  Bedingungsgleichungen  mit  F(I),  F(JJ),  bis  F{VI) 
zu  bezeichnen ,  und  demselben  Grundsatze  folgend,  wird  den  Differen- 
tialquotienten ,  die  oben  allgemein  mit  q{r),  benannt  worden,  für  die 
erste  Bedingungsgleichung  die  Bezeichnung  q(r,I)„  für  die  zweite  q[rtII), 
u.  s.  w.  gegeben  werden.  Die  Substitution  der  y(r),  gab 

F(/)    =  -|-  1*936  F{IV)  =  —  2*788 

F{II)  =  +1.010  F(V)   =  —99.3 

F{I1I)  =  ■+-  1.579  F{VI)  =  -  53.5 

und  die  beschriebene  Differentiation  gab  zuerst  die  Ausdrücke 

(J(1)1-d(3)l-|.(J(3),— <Jr(2)3H-(J(2)4-(y(1)4  für  / 
d(2)!— d(1)1H-d(2):,-(J(1)3+rf(3)5-(r(2)5  für  // 
*(4),_ d(2),+<J(3)2-(J(1)2+(*(2)s— <*(1)5  für  /// 
d^-dity+dWi-dity+dWi-dWi  für  IV 
H-32.634<J[(2)l-(1),]+67.360()[(2)2-(1)2]-  6.3 1 0t)[(3)5— (1  )5] 
H-40.106(J[(4)l-(1)l]-59.073(J[(3)2-(2)2]-  2.536<>[(3)5-(2)i]  für  V 
-  9.733d[(1)l-(3),]+67.360cJ[(2)2-(1)2]+  3.028* [(3)4-(1)4] 
H-40.106(J[(4)l-(1)l]-10.733tJ[(2)2-(4)2]-24.794d[(2)4-(4)4]  für  VI 

Zuerst  ist  hiebet  zu  bemerken,  dass  die  Coefficienten  der  Seilengleichun- 
gen im  Allgemeinen  viel  grösser  sind  wie  die  der  Winkelgleichungen, 
und  dieses  wird  immer  der  Fall  sein.  Obgleich  dieser  Umstand  für  die 
Erlangung  des  Endresultats  durchaus  von  keiner  Bedeutung  ist,  so  trägt 
er  doch  dazu  bei ,  um  die  Rechnungen  etwas  unbequem  zu  machen. 
Nun  ist  aber  leicht  durch  das  Vorhergehende  sich  davon  zu  überzeugen, 
dass  man  jede  Bedingungsgleichung  vor  ihrer  Anwendung  mit  einem 
beliebigen  Factor  mullipliciren  darf,  und  diese  Eigenschaft  kann  man 
dazu  benutzen,  um  die  Coefficienten  der  Seitengleichungen  denen  der 
Winkelgleichungen  beiläufig  gleich  zu  machen. 

Es  sollen  in  Folge  dieser  Bemerkung  die  vorstehenden  Ausdrücke 
für  die  beiden  hier  vorhandenen  Seitengleichungen  vor  Allem  mit  der 
Zahl  50  dividirt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  übergehen, 

+0.65268(J[(2),-(1),]+1.3472  <J[(2)2-(1)2]-0.1 2620c*  [(3)&-(1);| 
+0.8021  W[(4)1-(1)1]-4 .1 81 46J[(3)2-(2)2]-0.05072(r[(3)5-(2)5]  für  V 
-0.19466<^[(1)1-(3)1]+1.3472  dr[(2)2-(1)2]+0.06056(J[(3)4-(1)4] 
+0.80212d[(4)l-(1)l]-0.2l466rf[(2)2-(4)J]-0.49588<J[(2)4-(1)4]  fUr  VI 
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In  Folge  dessen  müssen  die  vorstehenden  Werlhe  von  F(V)  und  F(FJ) 
mit  derselben  Zahl  dividirt  werden,  und  die  weiter  unten  anzuwendenden 
Werthe  derselben  sind  also  nicht  die  vorstehenden,  sondern  die  folgenden 

F(V)  =  —1.986  F(T7)  =  —1.070 

93. 

Für  die  Berechnung  eines  so  kleinen  Dreiecksnetzes  wie  das  un- 
sere Beispiels  könnte  man  sich  immerhin  begnügen  die  im  vor.  Art.  er- 
haltenen Ausdrücke  der  Coefficienten  der  Bedingungsgleichungen  blos 
zu  ordnen,  allein  bei  grossen  Netzen  wird  man  auf  diese  Art  leicht  die 
Uebersicht  verHeren  können.  Es  ist  daher  stets  angemessen  diese  Coef- 
ficienten ,  und  nicht  minder  die  folgenden  Hulfsgrössen  tabularisch  zu- 
sammen zu  stellen,  wodurch  man  bewirkt,  dass  die  klare  Uebersicht  Uber 
das  Ganze  nie  verloren  gehen  kann.  Fuhren  wir  nun  die  im  vor.  Art.  an- 
gekündigte neue  Bezeichnung  dieser  Coefficienten  ein ,  und  setzen  auch 
die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  an,  so  bekommen  wir  die  folgende  Tafel 
der  Coefficienten  der  obigen  Bedingungsgleichungen. 


r 

i 

log  9  >•,//), 

logqlrjll). 

log  Qlr.VI,, 

1 

1 

0. 

O.n 

0.16280n 

9.99860» 

2 

0. 

O.n 

9.81470 

3 

O.n 

0. 

9  28920 

4 

0. 

O.n 

9.90424 

9.90424 

1 

2 

0.» 

0. 

0.12943n 

0.12943» 

2 

0.40289 

0.05406 

3 

0. 

0.07242» 

4 

O.n 

9.33174 

1 

3 

O.n 

2 

O.n 

0. 

3 

0. 

1 

4 

O.n 

9.63885 

2 

0. 

O.n 

9.69538» 

3 

0. 

8.782£0 

1 

5 

O.n 

9.10106 

2 

O.n 

0. 

8.70523 

3 

0. 

924778» 
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94. 

Gleichwie  die  bisher  berechneten  Grössen,  so  können  auch  alle 
folgenden  stalionsweise  aufgestellt  und  berechnet  werden,  und  die  Be- 
zeichnungen sollen  den  vorher  eingeführten  analog  eingerichtet  werden. 
Wir  haben  eben 

7(1,/),  ,  7(2,/),  ,  7(3,/),  ,  etc.  statt  7,  7',  7",  etc. 
7(1.//),  ,  7(2,//),  ,  7(3,//).  ,  etc.  statt  r,  r\  r",  etc. 
etc.  etc. 
des  Art.  31  geschrieben,  und  demgemöss  werden  wir  auch 

y(*J)t  ,  v(2,/).  ,  ^  3  /i,  ,  etc.  statt  ?j,  tf,  ft  etc. 
^(1,//),  ,  >,(2,//), ,  5(3,//),  .  etc.  statt  x,      x",  elc. 
etc.  etc. 
des  Art.  40,  so  wie 

f(\J),  ,  f{%I),  ,  f[3,I),  ,  etc.  statt  («*),  (ft),  fjpj),  etc. 
f(\M)s  ,  /,;2,//),  ,  f(3,II)t  ,  etc.  statt  («x),  [ßx),  (yx) ,  etc. 
etc.  etc. 
des  Art.  40  schreiben. 

Es  sollen  nun  die  Ausdrücke  ftlr  unser  Beispiel  diesem  entsprechend 
aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  ausgeschrieben  werden ,  wobei  jedoch  1 
sogleich  bemerkt  wird,  dass  dieses  nicht  unumgänglich  nothwendig  ist. 
Weiter  unten  bei  der  Zusammenstellung  aller  anzuwendenden  Formeln 
werden  diese  so  aufgestellt  werden,  dass  man  sie  auf  die  grösstroögliehe 
Triangulation  anwenden  kann,  ohne  speciclle  Auszüge  daraus  zu  machen. 

Mit  Rücksichtnahme  auf  die  Grössen ,  von  welchen  bei  der  Erklä- 
rung der  Ausgleichung  auf  den  Slationen  gezeigt  wurde,  dass  sie  in  un- 
serm  Verfahren  immer  Null  werden,  findet  man  aus  den  allgemeinen  Aus- 
drücken leicht  die  folgenden,  die  sich  speciell  auf  unser  Beispiel  beziehen. 

Station  (1) 

,{U).  -  7(U), 

tj{%I)i  =  72,/), 

#./),  =  7(3,/), 

r,(4./),  =  ß"\  .  7(2,/),  +  y'\  .  7(37),  +  7(4,/), 
^(a./;,  =  fx  .  7(2,/),  -+-  /,  .  7(3,/),  -h  d\  .  7(4,/), 
n(bJ)t  =  ß\  .  7(2,/)  -h  y\  .  7(3./),  +  «T|  .  7(4,/), 

indem  in  Bezug  auf  die  überzahligen  Richtungen  immer  7(0,/),,  7(6,/}ii 

etc.  Null  sind. 
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Station  (2) 

n{\J)2  =  <j(1,/)2 
jjf'2,/12  =  q{%I)i 

,(47),  =  ^1  •  9(*./)>  +  M  •  9(3./>.  +  9(U), 
Stationen  (3),  (4)  und  (5) 

»(*>/),  =  9^J)b 

,(3,/),  =  9(3./), 
wo  für  8  nach  und  nach  3,  4,  5  zu  schreiben  sind. 

Diese  Ausdrücke  sind  speciell  für  die  erste  Bedingungsgleichung 
hingeschrieben ,  um  sie  auf  die  übrigen  Bedingungsgleichungen  auszu- 
dehnen ist  weiter  nichts  nöthig  wie  in  denselben  statt  der  Zahl  /  sich 
nach  und  nach  die  Zahlen  //,  ///.  etc.  zu  denken.  Es  ist  kein  q  als  Null 
angenommen  worden,  da  aber  die  vorstellende  Tafel  zeigt,  dass  viele 
derselben  Null  sind,  so  fallen  die  betreffenden  Glieder  der  vorstehenden 
Ausdrucke  von  selbst  weg.  Die  Anwendung  derselben  gab  die  folgenden 
Werthe. 


r 

log  r)\rtl)t 

log  nir.ll), 

log  n{r,lll). 

log  rj  r.lV], 

log^r,»/). 

1 

2 
3 
4 
a 

b 

1 

0. 

0.  » 
8.95533n 
9.52502» 
9.80472» 

0.  » 

0. 

9.40550» 
9.31217« 

0.  » 
0. 

9.85868 
9.97287 

~-_ —  

0. 

9.95893» 
9.12192» 
8.98394» 

0.16280» 
9.81470 

9.90424 
9.32064 
9.65802 

9.99860« 

9.28926 
9.91364 
9.64402 
9.85315 

1 

2 
3 
4 

2 

0.  n 
0. 

9.30129 

0. 

0.  » 

0.12943» 
0.40289 
0.07242» 
9.96009» 

0.12943» 
0.05406 

8.94453« 

1 

3 

0.  n 

2 
3 

0.  » 
0. 

0. 

1 

2 
3 

4 

0.  n 
0. 

0.  » 
0. 

9.63885 

9.69538» 

8.78220 

1 

2 
3 

5 

0.  N 

0. 

0.  « 

0. 

9.10106 
8.70523 
9.24778« 

— 
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Aus  dem  Art.  40  erhalten  wir  ferner  für  unser  Beispiel  die  folgen- 
den Ausdrücke, 

Station  (♦) 

flj),  =  <?(U). 


f{ZJ)t  =  Q{tJ)t  H-/?,'".(>(4,/),^,".C>«./j,-|.^'./?^/), 

/[3,7),  =  Q  (3,1         .0(47  ,  +/,".(>:o,/)1+y1'.0  6./)« 

XU>  =  0;4./)1H-(y1".(>(a./)1-l-fV.O(6./), 

flaj),  =  O(a,/).W.0(6,/)i 

/IM),  =  0(&/;» 

/  Station  (2) 

f*Jh  =  «U)a 

fXI),=  Q  U)7  +  #".0(4,/), 

$,/),  =  0(37)2  ■+-  y-r.  0(4,/), 

«4,/),  =  0(4,/), 


Stationen  (3),  (4),  (5) 

KU),  = 

ftU),  =  0(2,/), 
ÄM)f  =  0(37), 

in  welchen  zur  Abkürzung  allgemein 

0(1./).  =  f     .    0(2./).  =  .    (KW),  =  $g)> .  etc. 

gesetzt  worden  ist.  Die  oben  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Bedin- 
gungsgleichungen aufgestellten  Bemerkungen  haben  hier  auch  volle  Gel- 
tung. Für  unser  Beispiel  sind  die  Resultate  der  vorstehenden  Ausdrücke 
in  den  folgenden  Tafeln  zusammen  gestellt.  Die  Divisoren  (1,1),,  (2,2. 1),, 
(3,3,2), ,  etc.  findet  man  im  Art.  89. 
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r 

• 
• 

los  Ofr  I) 

los?  o fr  //i 

loa  O'r  IN) 

,UB  Vi'«"'  Ii 

Im  Äff  /K) 

lo<-  O  r  Kl 

loa  O'r  17 1 

1 

1 

8.89734 

8.89734» 



9.06014» 

8.89594« 

2 

— 

8.72125 

8.72125» 

— 

8.53595 

— 

3 

8.65430» 

— 

8.65430 

— 

7.94356 

4 

7.85314» 

— 

8.89781 

8.85674« 

8.80205 

8.81145 

a 

8.02145» 

7.90133» 

8.35451 

7.61775» 

7.81647 

8.13985 

b 

8.60204» 

« x      1  AA  f  A 

8.10949» 

8.77019 

7.781 20« 

/->       ff    tl  M  A  ( 

8.45534 

8.65047 

1 

2 



8.61083« 

8.61083 

8.74026« 

8.74026« 

2 

— 

9.59371 

9.24488 

3 

8.79007 

8.86249« 

4 

7.896oi 

8.59o28« 

m  m  M  A  «r 

8.55537» 

7.a3981» 

I 

3 

8.72841» 

1 

— 

— 

— 

2 

8.55815» 

8.55815 

3 

8.87622 

1 

4 

8.94927»  — 

8.58812 

2 

8.81799 

8.81799» 

8.51337» 

3 

9.04994» 

7.83214 

1 

T 

9.04351» 

i  8.14465 

2 

8.70111» 

8.701 1 1 

7.40634 

3 

8.95G44 

8.20422« 

■  1 

1 

2 
3 
4 
a 
b 

1  2 
2 

3 

_4|_ 
1  3 
2 
3 

\ 

2 
3 

1 

2 
3 


logfM),  j  k*flr,//l. 

log  Ar.///). 

log  flr.IV), 

logflr.F), 

log  fir,  VI), 

8.89734 

8.03664 

8.87386« 

8.61715» 

8.48224« 

8.60204« 

8.89734« 

8.75814 

8.03663« 

8.11976« 

8.15695« 

8.10949« 

8.84805» 
8.71846 
9.12342 
8.71  481 
8.77019 

7.36078 

8.52349 

8.89364» 

7.85408» 

7.78126» 

9.06014» 

8.42862 

8.41694 

8.94156 

8.31624 

8.45534 

8.89594» 

8.10332» 

8.67923 

9.01732 

8.55619 

8,65047 

8.61083« 
7.32347» 
8.80101 
7.89657 

8.61083 
8.0221  8 
7.89657» 
8.59528« 

8.74026» 
9.60421 
8.90335« 
8.55537» 

8774026« 
9.24717 
6.841 10» 
7.53981» 

8.55815» 
8.87622 

8.72841» 
8.55815 

8.94927» 
8.81799 

8.81799» 
9.04994 

8.58842 

8.51337» 

7.83214 

8.7011 1» 
8.95644 

9704359» 
8.70111 

8.14465 
7.40634 
8.20422« 
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95. 

Es  sind  nun  die  Endgleichungen  zu  bilden  und  aufzulösen,  deren 
allgemeine  Ausdrücke  man  in  den  Artt.  36  und  46  rindet.  Die  Coefli- 
cienten  dieser  die  a.  a.  0.  mit  (^),  (>yx),  etc.  bezeichnet  wurden,  sollen 
von  nun  an,  den  übrigen  Bezeichnungen  analog,  mit  (ij),  (/,//),  etc., 
und  die  Unbekannten  derselben,  die  oben  «  ,  ßt%  etc.  genannt  wurden, 
mit  7),  (//),  etc.  bezeichnet  werden.  Die  eben  angezogenen  Ausdrücke 
bieten  zwei  verschiedene  Arten  dar,  um  die  Coefficienten  der  Endglei- 
chungen  zu  berechnen ,  die,  wenn  sie  beide  angewandt  werden,  nicht 
nur  diese  CoefGcienten  selbst,  sondern  auch  die  vorhergehenden  Rech- 
nungen, mit  Ausnahme  der  q,  vollständig  controliren.  Jede  dieser  bei- 
den Arten  zerfällt  überdiess  in  zwei  Nebenarten.  Durch  die  Ausdrücke 
des  Art.  bekommt  man 

(/,/)     =  2WJ)t  .tfj),  +02,/),  .*(*,/),  +0(3,/),  .?(3JT),  +  ...| 

(/,//)    =  *WM)a.tfJ),  +Q(%n)$  .tj(%I)M  +0(3.//).  .#,/),  +..| 

(Uli)   =  2{Q(i,W)9.n(*,I)t  +Q(2,l/J)t.irf*,/),  +0(3,W/),.ij(3,/),   +  ...j 

etc.  etc. 

(//,//)   =  2\Q(\M)s.n(\M)$  +Ö{2,//),  .v2.//),+0(3,//),  .#,//),+...{ 

(Hill)  =  Z\Q(\Ml)s>j(\M)s  +0(«,lf/),^(t//), +0(3,///),.J?(3,//)l  +  ...| 
etc.  etc. 

(///.///)  =  y\QJMI)s.rl(\III)s+Qi2MI)s.^^ 

etc.  etc. 
etc.  etc. 

Die  erwähnte  Nebenart  ergiebt  sich  daraus ,  dass  man  in  diesen  Aus- 
drücken die  0  «nd  rt  mit  einander  verwechseln  darf. 

Die  zweite  Berechnungsart,  die  sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art. 
35  ergiebt,  führt  auf  die  folgenden, 
(/,/)      =  Z\f(iJ),   .q(\J),  +fl*,/),    .#./),  +f3J)s  +-•} 
(IM)    =  2{f{*'I),  ■<!*>"),  +/(3,/),  .#,//),+...! 

[IM)    =   *\f(U)s  .q(\Ml  s+f(*J),    .<li*MI)s+fm    .7(3,///),+  .  .! 
etc.  etc. 

(HM)   =  *lf(iM),  .q<M),+f?M)s  .qi2M),+f(3M)x  .9(3.I0.+...| 
(//.///}  =  ^j/T1,//)s    7(l.///)5+/(2,//  ,  .#,///jj+A3,//),  .7(3,/// ),+  ...} 
etc.  etc. 

(///,///)  =    v  |/(1 .///),  7{1  ,W),+f{%ni)t  q  Z  lII)s+f(ZMI),  7(3./^),+  •  • .  | 
etc.  etc. 
etc.  etc. 
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Auch  hier  dürfen  die  f  und  q  mit  einander  verwechselt  werden.  Wie 
man  sieht  werden  diese  Coefficienten  auch  stationsweise  berechnet,  nur 
werden  die  Resultate  die  jede  Station  für  jeden  Coefficienten  giebt, 
schliesslich  zu  einander  addirt,  wie  das  Summenzeichen  2  anzeigt.  Die 
Endgleichungcn  selbst  nehmen  nun  die  folgende  Form  an. 

(/,/)(/)    -i-  (/.//)(//)    +  [IUI;  III)    +  ....=  F(I) 
(/,//)(/;  +  IUI  (II)   +  (HUI)  III)  -4-  ....  =  F(II) 

{Uii){i)  +  iuii)  ii)  +  imjiiyiii)  +  . . . .  =  F{iii) 

etc.  etc. 

bis  alle  Bedingun^sgleichungen  erschöpft  sind.  Für  unser  Beispiel  er- 
gaben sich  die  folgenden  Werthe  dieser  Coefficienten, 


i 

[•,///) 

|I,IF] 

(i.F) 

P.F/] 

T 

0.41983 

-0.1 0422 

-0.05229 

—0.09915 

—0.1  1097 

—0.19782 

ii 

0.3G66I 

—  0.12072 

+0.00229 

+0.12313 

+0.06601 

in 

0.40820 

-0.12927 

-1-0.0241  1 

+0.17105 

IV 

0.16981 

—0.08036 

—0.06841 

V 

1.44452 

+0.71 132 

VI 

0.478084 

Die  Auflösung  der  Endgleichungen  geschieht  durch  die  Ausdrücke, 
die  in  den  Artt.  46  und  49  aufgestellt  worden  sind,  nur  ist  in  Bezug  auf 
die  Bezeichnung  zu  bemerken,  dass  man 

(//.//.I)  ,  (//,///,!),  etc.  7//,///.2),  etc.  etc.  statt 

(xx,1) ,     (*M) ,  etc.  (AA.2) ,  etc.  etc. 

ferner 

F(//,1),  F(///,2),  etc.  statt  G\  H",  etc. 

so  wie 

(2),  ,    (3),  ,    (4),  ,  etc.  (3)2  ,    (4),  ,  etc.  etc.  statt 

a'  ,      V  ,      c'  ,    etc.  b"  ,      c"  .  etc.  etc. 

schreiben  muss,  da  man  diese  Bezeichnung  unbeschränkt  fortsetzen 
kann,  wllhrend  die  Anwendung  von  Buchstaben  durch  die  Ausdehnung 
des  Alphabets  beschrankt  ist. 

Für  unser  Beispiel  ergaben  sich  die  folgenden  Werthe,  die  auch 
weiter  unten  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  Anwendung  finden. 
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(2),  = +(9.39488),  (3),  =+(9.09335),  (4)t=+(9.37322) ,  (5),= +(9.52606) 
(3)2= +(9.59371),  (4)2=+(8.8l627),  (5)t— (9. 41270) 
(4),«+(9.56522),  (5)3= -(9.0021 9) 

(5)«=+(9.50551) 

(6),  =  +(9.67320) 
(6)2  =  —(8.69547) 
(6)3  =  —(9.57284) 

(6)4  =  +(9.29988) 

(6);,  =  —(9.65565),  fi«  =  42.604 

(/,/)  =  (9.62307),  (/V/V3)  =  (9.46190) 
(//,//,  1)  =(9.53242),  (F,V,4)  =(0.12728) 
{IIIJII.2)  =  (9.61197)  ,       (FJ,F/,5)  =  (8.61013) 

und  die  Unbekannten 

(7)    =  +(0.41932) 

(//)  =  +(0.81322) 

(///)  =  +(0.81482) 

{IV)  =  —(0.75236) 

(V)   =  +(0.23697) 

{VI)  =  —(0.88997) 

Da  die  vollständige  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Fehlerquadrate 

W=  Wo  +  Rq 

zum  Ausdruck  hat ,  wenn  hier  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

W  =  212,636 
indem  der  Werth  von  W0  schon  im  Art.  89  gegeben  ist. 


96. 

Nennen  wir  nun  den  wahrscheinlichsten  Werth  einer  Richtung 
x{r), ,  und  setzen  dem  Vorhergehenden  analog 

*M«  =  *Mf  -  *M, 

so  erhalt  man  die  Werlhe  der  2(r),  durch  den  folgenden  allgemeinen 
Ausdruck 

*(<•).  =  frJ),  ■  W+FrJI), .  (II)  +  fir./H), .  (///)  +  . . . . 


Digitized  by  Google 


von  der  .Methode  der  kleinsten  Qiadbate  etc. 


721 


die  den  letzten  des  Art.  49  entspricht.  Die  Substitution  der  fUr  unser 
Beispiel  im  Vorhergehenden  erhaltenen  numerischen  Werthe  giebt 
2(1),  bb  -f-0a107  ,    z(1)2  =  —  0"165  ,    z(1)3  =  — 0'348 
z(2),  =  +0.073,    z(2)2  =  —0.751  ,    z(2)3  =  +0.140 
2(3),  =  —0.440,    j<3)2  =  +0.325,    z(3)3  =  +0.198 
2(4),  =  +0.459  ,    2(4)2  =  +0.239 
2(0),  =  —0.038 
2(6),  =  —0.068 

z(1)4  —  —0*534  ,  z(4;5  =  — 0"698 
2(2),  =  +0.798  ,  2(2)5  =  +0.006 
2(3)4  =  —0.687  ,    2(3)5  =  +0.561 

und  durch  Zuziehung  der  im  Art.  89  gegebenen  Werthe  der  y(r)s , 

*(1),  =    63«  40*   9"163.  x[V)2  =    27°  55'  6"952 

#(2-,  =    96  29  52.748,  x(2)2  =    45  16  35.840 

x(3),  =  308  51  37.195,  x(3)2  =    64  53  36.762 

*(4),  =  215  58  15.679  ,  x(4)2  =  342  17  11.377 
x(a)t  =106    5  28.927 
*(&),  =  219  57  22.038 

.r(1):l  =  179°  43'   9"519,  *(1)4  =  88»37'44'864 

x(2)3  =  243  45  34.711  ,  *(2)4  =  128  57  58.367 

=  268  36  49.871  ,  ff(3),  =  170  26  41.696 

*(1)5  =  252°  59'  38"242 

t{2)s  =  276  32  46.010 

*(3)5  =  359  40  37.764 

97. 

Die  Ermittelung  der  Gewichte  einer  Anzahl  der  Winkel  und  Seilen 
eines  Dreiecksnetzes  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  sich  durch  die  nu- 
merische Grösse  dieser  mit  Sicherheit  auf  zweckmassige  Anlage  des 
Netzes  schliessen  Iasst.  Es  soll  daher  die  Anwendung  der.  auf  die  im 
Vorhergehenden  allgemein  mit  Sl  bezeichneten  Function ,  bezüglichen 
Ausdrücke  durch  eine  Anzahl  von  Beispielen  erläutert  werden. 

Zuerst  soll  der  Winkel  (3)(1)(5)  der  Figur  des  Art.  91  nebst  dem 
Gewicht  dieser  Bestimmung  berechnet  werden.  Da 

(3)(1)(5)  =  *(2),  -  ,f), 
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ist,  und  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  irgend  einer  Function  be- 
kommt ,  wenn  man  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Elemente ,  aus 
welchen  sie  besteht,  darin  subslituirt .  so  bekommt  man  in  diesem  Falle 
sogleich  den  wahrscheinlichsten  Werth  dieses  Winkels 

(3)(1)(5)  =  32°  49'  43"583 

Zur  Berechnung  des  Gewichts  dieser  Bestimmung  wird  mit  Weglassung 
des  constanten  Gliedes,  worauf  es  hier  nicht  ankommt,  die  allgemeine 
Function 

wenn  das  den  Grössen  vorgesetzte  #  beliebige  Aenderungen  derselben 
bezeichnet.  Wenn  nun  die  im  Art.  31  u.  f.  mit  k,  k\  etc.  bezeichneten 
Coefßcienten  des  Ausdrucks  von  Jl  mit  den  Richtungs-  und  den  Sta- 
tionsnummern, statt  der  Striche  versehen  werden,  so  ergeben  sich 

*(|),  =  -1  ,    fc(2),  =  +  1 

und  alle  übrigen  k  sind  Null.  Zufolge  der  Gleichungen  (46)  werden 
ferner,  wenn  man  die  M  auf  ahnliche  Art  bezeichnet, 

(AU),  =         =  -1 

(3/,  2)t  =  4(2),  =  H-1 

(Jf,3),  =  0 

(Af,4),  =  0 

(Jf,a)i  =  ß"tk{%)  =  -(9.40550) 

(Jf,&),  =  fi\k{2)  =  -(9.31217) 

Setzt  man  hierauf  zur  Abkürzung 

W*h  =      ,  o;«,2),  =      ,  etc. 

so  giebt  die  Gleichung  (47),  wenn  wir  sie  für  unser  Beispiel  vollständig 
ausschreiben, 

R  =  .  (Mf\)x  +  Q(M£)t  .  [M^ 

+  0(M.a),  .  (Jf,«)i  +  <?(*,*),  .  (M,b)t 
Durch  Hülfe  der  vorstehenden  Werthe  und  der  aus  dem  Art.  89  zu  ent- 
nehmenden Werthe  der  Divisoren  (M)i,  (2,2,  l)i,  etc.  fand  sich 

R  =  0.13625 

Die  Ausdrücke  (48)  werden  nun  für  unser  Beispiel,  wenn  wir  wie- 
der die  Bezeichnungen  den  im  Vorhergehenden  eingeführten  analog 
einrichten ,  und  wieder  die  Glieder  weglassen .  die  im  gegenwartigen 
Falle  Null  sind, 
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• 

{IM)    -0(IM),-9 (»,/),    +  OfJf.«),  •  *(a,/),    +  <?(*,*),  •  #A 
(//.Jf)  =  CKK4X-  *(UJ),  +  <?(M,2), .  >?(2,//)t  +  O^.fl)».  ij>,//), 

+  0(11,6),  •  #.//)» 

(J//,Jf)  =  0:3/  2  ,.  ^(2 ,m\  +  OfJf.a),  .  ^(fl,///),  -l-  0(11.6), .  #4»), 

=  Q'M,a)x.  V(a,/V),  +  0(Jf,6)t  .  #,/V), 
(?,*)  -  Ö(Jf,1)1.i70,F)1  +  0(**)t.  fflTJi  +  «Jf.* .  9{a.y), 

+  QiM.b), .  Tj(b,V)x 
(VI,M)  =  0(JM),.  r/,l,V/),  +  Q(Jf,«), .  iy(«,F/),  +  0(11,6), . 

Die  Ausdrücke  (49)  werden  in  die  hier  eingeführte  Bezeichnung  über- 
setzt, 

(//.M,1)   =  (ILM)     +  (/,Jf)(2), 
(///. Jf ,  1 )  -  [IHM)   +  \lMp)t 
ilVMA)  =  (/O/)    +  (J,Jf)(4), 
etc.  etc. 

(///.Af.2)  =  (///.AM)  +  (//.A/,1)(3)2 
(/T4f,2)  =  (/F.JM)  +  (ÄJf,1)(4), 
etc.  etc. 


(/V.A/.3)  =  (#V.Jff2)  +  (///,Af,2}(4)3 
etc. 


etc. 


Der  Ausdruck  (50)  wird  hierauf 

~~     /,/)          //,//.«:  (/i/,«r,t) 

(/r,j#,8)»        (r,.w.4}»  4  (Fi.if.s}* 

{iv.iv,»)         ir,r,4,  "♦■  ;»7,k/,5) 

und  das  gesuchte  Gewicht 

/>  =  — *  - 

Die  Werthe  der  Coefhcienten  (2), ,  (3), ,  etc.  etc.,  so  wie  die  der  Divi- 
soren sind  aus  dem  Art.  95  zu  entnehmen.  Die  Rechnung  gab 


{IM) 

—0.06807 

{ILM) 

+0.13625  , 

(//.AM) 

+0.11935 

(IHM) 

—0.07048  . 

(///.Af,2) 

—0.03216 

(fF,Jf) 

+0.00230  , 

(/F,Jf,3) 

—0.01778 

(V.Jf) 

+0.14168  , 

(F,Jf,4) 

+0.08552 

[YUt) 

+0.06601  , 

(V/,Jf,5) 

—0.00222 
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S  -  0.06197 
und  aus  diesen  Werthen  von  R  und  S  folgt 

P  =  13.46 

welches  das  gesuchte  Gewicht  ist. 

98. 

Als  zweites  Beispiel  soll  der  Winkel  (6)(1)(a)  der  Figur  nebst  dessen 
Gewicht  berechnet  werden.  Der  wahrscheinlichste  Werth  desselben 
wird  sogleich  nach  Art.  96 

(6)(1)>)  =  163°  51'  53 "111 

und  für  das  Gewicht  wird  zunächst 

Jl  =  dx'b)  —  dx(a) 


folglich 


ka  =  -1  ,    k(b)  =  +1 

=  HA  =  -  1 

(Jf.fy  =  *;k(a)  +  k(b)  =  +(9.7022) 


/?  = 

0.04723 

(fJQ 

-0.00693 

JIM) 

+0.001485 

-0.000235 

{IHM) 

+0.00705 

,  (///,M,2) 

+0.006095 

(IV.M) 

+0.001105 

,  (/F,Jf,3) 

+0.001692 

(F4f) 

+  0.007817 

,  (VtAf.4) 

+0.005481 

+  0.008728 

,  (V/.lf,5) 

+0.001053 

S  = 

0.00026 

P  = 

21.29 

99. 

Als  drittes  Beispiel  soll  der  Werth  und  das  Gewicht  des  Winkels 
(5j(2  (3)  berechnet  werden.  Jenen  bekommt  man  sogleich 

(5)(2)(3)  =  <3  2  -  *  2  ,  =  19»  37'  0"922 

und  da  hier 

k(2)2  =  -1  .    *(3i2  =  +1 

sind,  so  werden 
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(J/,2),  =  *(2)2  =  -  1 

(Af,3)2  =  *(3)2  =  +  1 
(Af,4}2  =  /T2.Jfc(2)2  +  y'VA(3)2  =  -i-(9.6697) 

=  0.2255 

{I,M)     =  0 

{UM)   =      0  (fJ,JM)  =  0 

(///Äf)  =  +0.06536  ,  (ULM,*)  =  +0.06536 

(IV,M)  =  —0.01841  .  (/F,tf,3)  =  +0.00561 

[WJt]   =  -0.4821    ,  (V,jtf,4)    =  -0.4869 

(F/Jf)  =  -0,1774   ,  (F/.Jf,5    =  +0.0197 

S  =  0.1968 

/>  =  34.8 


100. 

Als  viertes  Beispiel  soll  der  Werth  und  das  Gewicht  des  Winkels 
(5;  3)(2),  welcher  zu  den  nicht  beobachteten  gehört,  berechnet  werden. 
Dieser  wird  aus  den  beiden  andern  Winkeln  des  Dreiecks ,  dem  er  an- 
gehört, durch  den  folgenden  Ausdruck  gefunden 

(5)(3)(2)  =  180°  0'  0"737  -  *(3)2  +  aß),  -  «(3),  +  x(1)5 

indem  der  sphärische  Exces  dieses  Dreiecks  =  0"737  ist.  Die  Angaben 
des  Art.  96  geben 

(5)(3)(2)  =  53°  41'  0"293 
welches  der  wahrscheinlichste  Werth  dieses  Winkels  ist.  Es  wird  nun 
Jl  =  <fc(2)2  —  <*r(3)2  +  <fer(1)5  —  <*r(3)5 

also 

*(2)2  =  +1  ,    *(3)2  =  -I  ,    *(1)>  =  +1  ,    *(3)5  =  -1 

(MS)»  =  fci2;2  =  +  1 

(Jf,ß),  =  A(3)2  =  -  1 

(Jtf,4)2  =  ß"\  .  /c(2)2  +  y\ .  fc(3)j  =  —(9.66965) 

(JIM),  =  k(\)b  =  +  i 

(Jf,3),  =  k(3),  =  -  1 

R  =  0.42647 

ferner 
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(LM) 

— 

0 

(ILM 

A   AHA  I  P*  (* 

— 0.09045b  , 

1  ff  l#  1  \ 

(ILM,\) 

A   A  A  A  i  M  /» 

— 0.0904ob 

IHM 

— 0.1 7595  , 

{ULM,*) 

— 0.2  H  44 

(IVJI) 

+0.0 18405  , 

f/V,Af,3) 

-0.65216 

(V,M) 

+0.31498  , 

(F,Jf,4) 

■4-0.53574 

(VLM) 

+0.17736  , 

(W,tf,5) 

+0.00323 

s  = 

0.36228 

p  = 

1  5.58 

Das  Gewicht  des  beobachteten  Winkels  (3)(1)(5)  wurde  oben  im  Art.  97 
=  13.44  gefunden,  man  sieht  also  hieraus,  dass  unter  Umständen  das 
Gewicht  eines  berechneten  Winkels  grösser  werden  kann  wie  das  eines 
beobachteten. 

101. 

Da  die  Richtungen  an  sich  unbestimmte  Grössen  sind,  so  kann 
eine  Bestimmung  der  Gewichte  derselben  auch  nicht  stattfinden,  die 
Formeln  werden  Zahlen  geben,  die  als  Gewichte  plus  einer  unbestimmten 
Grösse  gelten  müssen,  und  ebenso  verhalt  es  sich  mit  den  Anfangs- 
punkten der  Gyri ,  oder  der  Gruppen  derselben.  Aber  die  Aggregate 
u[m  s  +  x{r\  sind  bestimmte  Grössen ,  und  die  Gewichte  dieser  lassen 
sich  daher  bestimmen.  Es  soll  daher  als  erstes  Beispiel  dieser  Gattung 
zunächst  das  Gewicht  des  Aggregats  m(1)3  +  )s  berechnet  werden. 
Da  wir  hier  x{\  )3  statt  w(  \  )3  schreiben  können,  so  geben  die  Gleichungen  (65) 

t*(4)i  -+-  *(IV»  mm  Kl):»  -  4*(2)3 

und  es  wird  daher  die  Function 

Jl  =  tdx(i),  —  j<te(2)3 

folglich 

k(\)3  =  +  1  ,    ki 2)3  =  -  i 
Hiemit  ergeben  sich 

(MX),  -  i 
(*,*),  =  -1 
(Jf,3),  =  0 

woraus 

It  =  0.02242 

hervorgeht.  Ferner 
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{IM)     =  +0.01808 

{UM)   =  —0.04484,     UMX;  =—0.04035 

(IHM)  =      0  (///,M,2)  =  —0.01358 

{IV,M)  =      0  [IVM,3)  =  —0.00336 

{VM)    =      0  {V,Ma'  =  +0.01680 

(V/,Jtf)  =     0  (V/,Jf,5)  =  +0.00733 

S  =  0.00758 

P  =  67.37 


102. 

Als  zweites  Beispiel  soll  das  Gewicht  des  Aggregats  «(8),,  +  a-(4)2 
berechnet  werden.  Da  hier 

ti(8)2  =  -  i  >(i;,  +  x{<i)i  +  x{3)2  +  x{i.,i 

ist,  so  wird 

Jl  =  -  i-Ar(1)2  -  j  Ar  2  2  -  1^3),  +  f).r(4;2 

also 

*(1)2  =  -  \  ,    fe(2)2  =  -  1  ,    A(3}2  =  -  f  ,    /<4)2  =  +  ? 

(AM)2  =  -i 
(Jlf.2)2  =  -1 
(Af.3)2  =  — 1 
(M.4}2  =  -t-0.7668 
R  =  0.03926 

(AM)    =  0 

(JIM)  =    o  (IHM)  =  o 

(///,M)  =  -h0.00082  ,  (///,3/,2j  =  +0.00082 
[IV,M)  =  —0.04040,  (/V.3/,3)  =  —0.04010 
{VM)  =-0.09367,  (FJf,4)  =-0.10645 
{VIM)  =  -0.03285  ,    (V/.AT,5)  =  +0.00702 

S  =  0.01521 

P  =  41.58 


103. 

Als  letztes  Beispiel  soll  die  Dreiecksseile  Warte  -  Wachsenburg 
aus  der  als  gegeben  betrachteten  Seite  Seeberg  -  Inselsberg,  nebst 
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dem  Gewicht  dieser  Bestimmung  berechnet  werden ,  wobei  in  Meiern 
ausgedrückt 

log(4)(3)  =  4.3136765 

angenommen  werden  soll.  Aus  der  Figur  des  Art.  91  findet  man  leicht 
auf  dem  einfachsten  Wege 

(9\(L\       .     "in  fg(»), -0"U8]  sin  [.r(«)3-fH)}-^Ml 

W)  —    ein  [xilii-jjiV'j-O"«^]  sin  [*(t)4-*{l;«-0"iH]  VWJ 

Die  Zahlen  0"U0  und  0"211  sind  der  dritte  Theil  der  sphärischen 
Ueberschüsse  der  beiden  in  Betracht  kommenden  Dreiecke.  Man  hatte 
hier ,  gleichwie  oben  in  den  beiden  letzten  Bedingungsgleichungen  ge- 
schehen ist,  diesen  weglassen  können,  wenn  man  statt  der  Seiten  selbst 
ihre  Sinusse  angesetzt  hatte,  ich  finde  aber  hier  die  Anwendung  der 
Seiten  selbst  für  einfacher.  Die  Substitution  der  obigen  wahrscheinlich- 
sten Werthe  der  Richtungen  giebt  nun  zuerst 

log  (2X4)  =  4.2713762.5 
Warte -Wachsenburg  =  18679w972 

Die  Function  SL  ist  hier  nicht  unmittelbar  gegeben  ,  sondern  wird  durch 
die  Differentiation  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  (2)(4)  in  Bezug  auf 
die  darin  vorkommenden  Richtungen  erhalten.  Zu  dem  Ende  braucht 
man  nur  den  numerischen  Werth  der  rechten  Seite  derselben  mit  den 
Cotangenten  der  darin  vorkommenden  Winkel  zu  multipliciren ,  und  um 
die  Aenderungen  in  Bezug  auf  die  Secunde  zu  erhallen .  diese  Produkte 
mit  206265"  zu  dividiren;  ftlr  die  im  Nenner  vorkommenden  Winkel 
müssen  überdies  die  Zeichen  umgekehrt  werden.  Auf  diese  Art  ergab 
sich  mit  Weglassung  des  constanten  Gliedes 

Jl  =  —  0m00457U[j-(3)1—  x(4),]+0ro19551<*[4-(3)3— *(2)3] 
—0.08559  d[x{\}2— :r(4),]— 0.10665(y[x(2)4— j(1)J 
Dieser  Ausdruck  giebt 

fc(3),  =  —0.004571  k(i)3  =  —0.19551 

k{i),  =  +0.004571  Jfc(3)3  =  -h0. 19551 

fc(1)2  =  —0.08859  fc(1)4.=  +0. 10665 

*  4)2  =  H-0.08859  *(2)4  =  —0.10665 

Es  werden  ferner 

(M,3),  bs  *{3),  =  —0.004571 

(Jf,4),  =  r"\  •  *(3),  +  *(4),  =  -1-0.004119 
(Jf,o)t  =  fx  .  k(3)x  -f-  &'\  .  *(4)  =  +0.000605 
[M,k)t  =  y\  .  k(3h  +  d\  .  *(4)  =  -h0.0O0441 


Digitized  by  Google 


159]  von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc.  729 


(Jf.4), 
(Af,3)3 
(M,2)4 

und  hiemit 

R  =  0.0066477 

Ferner 


(IM) 

+0.005420 

twn 

-0.007079 

-0.005733 

+0.004679 

(/A/.JV.2) 

+0.003104 

—0.000596 

(/F,3/,3) 

+  0.001449 

(F.M) 

+0.001966 

(F,Jf,4) 

+0.005421 

(F/Jf) 

+0.012427 

(W/,5) 

+0.011940 

S  =  0.0037176 

und  das  gesuchte  Gewicht 

P  =  341.2 


=  Ayl  2  =  —0.08859 

=  fe(4]2  =  +0.08859 

=  jfc(2)3  =  —0.19551 

=  jt(3}3  =  +0.19551 

=  ft(1)4  =  +0.10665 

=  fc(2)4  =  —0.10665 


104. 

Wenn  in  einem  Dreiecksnetze  mehr  Winkel  beobachtet  worden 
sind,  als  hinreichend  und  nothwendig  um  nebst  Einer  Seite  dieses  Netz 
vollständig  berechnen  zu  können .  so  können  die  verschiedenen  Stücke 
desselben  auf  mehr  wie  Eine  Art  berechnet  werden.  Wenn  aber  die 
Winkel  dem  hier  entwickelten  Verfahren  gemäss  ausgeglichen  worden 
sind,  so  muss  jede  mögliche  Berechnungsart  irgend  eines  Stückes  dieses 
Dreiecksnetzes  nicht  nur  auf  den  nemlichen  Werth  desselben  hinführen, 
sondern  auch  das  Gewicht  der  Bestimmung  desselben  muss  bei  jeder 
Berechnungsart  denselben  Werth  bekommen.  Um  zu  zeigen,  dass  dieses 
in  der  Thal  der  Fall  ist,  werde  ich  das  erste  und  das  letzte  der  vorher- 
gehenden Beispiele  auf  andere  Weise  berechnen  wie  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  man  dem  Ausdruck  des  Winkels  (3)(1){5) 
auch  die  folgende  Form  geben  kann, 

(3)(1)(5)  =  180°  0'  0"528  +  x(1)3  -  ff(2),  +  *(2),  -  *(3)5 
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und  es  ist  an  sich  klar,  dass  hieraus  derselbe  wahrscheinlichste  Werth 
dieses  Winkels  hervorgehen  muss  wie  oben.  Wir  brauchen  uns  daher 
nur  mit  der  Berechnung  des  Gewichts  dieser  Bestimmung  zu  beschäf- 
tigen. Es  werden  hier 

(M,\)3  =  Jfc(1)3  =  -M 
(M,2)3  =  fc(2)s  =  — 1 
(Af,2)5  =  fc<2)5  =  +1 
(Jf,3)s  =  ft(3).  =  -1 

und  hieraus  findet  sich  zuerst 

R  =  0.23035 

Ferner  werden 


(IA) 

+0.03615 

(UM) 

0 

(//,3M) 

+0.00854 

(MM) 

+0.05023 

(III A2) 

-1-0.05824 

[IVA) 

—0.23035 

(W3) 

—0.20023 

{VA) 

4-0.9275 

(F,Jf,4) 

+  4.274 

(VIA) 

0 

—0.112 

S  = 

0.15613 

P  = 

13.47 

mit  dem  im  Arl.  97  erhaltenen  Werthe  übereinstimmend. 

105. 

Die  Dreiecke  unserer  Figur  geben  die  folgenden  Gleichungen 

*(3)3  —  s(2)s  =  180°  0'  0"634  —  *(•!),  -+-  ar(3),  —  x{2'U  +  *(1)4 
—  ar(4)a  =  180"  0'  0"420  +  a?(4),  —  *(3),  -  j(3)4  +  *(2)4 

und  es  ist  klar,  dass  nach  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  Aus- 
druck für  die  Seite  (2)(4)  des  Art.  103  genau  derselbe  Werth  dieser 
Dreiecksseite  wieder  hervor  gehen  muss.  Substituirt  man  aber  diese  Aus- 
drücke in  den  Ausdruck  für  Jl  desselben  Art.,  so  bekommt  man 

Jl  =  — 0m00457(J[a;(3)1  -  *(4)t] 

—0.19551*1X1),  —  ar(3),  —  x(\\  +  *{2)4] 
+0.08859^^(3)!  —  x(i\  -  x(2\  +  z(3)4] 
+0.10665<>[.r{1)4  —  x(2)4) 

und  es  werden  jelzt 


Digitized  by  Google 


1^1]  von  der  Methode  der  kleinsten  Qi adhatk  etc.  731 

fc(1),  =  —0.19551  k(Vh  =  +0.30216 

fc(3),  -  +0.27953  k$)t  =  -0.39075 

*(*),  =  -0.08402  k(3)4  =  +  0.08859 

Hieraus  ergaben  sich 

(JM),  =  /c  I),  =  -0.19551 

(M.3),  =  fc(3),  =  -4-0.27953 

(Jf,4),  =  y'".  ■  *(3),  -l-  *(4),         =  -0.05880 

(M,o),  =  /\  .  ft'3;,  +  d"\  .  *(4),  =  +0.05446 

(Jf,4),  =  /,  .  A3),  -+-       .  fc;4)t  =  +0.11661 

[M,i)t  =  fc(1)4  =  +0.30216 

(A/.2)4  =  fc(2)4  =  —0.39075 

(iW,3)4  =  *(3)4  —  +0.08859 

7?  =  0.026806 

ferner 

{I,M)     =  -0.085444 

{ILM)    =  +0.013500    (//.J/,1)   =  -0.007711 

{IHM)  =  +0.003455    (///,«)  =  -0.010213 

(/K.M)  =  +0.051544    (/F,Jf,3)  =  +0.027108 

(F,Jf)    =  +0.022413    (V.3/,4;   =  +0.005424 

(F/,Jf)  =  +0.045048    (V/J/,5)  =  +0.011941 

S  =  0.023877 
P  =  341.3 

mit  dem  Art.  103  bis  auf  0.1  übereinstimmend. 


106. 

Ein  ganz  anderer  Ausdruck  für  dieselbe  Dreiecksseite  ist  der  fol- 


(9\(L\  -  -  8in,Jtt)2-j(«)a+x'3j4-J.:)i4-0"904]sin  [x'Vt  -x  i -  0"1 00)  . 
—  Sin  [x3)4-x  1'4-0"45äl  sin  [x(a}s-*(«j2-Q"IOO]  \' A°) 

der  auch  aus  der  Figur  leicht  zu  erhalten  ist.  Substituirt  man  hierin 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Richtungen,  so  bekommt  man 

log(2)(4)  =  4.2713762.8 
(2)(4)  =  18679m973 

bis  auf  Unbedeutendes  wie  oben.   Iis  wird  aber  jetzt 

Abh.udl.  d.  K  S.  UetelUeb.  d.  WlMMMR.  XIII.  53 
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Jl  =  18679"»973  -  0WI2841<>[*(2)2  -  *(4)2  +  x(S)t  -  x(\)A\ 

—  O.I725l()[.r  4),  -  *(!),] 

—  0.013034(0(3),  —  jf(1)4] 

—  0.28973d[x(2)2  —  j- 1)2) 

und  folglich 

fc(1),  =  +0.17251  fc(4)2  =  +0.12841 

^4),  =  -0.17251  k{\\  =  -i-O.HI  44 

fc(1)2  =  +0.88973  A-34  =  -0.14144 

le(S)a  =  -0.4181  i 
Hieraus  bekommt  man 


=  AI, 

+  0.17251 

(JM), 

=  Vl)i 

—  0.17251 

(*.«). 

=  <r\  ,i*{4), 

—  8.90693) 

=  <>',  .  k(4), 

—(9.10265 

{■Mfc 

=  M)2 

+  0.28973 

(M.2)2 

=  *Mb 

—  0.41814 

(M.4)2 

=  ^'"2A-22  +  *(4), 

+(9.38049) 

(JM)< 

=  *(«)• 

+  0.14144 

(3/,3)4 

=  W 

-0.14144 

R  =  0.042766 


(/,M)  =  +0.008179 

(IMf)  =  —0.011346  {//M.1)    =  —  0.00931  C 

{IHM)  =  —0.032856  ///,A/,2)  =  —0.035492 

(/V.AT;  =  +0.000005  (/V.J/.3)  =  —0.011716 

(VJl)  =  —0.223522  (V.A/,4;    =  —0.218549 

(F/Jtf)  =  —0.117261  V7.M.5)  =  —0.003109 

S  =  0.039833 
/'  =  341.2 

mit  den  vorhergehenden  Bestimmungen  dieses  Gewichts  Ubereinstim- 
mend. Ich  mache  darauf  aufmerksam .  dass  in  allen  diesen  Gewichten 
eine  einzelne  Beobachtung  irgend  einer  Richtung  die  Einheit  bildet. 

107. 

Um  auch  den  Inhalt  des  Art.  81  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern 
soll  die  Maupertuis'sche  Gradmessung  (liehen ,  die  ich  bekanntlich  kurz 
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nach  dem  Erscheinen  der  Gaussischen,  oben  mehrmals  angezogenen 
Abhandlung  theils  nach  dem  in  dieser  gegebenen  Verfahren ,  theils  nach 
einem  eigentümlichen .  welches  mit  dem  hier  im  Art.  28  u.  f.  erklärten 
identisch  ist,  berechnet  habe.  Bei  dieser  Gradmessung  sind  im  Ganzen 
18  Bedingungsgleichungen  vorhanden,  und  ich  habe  daher,  den  Gaussi- 
schen Vorschriften  folgend,  ein  System  von  18  Gleichungen  auflösen 
müssen.  Unter  diesen  Gleichungen  befinden  sich  aber  \ier  localo,  und 
zwar  die,  welche  ich  mit  J,  L,  M,  0  bezeichnet  habe*),  und  die  dem 
Art.  81  zufolge  von  den  Übrigen  getrennt  werden  können.  Wenn  ich 
damals  diesen  Satz  angewandt  hätte ,  so  hatte  ich  ein  System  von  nur 
U  Gleichungen  aufzulösen,  und  daher  eine  weit  kürzere  Rechnung 
gehaht. 

Es  gnügt  für  den  hier  zu  verfolgenden  Zweck  blos  Eine  Station  die- 
ser Gradmessung  zu  behandeln ,  und  hiefür  wähle  ich  diejenige  aus .  die 
Rosenberger  mit  n  bezeichnet  hat  **).  Die  auf  dieser  Station  gemessenen 
Winkel  lassen  sich  durch  die  folgende  Figur  anschaulich  machen, 


Jt 


r 


und  haben  nach  der  Reduction  derselben  auf  den  Horizont  die  folgenden 
Wertbe, 

•)  S.  Schuin.  Aslr.  Nachr.  B.  IX.  p.  215. 
**}  S.  Schum.  Astr.  Na.hr.  B.  VI.  Nr.  Iii  n.  Kit. 

53' 


Digitized  by  Google 


734 


P.  A.  Harsk*, 


[164 


CnH  =  31°  57'  3 "63 
AnH  =  21  32  16.30 
AnK  =  95  29  54.43 
HnK  =  73  58  5.64 
KnT  =  87  44  »9.40 

Man  siehl ,  dass  zwischen  diesen  Winkeln  eine  Bedingungsgleichuni; 
vorkommt,  zufolge  welcher 

AnK  bbs  AnH  •+-  £fatf 

sein  muss,  und  es  ist  diese  die  ich  a.  a.  Orte  mit  J  bezeichnet  habe. 
Ich  bezeichne  nun  die  fünf  Richtungen  nC,  nA  nH,  nK,  nT,  bez.  mit 
(1),  (2),  (3),  (4;,  (5),  nehme  dafür  die  vorlaufigen  Werthe 

(1)  =      0°  0'  0" 

(2)  =    10  24  47.33 

(3)  =    31  57  3.63 

(4)  =  105  55  9.27 

(5)  =  193  39  28.67 

an,  und  bilde,  indem  ich  die  daraus  folgenden  Winkel  von  den  beobach- 
teten abziehe ,  wie  oben  erklart  worden  ist .  die  folgenden  Werthe  der 
/,  und  zugleich  lege  ich  jeder  Richtung  das  Gewicht  =  1  bei.  Hiemit 
entsteht  die  folgende  Tafel ,  die  den  bez.  zweiten  Tafeln  des  vorher- 
gehenden Beispiels  ähnlich  ist. 


Nr. 

(») 

w 

(6) 

1  (,)_ 

p 

p 

1 

0"00 

0"00 

1 

2 

2 

0"00 

0.00 

1 

2 

3 

0.00 

0"00 

1 

2 

4 

0.00 

0"00 

1 

2 

5 

+  13.755 

-13.755 

i 

2 

(fe) 

-h  13"755 

O'OO 

—  I3"75ö 

0"00 

0"00 

10 

Q 

2 

3 

3 

1 

1 

Der  Richtung  (1)  ist  deshalb  der  letzte  Platz  gegeben  worden,  weil 
sonst  nicht  die  im  Art.  76  bezeichneten  Coefficienten  hatten  Null  ge- 
macht werden  können.  Durch  die  Ausdrücke  des  gen.  Art.  findet  sich 
nun 
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M-i,  (w')  =  i.  (wO«i,  W")-«.  («0-° 

(?>")-!.   (//';/")  =  i,    (/>>")  =  <> 

irto-i.  (pV)  =  o 

(pV)  =  i 

N  =  N'  =  2T  =  VT-    AT  =      =  0 
(«o  =l.5.  (a6;=0,  («?)«0,  («d)a=    0,     (o«)=    0.     (aJ)=-M  3"755 
(6^=2.  (6c)=0,  (H=    0,     (fre)=-0.5,  (6/}=  0 

(ct;  =  2,  (c</)=— 0.5.  0,     (c/j=  —  1 3.755 

(<M)=    0.5,  [de}=    0,     (<*/)=  0 
(«)=-    0.5,  (e/)=  0 

(//)=  378.4 

und  hiemit 

<bb,\)  =  2       ,    (bU)  =  0 
(«r,2)  =  5       ,    (el,2)  =  -  13"755 
(dd,3)  —  0.375  ,    (d/.3)  =  —  3.438 
(«,4)  =  0.375  ,    (c/,4)  =  0 

(//,5;  =  126.4 

log  x  =  0.9622n  ,  log  t"  =  0.8373  ,  log  X"  =  0.9623 
log  ff'  =  9.3980  ,     log  f  =  9.3980  ,    log  ,f  =  9.3980 

und  alle  Übrigen  Grössen  dieser  Gattung  sind  Null.  Hieraus  folgen  nun 
die  Verbesserungen 

w{\)  =  0 
v(2)  =  -+-  9"  17 
«>(3)  sb  0 
ip(4)  =  -  9.17 
»(5)  =  -  9.17 

Addirt  man  diese  zu  den  angenommenen  Werlhen  der  Richtungen,  so 
erhalt  man  diese  wie  folgt 

y{\)  =       0°  0'  0" 

y(2j  =     10  24  56.50 

y{3)  sb    31  57  3.63 

y(4;  =  105  5ö  0.10 

y  l\  =  193  39  19.50 

die  nebst  den  obigen  Werthen  von  (an),  (bb,\),  (cc,i),  etc  und  ßl\ 
d",  in  dem  zweilen  Theil  der  Auflösung  anzuwenden  sind.   Aus  den 
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vorstehenden  Werthen  der  y  erkennt  man  leicht,  wie  vorher  gesehen 
werden  konnte,  dass  die  Winkel  Cn//  =  (3)  —  (1)  und  AhT=(5)-  (4) 
unverändert  geblieben  sind ,  und  die  Verbesserungen  sich  zu  gleichen 
Theilen ,  aber  mit  verschiedenen  Zeichen ,  auf  die  übrigen  drei  Winkel 
erstrecken.  Wenn  auf  einer  Station  mehr  wie  Eine  locale  Bedingungs- 
gleiehung  vorhanden  ist ,  dann  findet  der  letzt  genannte  Umstand  nicht 
mehr  statt. 

In  unserem  Beispiel  kommen  ausserdem  noch  drei  Stationen  vor, 
die  auf  dieselbe  Weise  behandelt  werden  können ,  so  dass .  wie  oben 
angeführt,  in  dem  zweiten  Theil  der  Auflösung  nur  ein  System  von  14 
Gleichungen  aufzulösen  ist,  wodurch  die  Arbeit  wesentlich  abgekürzt 
wird.  Es  ist  noch  zu  bemerken  ,  dass  auf  den  Stationen,  auf  welchen 
keine  locale  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind ,  die  Winkel  als  Un- 
bekannte beibehalten  werden  können,  und  nicht  in  die  Richtungen  auf- 
gelöst zu  werden  brauchen,  nur  muss  man,  wenn  übrigens  alle  Beob- 
achtungen für  gleich  gut  gehalten  werden  können,  das  Gewicht  der  Win- 
kel =  4  setzen,  wenn  wie  oben  das  Gewicht  der  Richtungen  =1  an- 
genommen worden  ist. 

b)  Zweites  Verfahren. 
108. 

Das  im  Vorhergehenden  gegebene  Verfahren  zur  Ausgleichung  der 
Winkel  eines  Dreiecksnetzes  ist  einer  Abänderung  fähig,  die  ich  nicht 
unterlassen  will  hinzuzufügen. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Gleichungen  (61)  des  Art.  69,  und  entfer- 
nen in  den  Ausdrücken  der  Coeflicienten  derselben  Alles,  was  sich  auf 
die  Bedingungsgleichung  |56)  bezieht,  mit  anderen  Worten,  setzen 
wir  darin  N  =  N'  =  N"  =  etc.  =  0 ,  hierauf  werden 

(aa)  =  Q  —  (pp) 

(ab)  =       -  (pp) 

(ac)  =       -  (pp") 
etc. 

(al)  =  (Ix) 

(bb)  =  0  -  (pp) 

(bc)  =      -  (pp") 
etc. 

(W)  =  Ar'j 
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(cc)  =  Q  -  y/) 
elc. 

W  =  <¥) 

etc. 

wo  (pp),  (pp),  etc.  dieselben  sind  wie  vorher.  Aber  aus  dem  Art.  7 1 
folgt  jetzt 

(an    -+-   a6)  -+-  (ac)  ■+-...  =  0 

(ab)  (66)  -+-  (fcc)  +  ...  =  0 

(ac)  -h  (6r)  +  (cc)  +  ...  =  0 
elc.  etc. 

und  zufolge  des  Art.  68  ist 

(Ix)  +  (Ar)  +  (Ix")  +  ...  =  0 

Die  Summe  der  Gleichungen  (6t)  ist  also  identisch  Null,  woraus  folgt, 
dass  jede  derselben  in  den  übrigen  enthalten  ist.  Die  (61)  kann  man 
aber  auch  wie  folgt  schreiben, 

\\aa)  -h  (ab)  H-  (ac)  -+-  ...\x  +  (ab)(x  —  x)  -+-  (ac)(x"—x)  -+-  ...  =  (/.r) 

)(o6)  ■+-  (66)  -+-  (6c)  -+-  ...\x  -f-  (bb)(x  —  x)  -+-  (6c)i>"—x)  -+-  ...  =  (Ar) 

)(ac)  -+-  (6c)  4-  (cc)  -+■       h-  (bc)(x'—x)  -+-  -|-  ...  =  (Ar") 

etc.  etc. 

Zufolge  der  obigen  Bedingungsgleichungen  sind  hier  alle  Coeflicienten 
von  x  gleich  Null,  x  verschwindet  daher  aus  diesen  Gleichungen,  und 
bleibt  völlig  willkuhrlieh ,  wie  auch  die  Natur  der  Sache  mit  sich  bringt. 
Es  entsteht  hiemit  ein  System  von  Gleichungen,  welches  nur  die  Unter- 
schiede x  —  x ,  x"  —  x ,  etc.  enthalt ,  und  von  welchen  wieder  jede  in 
den  übrigen  enthalten  ist.  Denn  mit  Zuziehung  der  vorstehenden  Be- 
dingungsgleichungen erkennt  man,  dass  auch  nach  der  Entfernung  der 
mit  x  multiplicirten  Glieder  die  Summe  der  Gleichungen  identisch  Null 
ist.  Aber  jetzt  ist  die  Anzahl  der  Gleichungen  um  Eins  grösser  wie  die 
Anzahl  der  Unbekannten ,  und  man  kann  also  Eine  Gleichung  weglas- 
sen. Lässt  man  die  erste  weg,  so  bekommt  man  das  System 

(66)(x  —  *)  +  (bc)(xH— x)  +  (M)(jr— *)  +  ...  =  [&) 
(bc^x—x)  -+■  (cc)(x"—x)  -h  (cd)(x"'—x)  •+■  ...  =  (Ix")  (  ^ 
(bdyx'—x)  -+■  (cd)(x"—x)  -+-  (ddj(x'—x)  -+-...=  [Ix") 
etc.  etc. 

aus  welchem  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die  Unbekannten  x — x,  x" — x% 
x"'—x.  etc.  bestimmt  werden  können. 
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109. 

Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (G7)  sind  auf  jeder  Station 
wieder  dieselben  Tafelchen  zu  bilden,  wie  im  Art.  84  u.  d.  f.,  auch  sind 
die  Grössen  (pp),  (pp),  etc  nebst  (II)  ganz  eben  so  zu  bilden  wie  vor- 
her, nur  die  Coefficienten  (66),  (6c),  etc.  sind  nach  den  Ausdrucken  des 
vor.  Art.  zu  berechnen,  und  man  kann  statt  dieser  Bezeichnung  sogleich 
(2,2.1),  (2,3,1),  (3,3,2),  etc.  etc.  einfuhren.  Es  wird  dadurch  eine  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  Vorhergehenden  zu  Wege  gebracht.  Die  Kech- 
nung  giebt  wieder  die  Grössen  die  im  Vorhergehenden  mit  w(r)t  und 
yr),  bezeichnet  wurden,  wenn  man  auf  jeder  Station .  in  Bezug  auf  die 
Richtungen,  deren  Verbesserung  eliminirt  worden  ist,  jene  Null  macht, 
oder  diese  Richtung  so  lasst  wie  man  sie  vorlaufig  angenommen  hat. 

Da  in  den  Bedingungsgleiehungen,  die  das  Dreiecksnetz  liefert  nur 
Unterschiede  der  Richtungen  vorkommen ,  so  sind  jetzt  in  den  Differen- 
tialen derselben  die  Coefficienten  der  eben  bezeichneten  Richtungen 
gleich  Null  zu  machen,  und  die  Folge  davon  ist,  dass  auch  die  betref- 
fenden zweiten,  mit  z(r),  bezeichneten,  Verbesserungen  Null  werden. 

110. 

Es  scheint  mir  angemessen  das  im  Vorhergehenden  ausgeführte 
Beispiel  auch  durch  das  hier  gegebene  Verfahren  zu  behandeln ,  wobei 
es  aber  gnügen  wird,  die  einzelnen  Resultate  kurz  anzugeben. 

Resultate  der  Ausgleichung  auf  den  Stationen. 

Station  (1). 

y(4),  =  63°U'10"000 
»(2),  =  h-  1"549.  yf2),  ==  9C  29  53.549 
»(3),  =  0.4S3  ,  y(3),  =  308  51  37.483 
«(4),  =  -  0.134  ,  y  4),  =  215  58  16.866 
tpffl),  =  -f.  0.617,  y{a)i  =  106  5  29.617 
«,(6),  =  -  0.302  ,  y(6),  bs  269  57  22.698 
(0,6)  =  132.862 

(9.17609) 
#"'=+(8.14082),  ri'"=+  8.96473) 
/C-  +  (9.5I809),  yv"m+  (0  62332),  V-*  (9.682*8) 

(9.66883),  (9.924 10),      =  +  9.94563),  * ,' =  +  (9.89042J 
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(2.2.1 )  ,  =  10.0  (a,a,4),  =  (1.39590) 

(3.3.2)  ,  =  (1.33630),    (6,6,5),  =  (0.84881) 

(4.4.3)  ,  bb  (1.10206)  , 

Station  (2). 

y(1)2  =    27° 55'  7"000 

«.'2)2  =  -|-  0"302  ,    y(2)j  =    45  16  35.302 

«(3),  =  -h  1.301  ,    y(3}2  =    64  53  37.301 

tr(4)2  =  —  0.171  ,    y(4)2  =  342  17  11.829 

(tt.4)  =  14.077 

=  -|-  (9.43573)  ,    ßtm  =  -h  (9.57719)  .    ^  =  (9.78336) 

(2,2.1)2  =  (0.74036)  ,    (3,3,2)2  =  (1.12788) ,    (4,4,3V,  =  (1.09584) 

Station  (3). 

y(lj3  =  179H3'  9"000 

w(t,  =  —  0'319  ,    y(2;;!  =  243  45  34.681 

ip(3)3  =  -  0.102  ,    y(3)3  =  268  36  49.898 

(//,3)  =  2.121 

ß.;  =  -+-  (9.61881) 

(2.2,1):,  =  (1.17124),    (3,3,2),  =  (0.89040) 

Station  (4). 

y(1)4  =  88°37'44"000 

«.(2),  =  —  1  "165  ,    y(2)4  =  128  57  58.835 

t>(3j4  =  H-  0.679  .    y(3)4  =   170  26  40.679 

(11,3)  =  14.685 

ßf  =  (9.64573) 

(2,2,1)4  =  (0.93785)  ,    (3,3,2),  =  (0.69646) 

Station  (5). 

y(1)5  =  252°  59'  37  "000 

w(2)»  =  —  1"528  ,    y(2)5  =  276  32  45.472 

w(3)»  =s  ■+■  0.781  ,    y(3)5  =  359  40  37.781 

(W,3)  =  6.652 

=  (9.74036) 

(2.8.4) ,  =  (1.00000).    (3,3,2)s  =  (0.69680) 

Die  Werthe  der  Winkel,  die  sich  aus  den  vorstehenden  Richtungen 
ergeben ,  so  wie  die  Summen  der  Fehlerquadrate  stimmen  mit  denen, 
die  die  vorhergehende  Methode  ergeben  hat,  (iberein,  wie  aus  der  Ver- 
tileichung  mit  dem  Art.  89  hervorgeht;  die  Werthe  der  Hillfsgrössen 
sind  verschieden .  wie  nicht  anders  sein  kann. 
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414. 

Die  Berechnung  der  w(m),  geschieht  hier  durch  denselben  Ausdruck 
wie  im  vorhergehenden  Verfahren,  nemlich  durch 

«(»).  =  -  fcj-  Zw(r), 

wobei  hier  ausser  den  im  Art.  90  beigefügten  Bemerkungen  noch  ange- 
führt werden  kann,  dass  jetzt  in  diesem  Ausdruck  immer  w'\)t  =  0  zu 


setzen  ist 

«(1), 

«(14), 


Dieselben  a. 

=  —  0'I58 
=  _  0.708 
=  -  0.322 


0.  angeführten  Beispiele  geben,  hier 


0"1 60 
0.140 


«(1)2  =  -  0"151  ,  <1),  = 

,    M(4)2  =  —  0.,r>65  ,  u(4)Ä  = 

,    «(8),  =  —  0.358  , 
«(21),  =  -  0  508  , 

die  gleichwie  die  w(r),  und  y(r),  von  denen  des  ersten  Verfahrens  ver- 
schieden sind.  Aber  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  in  beiden  Ver- 
fahren die  Unterschiede  der  «(r),  einander  gleich  sein  müssen ,  müssen 
auch  die  Aggregate  B(ro),+»(r),,  die  denselben  Gruppen  von  Gyris  an- 
gehören ,  in  beiden  Verfahren  einander  gleich  werden,  die  Richtung  mag 
in  der  betr.  Gruppe  beobachtet  sein,  oder  nicht.  Z.  B. 


Erstes  Verfahren. 
«(1)1+w.'«),=  +  0"571  -0"i 1 1  =+0"46ö 
^+0.574  — 1.030=—  0.459 
=+0.571-0.728=-0.157 
=  -1-0.571+0.821  aa+  4. 392 
=+0.571-0  245=+ 0  326 
=  -1-0.571—  O.N62=  —  0.291 
=+0.220—0.728=-  0.50S 
+0.062-0.213=— 0.131 


«(4  ),  +  <&) 

«(1)i+«t'(l) 
«(1),+«<(2) 
«(1)l+«<3) 
»(4)t+»(4) 
m(24)i+»(4) 
u(1  ),+«•'! 


Zweites  Verfahren. 
=  _0"1 58+0  0 1 7  =  +  0"459 
=—0.1 58-0.302=—  0.400 
=—0.158  0  =-0.158 
«—0.158+4.549— +4.391 
=  -0  158+0.483=+ 0.3-25 
=—0.1 58—0. 1 34=—  0.292 
=  -0.508  0  =—0.508 
=  -0.151  0  =-0.151 
=—0.131  +  1. 301=+  1.150 


n(4)t — «c(3)5=+0.062+ 1.087=+  1.149 

Nicht  nur  die  Aggregate  u(m)t+o(r)al  sondern  auch  die  u(m),  selbst  sind 
bei  dem  gegenwärtigen  Verfahren  eben  so  wie  die  Winkel ,  oder  die 
Unterschiede  der  Richtungen,  bestimmte  Grössen. 

412. 

Die  Bedingungsgleichungen  bleiben  nun  eben  so  wie  sie  im  Art. 
91  aufgestellt  worden  sind,  und  nach  der  Substitution  der  vorstehenden 
Werthe  der  y  r),,  ergeben  sich  dieselben  Werthe  der  *'(/),  F(I/),  etc. 
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Die  Differentiale  der  Bedingungsgleichungen,  die  im  Art.  92  enthalten 
sind ,  erleiden  daher  keine  weiteren  Veränderungen  als  dass  die  Glieder, 
die  mit  <V(1)i,  <J(l)a,  d(\)t,  <){1)5  multiplicirt  sind,  wegfallen.  In 

der  im  Art.  93  gegebenen  Zusammenstellung  der  Coefficienten  dieser 
Gleichungen  muss  man  jetzt  die  erste  Zeile  jeder  Abiheilung  der  Tafel 
sich  hinweg  denken.  Zur  Berechnung  der  rt  rj  „  ergeben  sich  jetzt 
die  folgenden  Ausdrücke,  die  mehr  oder  minder  abgekürzt,  auf  allen 
Stationen  Geltung  haben ,  und  durch  die  Yerlauschung  der  Zahl  I  mit 
II.  III,  etc.  auf  alle  Bedingungsgleichungen  anzuwenden  sind. 

=  9(2,/)( 

'/(•V),  -  7(3./). 

*(M).  -  Ä'".7{2,/),  +  /;".7f3,/), -h  7(U). 
,(«,/).  =  ß,\q%I),  +  -A.qC-U),  +  dtn  .q'U), 
#,/),  =  Ar  .9(2;/).  +  y;  -9(3./).  -h  <>,'  .#./). 

Die  beiden  letzten  kürzen  sich  ab,  weil  q(a,I,  und  q(bj)  Null  sind.  Die 


Rechnung  gab 


r 

* 

log  IT,/), 

losj  nir,m. 

i«g  nxM. 

1  log  ij(r,/K), 

log  nr.V), 

log  itr,YQi 

2 

1 

0. 

•0.  R 

9.81470 

3 

0.  N 

9.17609 

9. 47609»  0. 

8  99079 

9.28926 

4 

8.96447» 

8.44082 

9.99395 

9.95799» 

9.90940 

9.91385 

a 

9.62332h 

9.51809 

9.18002 

8.78509» 

9.77889 

9.66989 

b 

9.9241  On 

9.66883 

9  61894 

8.63010» 

0.00527 

9  94010 

2 

2 

0.40289 

0.05406 

3 

0. 

9.69181« 

9.48979 

4 

9.78336 

0.  « 

9.37606 

9.80784 

2 

3 

0.  » 



i 

0. 

3 

9.766G2 

9.61881 

2 

4 

0. 

0.  n 

9.69538» 

3 

9.64573 

9.74639 

9.20078» 

i 

5 

0.  n 

0. 

9.70523 

9 

9.65322 

9.74036 

9.17325» 

413. 

Zur  Berechnung  der  fl.rJ),,  etc.  dienen  jetzt  die  folgenden  allge- 
meinen Ausdrucke, 
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f(2.!\  =  0  2,/),+  (t;.Q(3J),+  A"'.(?(4,/).+  ß;.Q(a.l),+  ßl.QibJ), 

F*J.  =  0(3,/).+  y.  "<?(*,/).+  r." '.(?(«./).+  r/.<KW). 

/■(a./).=  0(a,/).+  e..0(M). 

=  0(M). 


in  welchen  die  0(2,/),,  elc.  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  dem  er- 
sten Verfahren,  und  die  auch  auf  alle  Bedingungsgleichungen  auszu- 
dehnen sind.  Für  das  Beispiel  ergab  sich 


r 

i 

los  <?:>,/), 

log  Q  rjli, 

log  Qr.III), 

log  Qrjy), 

log  Qlr.V], 

log  Qlr,VI)t 

2 

1 

9.00000 

9.00000« 

8.81470 

3 

8.66370n 

7.83979 

7.83979» 

8.66370 

7.65449 

7.95296 

4 

7.8621  In 

7.03876 

8.89189 

8.85593» 

8.80704 

8.81 179 

0 

8.22742» 

8.12219 

7.78412 

7.38919» 

8.38299 

8.27399 

b 

9.07529«  8.82002 

8.7701 3 

7.78129« 

9.15646 

9.09129 

2 

2 

9.66253 

9.31370 

3 

9.25964 

8.56393« 

8.36191 

4 

8.68752 

8.90416» 

8.28022 

9.71200 

2 

3 

8.82876» 

8.82876 

3 

8.87622 

8.72841 

2 

T 

9.06215 

9.06215« 

8.75753» 

3 

8.94927 

9.04993 

8.50432» 

2 

.) 

9.00000« 

T.OOOOlT 

6.70523 

3 

8.95642 

9.04356 

8.47645» 

r 

s 

ioR/"r,r, 

log  f  r, II], 

;  log  flr.IW.  \o*f[r,IV), 

log  flr,F)« 

2 

i 

8.83288» 

9.13431 

8.84806» 

7.36078 

9.15129 

8.81953 

3 

9.18673» 

8.83288 

8.71839 

8.52349 

9.14907 

9.10192 

4 

9.08039» 

8.81798 

9.12339 

8.89365» 

9.30588 

9.26185 

a 

9.03858» 

8.81015 

8.71  475 

7.85406» 

9.13210 

9.05945 

b 

9.07529« 

8.82002 

8.77013 

7.78129» 

9.15046 

9.09129 

T 

■) 

8.58784 

8.48134« 

9.65988 

9.36T8T 

3 

9.01731 

8. 68  7  5  2» 

8.39901» 

8.73477 

4 

8.68752 

8.90416»  8.28022 

8.71200 

2 

3 

8.55814» 

8.95260 

3 

8.87622 

8.72841 

■> 

4 

9.18960 

8.81799« 

8.85336« 

3 

8.94927 

9.04993 

8.50432» 

.» 

8.701  16» 

9.20629 

8.05697« 

3 

8.95642 

9.04356 

8.47645« 
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114. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Endgleichungen  wird  hier 
eben  so  ausgeführt  wie  in  dem  ersten  Verfahren.  Es  ergab  sich 


1 

(•,/) 

UM, 

[I.FJ 

(UV) 

7 

0.41981 

—0.10421 

—0.05229 

—0.09915 

—0.14096 

—0.19780 

// 

0.36660 

—0.12073 

+0.00229 

+0.12312 

+0.06600 

iu 

0.46821 

—0.12928 

+0.02412 

+0.17104 

IV 

0.3G980 

—0.08036 

—0.06841 

V 

1.44453 

+0.71131 

VI 

0.47808 

Vergleicht  man  diese  Coefhcienten  mit  denen  des  Art.  95,  die  das 
erste  Verfahren  gegeben  hat,  so  wird  man  finden,  dass  sie,  abgesehen 
von  den  kleinen  Unterschieden  der  letzten  Stelle,  die  von  den  Fehlern 
der  letzten  Stelle  der  angewandten  Logarithmen  herrühren ,  mit  diesen 
identisch  sind,  obgleich  die  Hülfsgrüssen ,  die  zu  ihrer  Berechnung  ge- 
dient haben,  in  beiden  Verfahren  sehr  von  einander  verschieden  sind. 
Es  ist  dieses  kein  Zufall,  sondern  es  lüsst  sich  leicht  zeigen,  dass  die 
Endgleichungen  identisch  dieselben  werden  müssen,  wie  man  auch  das 
vorhergehende  Verfahren  eingerichtet  haben  mag. 

Wir  brauchen  also  die  Endgleichungen  nicht  von  Neuem  aufzulö- 
sen ,  sondern  die  Werthe  der  Unbekannten  (/}.  (//),  etc.,  die  im  Art.  95 
gefunden  wurden,  haben  auch  hier  Geltung. 

Auch  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehler- 
quadrate wird  dieselbe,  die  durch  das  erste  Verfahren  gefunden  wurde. 

1 1 5. 

Um  die  Werthe  der  letzten  Verbesserungen  z(r)t  zu  finden,  dient 
nun  wieder  die  allgemeine  Gleichung 

<r).  =  f{rJ].JJ)  +  RrMU")  +  +  .  .  . 

in  welcher  aber  die  Werthe  der  /(r./j, ,  etc.  angewandt  werden  müssen, 
die  das  gegenwärtige  Verfahren  gegeben  hat.  Es  folgt  von  selbst  dar- 
aus ,  dass  alle  z{  I )t  =  0  sind.  Wir  bekommen  nun 
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Zf2i,  =  -  0"033  ,    :(£),  =  -  0'585  ,    t(2)s  =  +  0'488 

z(3),  =  -  0.547  ,    s;:J;2  =  -f-  0.490  ,    2(3),  =  -+-  0.546 

t(4),  =  -h  0.352  ,    r(4),  =  ■+-  0.404 

2(«),  =  —  0.144 

2(fe),  ==  —  0.174 

•«(2),  =  H-  1  "332  ,  *(2),  =  ■+-  0"703 
z(3)4  =  —  0.153  ,    2(3)5  =  -+-  1.258 

i  und  zieht  man  diese  von  den  im  Art.  1 1 0  enthaltenen  Werthen  der  y(r)t 
ab,  so  ergeben  sich  die  folgenden  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Rich- 
tungen, 


63M4'10"000  , 

27°  55'  7"000 

96  29  53.582  , 

*;2)2 

45  16  35.887 

308  51  38.030  , 

64  53  36.811 

215  58  (G.5I4  . 

342  17  1  1.425 

1 06    5  29.76 1  , 

x(bh 

269  57  22.872  , 

*(1)3 

179*43'  9  "000  , 

x(1)4 

88«37'44"000 

243  45  34.193  . 

x(2)4 

1  28  57  57.503 

268  36  49.352  , 

x{3), 

170  26  40.832 

x[i),  =  252°59'37"000 
*(2)5  =  276  32  44.769 
x(3)„  =  359  40  36.523 

Vergleicht  man  die  hieraus  folgenden  Winkel  mit  denen  des  Art. 
96.  die  durch  das  erste  Verfahren  erhalten  worden  sind,  so  wird  man 
eine  üebereinstimmung  finden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lüsst. 

Will  man  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  u[m)t  kennen  ler- 
nen ,  so  dient  dazu  wieder  der  Ausdruck 

m-i  9 

für  welchen  die  Bemerkungen  des  Art.  1 1 1  wieder  gelten. 

1  T6. 

Die  Berechnung  der  Gewichte  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Verfah- 
ren im  Allgemeinen  dieselbe  wie  beim  ersten  Verfahren ,  nur  findet  in 
Bezug  auf  die  der  Winkel  af(r)t— «(I),  eine  Ausnahme  statt.  Da  diese 
Winkel  gegenwartig  die  Unbekannten  selbst  sind .  so  föllt  die  Berech- 
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ming  der  Grössen  in  deren  Bezeichnung  M  vorkommt  weg,  und  es  ist 
nach  den  Ausdrücken  der  Artt.  44  u.  48  zu  verfahren. 
Als  Beispiel  soll  hier  das  Gewicht  des  Winkels 

3(2),  -  *(1), 

berechnet  werden ,  welches  im  Art.  97  nach  dem  ersten  Verfahren  schon 
berechnet  wurde.  In  der  hier  eingeführten  Bezeichnung  giebt  der  Art. 
44  sogleich 

*W  —  (S,t,i)i  ~  (M»*)t  (M**h 
und  aus  dem  Art.  48  bekommt  man 

ftUM),  =  ««,!/),  +/(«,/),.  (*), 

/•(2.///J),  =  /-  z.///},  + /(2./)t .  (3), 

/•(2,/V.I),  =  f(2,/F)i  H-  .  (4), 

etc.  etc. 


/•(2.I//.2),  =  +  AW)|.(3>, 

/•(2./V.2),  =  /-2,/VM)t  +/{2,/Al),  .(4, 
etc.  etc. 


/(2,/V,3),  =  /-(2,/V.2),  +  A27//.2),  .  (4>,  ■ 
etc.  etc. 
elc.  etc. 

u!9\  (M}'1   ■   r*.H,*U*    .   AM".«).'  Air 

 (T^p      f//,//(4:  -t-  ,///,///,«;  eic- 

folgt.  Das  Gewicht  P  wird  hierauf 

P  =  4 

Kur  unser  Beispiel  bekommt  man 

7r(2:,  =  0.13G25 
^(2,/)!  =  -  0.00807  ,    f(8,fF,3),  =  —  0.01777 
/-(2,7/J),  =  4-  0.11934  ,     f(2,F.4),  =  -I-  0.08540 
/•(2,///,2),  =  -  0.03213  ,  =  -  0.00217 

=  0.06200 

und  hiemit 

P  =  13,47 

wie  im  Art.  97. 

117. 

Ks  soll  als  zweites  Beispiel  hier  noch  das  Gewicht  von 

«(•1)3 
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berechnet  werden,  welcher  Bogen  mit  dem  Aggregat  u(\)3  + x{\)3  des 
ersten  Verfahrens  identisch  ist.  Das  Verfahren  des  vor.  Art.  ist  hier  nichl 
zulassig,  sondern  es  niuss  statt  dessen  das  allgemeine  Verfahren  ange- 
wandt werden.  Da  hier 

ist,  so  wird  Jl=  —  und  folglich 

k{2),  =  -  l  ,    fc(3),  =  0 

und  ferner  wird 

(37.2),  =  fc(2),  =  -  \ 
(Jf,3),  =  #/'.  *(2),  -  -(9.3178) 
Hiemit  wird  zuerst 

/»'  =  0.02242 

mit  dem  Art.  101  Ubereinstimmend,  obgleich  die  Hülfsgrössen  hier  ganz 
andere  Werthe  haben  wie  dort.  Man  erhalt  ferner 

(7,3/)  ss  -h  0.01809  ,    (77,3/)  =  —  0.04484 
(777,37)  =  (7V.37)  =  (V.M)  =  'JIM)  =  0 

wie  im  Art.  101 ,  und  hieraus  folgt  schon  ohne  weitere  Fortsetzung  der 
Rechnung,  dass  dasselbe  Gewicht  wie  dort,  nemlich 

P  =  67,37 

erhallen  wird.  Man  sieht  hieraus,  dass  beide  Verfahren,  ungeachtet 
ihrer  Verschiedenheit ,  für  die  Winkel .  die  Übrigen  bestimmten  Bögen, 
und  für  die  Gewichte  dieselben  Resultate  geben ,  wie  auch  nicht  anders 
sein  kann. 

118. 

Vergleicht  man  diese  beiden  Verfahrungsarten  in  Bezug  auf  die 
Arbeit,  die  sie  verursachen  mit  einander,  so  scheint  das  Unheil  darüber 
sich  zu  Gunsten  des  ersten  Verfahrens  zu  neigen.  Das  letzte  Verfahren 
führt  freilich  in  seinem  letzten  Theil  auf  eine  geringere  Anzahl  von  Aus- 
drucken wie  jenes,  indem  in  den  für  die  t]  und  z  auf  jeder  Station  Ein  Aus- 
druck weniger  vorhanden  ist,  dagegen  sind  aber  die  zu  berechnenden 
Hülfsgrössen  in  diesem  Verfahren  zusammengesetzter  wie  in  dem  Vor- 
hergehenden, da  sie  aus  einer  grösseren  Anzahl  von  Gliedern  bestehen. 
Mir  scheint,  dass  die  Gesammtwirkung  dieser  beiden,  einander  entge- 
gengesetzten ,  Umstünde  zu  Gunsten  des  ersten  Verfahrens  ausfallt.  Es 
kann  übrigens  Jeder  bei  der  Ausgleichung  eines  DreiecksneUes  sich  ohne 
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vergebliche  Muhe  ein  Urlheil  über  die  relative  Kürze  dieser  beiden  Ver- 
fahrungsartcn  bilden ,  denn  Nichts  hindert  sie  untermischt  anzuwenden. 
Man  kann  ohne  Nachtheil  für  das  Resultat  auf  einigen  Stationen  die  eine, 
und  auf  anderen  Stationen  die  andere  dieser  beiden  Verfahrungsarten 
anwenden. 

§.  5.  Ausdehnung  des  im  Vorhergrhenden  entwickelten  Verfahrens  auf 
den  Fall,  in  welchem  mehr  wie  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  ist, 
oder  man  das  Dreieck  snetx  an  ein  benachbartes  anschliessen  will. 

419. 

Im  Vorhergehenden  ist  immer  angenommen  worden ,  dass  in  dem 
Dreiecksnetz  nur  Eine  Seite  gegeben ,  oder  mit  anderen  Worten  nur 
Eine  Grundlinie  gemessen  worden  sei,  wir  wollen  aber  jetzt  zur  Be- 
trachtung des  Falles,  wo  zwei  oder  mehr  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  Ubergehen.  Nehmen  wir  zuerst  zwei  gemessene  Grundlinien 
an,  dann  ist  klar,  dass  ausser  den  im  Vorhergehenden  erklärten  Bedin- 
gungsgleichungen noch  Eine  vorhanden  ist.  Diese  kann  immer  auf  die- 
selbe Form  gebracht  werden  wie  die  zweite  Gattung  der  übrigen  Bedin- 
gungsgleichungen, nur  statt  des  Gliedes  =  1  tritt  das  Verhältniss  der  beiden 
Grundlinien  ein.    Die  neue  Bedingungsgleichung  ist  daher  immer 

sin  \x\a)  —  x\b)]  sin  '  x'.c)  -  x(d)]  .  . .  /T_    ~ 

sin  [x{a'l-x(b')}sin[xlc')-x{d'}]  .  .  .  B  ~~ 

wenn  B  und  B'  die  beiden  gemessenen  Grundlinien,  und  x{a),  x(b),  x'c), 
x{d),  etc.  x{d),  x{b'\,  x{c),  x(d),  etc.  gewisse  gemessene  oder  beobach- 
tete Richtungen  sind.  Wenn  mehr  wie  zwei  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  so  kommen  noch  mehrere  Bedingungsgleichungen  wie  die 
vorstehende  hinzu ,  und  zwar  ist  die  Anzahl  dieser  dritten  Gattung  im- 
mer =  (m — 1),  wenn  m  Grundlinien  gemessen  worden  sind. 

Wenn  z.  B.  in  dem  oben  behandelten  Beispiel  die  Linien  Seeberg- 
Inselsberg  und  Warte -Wachsenburg  unmittelbar  gemessen  waren,  so 
wurde  ausser  den  angeführten  sechs  Bedingungsgleichungen ,  noch  die 
folgende  siebente  vorhanden  sein, 

sin  [a;:8'1-g(t)|-0"1«0]  sin  [x{l}3-x{i)i-0"iU)    B'  q 

sin  [x(<)s-Xi,4)2-0.U0]  sin  [x,i:i-x.<)4— 0.*H]  B 

WO 

B  =  Seite  (Warte- Wachsen hurg) 
B  ss  Seite  (Seeberg-Inselsberg) 
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sind,  und  diese  Bedingungsgleiehung  halte  sofort  den  übrigen  sechs  des 
Art.  9t  hinzugefügt,  und  eben  so  behandelt  werden  müssen. 

120. 

Bleiben  wir  bei  der  Annahme  von  zwei  gemessenen  Grundlinien 
stehen ,  da  das  Hinzukommen  von  mehreren  nur  die  Wiederholung  des- 
selben Verfahrens  verlangt.  Nachdem  die  Ausgleichungen  auf  den  Sta- 
tionen ausgeführt  worden  sind,  sind  in  die  Bedingungsgleichung  des 
vor.  Art.  nicht  nur  die  Werthe  der  Richtungen,  die  im  Vorhergehenden 
mit  y(r)t  bezeichnet  worden  sind ,  sondern  auch  die  durch  die  Messun- 
gen gefundenen  Werthe  der  Grundlinien  Ii  und  /?'  zu  Substituten.  Diese 
Gleichung  wird  nun  im  Allgemeinen  so  wenig  wie  die  übrigen  Bedin- 
gungsgleichungen den  Werth  Null  geben  .  sondern  statt  dessen  einen  an- 
deren ,  den  ich  den  früheren  Bezeichnungen  analog  F(B)  nennen  werde. 
Die  Einheit  von  F(ß)  sei ,  wie  oben  bei  den  ahnlichen  Grössen,  die  sie- 
bente Stelle  des  Briggischen  Logarithmus. 

Durch  die  Differentiation  unserer  Gleichung,  nachdem  sie  auf  die 
logarithmische  Form  gebracht  worden  ist,  erhallen  wir 

'*  cotg  [or(a)— .r(6)irf[j:(o}— x[b)]+  *co%[x(c)—x($}ö[4c)—x{d)\  +  ... 
-fcotg[x(aO-.tf&>W 

■+■  Jf  dB  —      dB'  H-  F(B)  =  0 

und  in  dieser  Form  ist  diese  Gleichung  als  eine  der  Gleichungen  (30)  der 
allgemeinen  Aufgabe  zu  betrachten,  und  demgemSss  eben  so  zu  behan- 
deln wie  im  Vorhergehenden  von  den  übrigen  Bedingungsgleichungen 
gezeigt  worden  ist.  Damit  in  den  Verbesserungeu  der  Richtungen  wie- 
der die  Secunde ,  und  in  den  Verbesserungen  dB  und  dB  der  Grund- 
linien dieselbe  Einheil,  in  welcher  diese  ausgedrückt  sind  zur  Einheit 
werde ,  ist  mit  Rücksicht  auf  die  schon  festgesetzte  Einheit  von  F(B),  M 
dein  Zehnmillionfachen  des  Moduls  der  Briggischen  Logarithmen,  und 
r  =  206265"  zu  setzen.  Es  wird  daher 

log  3/  =  6.63778 
logr  =  5.3U43 

Die  Coefßcienten  der  Verbesserungen  der  Richtungen  werden  also  eben 
so  berechnet  wie  oben  in  den  Bedingungsgleichungen  zweiter  Gattung. 
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121. 

Man  würde  nun  die  Auflösung  der  vorliegenden  Aufgabe,  blos  mit 
dem  Unterschiede,  dass  zu  den  Unbekannten  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe, in  welcher  nur  Eine  Grundlinie  vorausgesetzt  ist,  die  beiden 
neuen  Unbekannten  dB  und  dB  hinzugekommen  sind,  nach  den  im  Vor- 
hergehenden abgeleiteten  Erklärungen  und  Vorschriften  rationel  zu  Ende 
führen  können .  wenn  uicht  noch  eine  Bedingung  zu  erfüllen  wäre ,  die 
so  beschaffen  ist,  dass  sie,  gegenwartig  wenigstens,  gar  nicht  erfüllt 
werden  kann. 

Das  Messen  eines  Winkels  (oder  einer  Richtung)  und  das  Messen 
einer  Grundlinie  sind  zwei  gänzlich  von  einander  verschiedene  Opera- 
tionen, die  eine  directe  Vergleichung  ihrer  relativen  Genauigkeit  gar 
nicht  zulassen ,  aber  dennoch  muss  man .  um  die  im  vor.  Art.  erhaltene 
Gleichung  in  Verbindung  mit  den  übrigen  Bedingungsgleichungen  der 
Aufgabe  weiter  behandeln  zu  können,  ein  Maass  der  relativen  Genauig- 
keit zwischen  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  und  Grundlinienmes-  t 
sungen  kennen ,  indem  in  derselben  sowohl  die  wahrscheinlichsten  Ver- 
besserungen dieser  wie  die  jener  die  Unbekannten  sind.  Man  muss,  mit 
anderen  Worten,  den  Kehler  der  Grundlinienmessungen  kennen,  der 
dieselbe  Wahrscheinlichkeit  besitzt ,  wie  der  Fehler  von  einer  Secunde 
in  den  Winkel-  oder  Richtungsmessungen,  und  hieraus  die  Gewichte  be- 
stimmen, welche  dB  und  dB'  beizulegen  sind,  wahrend  die  Gewichte  der 
Winkel-  oder  Richtungsmessungen  gleich  Eins  gesetzt  werden. 

Von  den  mittleren  Fehlern ,  womit  die  Messungen  verschiedener 
Grundlinien  behaftet  sind,  lässt  sich  im  Voraus  nur  wenig  sagen.  Von 
zwei  Grundlinien,  die  unter  völlig  gleichen  Umständen  gemessen  sind, 
lässt  sich  mit  Gewissheit  behaupten,  dass  der  mittlere  Fehler  der  län- 
geren grösser  sein  muss ,  wie  der  der  kürzeren .  denn  die  Fehlerquellen 
wiederholen  sich  bei  jener  öfterer  wie  bei  dieser,  aber  dass  die  minie- 
ren Fehler  solcher  Grundlinien  ihren  Längen  proportional  sein  sollten, 
wie  zuweilen  behauptet  worden  ist,  muss  bestritten  werden.  Wenn  an- 
genommen werden  dürfte,  dass  bei  allen  möglichen  Fehlerquellen  gleiche 
positive  und  negative  Fehler  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hatten,  so  würde 
man  die  mittleren  Fehler  mehrerer  unter  völlig  gleichen  Umständen  ge- 
messenen Grundlinien  den  Quadratwurzeln  aus  ihren  Längen  proportio- 
nal setzen  können ,  aber  diese  Annahme  ist  auch  nicht  in  aller  Strenge 
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richtig,  da  es  Fehlerquellen  giebt,  die  stets  in  demselben  Sinne  wirken, 
z.  ß.  die  Fehler  der  Etalonirung  der  Messstangen. 

Um  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  eines  gegebenen  Fehlers  in  der 
Messung  einer  Grundlinie  mit  annehmbarer  Annäherung  bestimmen  zu 
können ,  mUsste  man  diese  Grundlinie  zu  vielen  wiederholten  Malen  ge- 
messen haben,  aber  solche  Wiederholungen  dieser  Messungen  liegen 
gegenwärtig,  wenigstens  öffentlich,  gar  nicht  vor,  und  die  Schwierig- 
keit derselben,  so  wie  der  Zeil-  und  Kostenaufwand,  den  sie  erfordern, 
veranlassen  die  Annahme ,  dass  sie  so  bald  noch  nicht  in  der  im  Allge- 
meinen erforderlichen  Ausdehnung  vorhanden  sein  werden*).  Man  kann 
daher  auch  nicht  die  zur  rationellen  Anwendung  der  Gleichungen  des 
vor.  Art.  erforderliche  Bestimmung  der  Gewichte  der  Messungen  der 
Grundlinien  in  Bezug  auf  die  der  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  aus- 
führen ,  und  muss  daher  vor  der  Hand  von  der  strengen  Benutzung  der- 
selben absehen. 

122. 

Der  Fehler  in  den  Messungen  der  Grundlinien,  die  mit  den  besten 
Apparaten  und  der  grössten  Sorgfalt  ausgeführt  sind,  dessen  Wahr- 
scheinlichkeit der  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  von  Einer  Secunde 
in  den  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  gleichkommt,  ist  gewiss  ein 
sehr  kleiner  Theil  eines  Meters ,  und  bezeichnet  man  ihn  für  die  ver- 
schiedenen Grundlinien  mit  |,  y,  etc.  Meter,  so  werden  p,  p\  etc. 

grosse  Zahlen  sein.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  müssen  nun  den  Be- 
stimmungen der  Grundlinien  die  Gewichte  p\  p'2,  etc.  beigelegt  werden 
wenn  man  den  Bestimmungen  der  Richtungen  das  Gewicht  =  1  beilegt. 
Aber  im  Laufe  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  treten  diese  Gewichte  in 
die  Nenner  der  Coefficienten  <Jer  Gleichungen  ein ,  und  es  wird  dadurch 
bewirkt,  dass  in  den  Endgleichungen  die  Coefficienten  der  Verbesserun- 
gen der  Grundlinien  mit  weit  kleineren  Coeflficienten  behaftet  sind,  wie 
die  der  Richtungen  oder  Winkel.  Die  Verbesserungen  der  Grundlinien 
werden  daher  selbst  sehr  klein ,  und  äussern  eine  geringe  Rückwirkung 


*)  Dem  Vernehmen  nach  besitzt  die  Sternwarte  Pulkowa,  als  Lehrmittel  für 
die  angehenden  Geodäten ,  eine  Probebasis  nebst  den  dazu  gehörigen  Messapparaten. 
Es  würde  gewiss  von  Nutzen  sein ,  wenn  die  damit  gewonnenen  Erfahrungen  ver- 
öffentlicht würden. 
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auf  die  der  Richtungen  oder  Winkel,  und  können  daher  ohne  erhebliche 
Fehler  in  den  letzleren  zu  veranlassen ,  Ubergangen  werden ;  man  kann, 
mathematisch  zu  reden ,  die  Gewichte  der  Grundlinien  in  Bezug  auf  die 
der  Winkel  oder  Richtungen  unendlich  gross  setzen ,  wodurch  die  Ver- 
besserungen jener  Null  werden.  Die  Gleichung  des  Art.  119  nimmt 
hierauf  die  folgende  Form  an. 

%tg[*(a)  -x?b)]d[xla)  - *(6)]+£colg[*(c)  -x{d)]d[x{c) -x(d )]+... 

'  -?colg[x{ayx{b)]d[x{a)-x{b)]-Mrcolg[x^  =  0 

und  wird  den  Bedingungsgleichungen  zweiter  Gattung  völlig  ahnlich. 
Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  besitzt  nun  die  Eigenschaft ,  dass  nicht 
nur  den  Bedingungen  zwischen  den  Winkeln  desselben  vollständig  GnUge 
geleistet  wird,  sondern  auch  alle  gemessenen  Grundlinien  genau  darge- 
stellt werden. 

123. 

Es  wird  nicht  undienlich  sein  das  Vorhergehende  mit  einigen  Bei-  ■ 
spielen  der  einfachsten  Art  zu  erläutern.  Es  soll  zuerst  das  Dreiecksnetz 
aus  einem  einzigen  Dreieck  bestehen ,  in  welchem  alle  drei  Winkel  und 
zwei  Seiten  gemessen  worden  sind.  Ich  nehme  an ,  dass  man  erhalten 
habe 

«  =  40°  0'  0"00 
ß  =  65  0  0.00 
y  =  75   0  3.00 

a  =  1000.000 
b  =  1409.978 

und  dass  die  Seite  a  dem  Winkel  a,  die  Seite  b  dem  Winkel  ß  gegen- 
über liege.  Hier  finden  zwei  Bedingungsgleichungen  statt,  nemlich, 
wenn  der  sphärische  Ueberschuss  übergangen  wird, 

«  +  ß  +  y  _  1 80°  =  0 

sin  «           _o_    ^ 


Meter 


sin/}  b 

Die  Substitution  der  vorstehenden  Werthe  hierin  giebt 

F[I)  =  +3  00  ,    F{II)  =  +41 

und  durch  die  Differentiation  erhält  man,  mit  Weglassung  der  Aende- 
rungen  von  a  und  6, 
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du  +  d,i  +  3"00  =  0 
-+-  25.092*«  —  ».8484ß  -4-41=0 
und  hieraus  entsteht  die  folgende  Zusammenstellung 


r 

qlr,l) 

a 

+  1 

+(1.39951) 

ß 

-hl 

—(0.99202) 

y 

-hl 

0 

Setzt  man  nun  das  Gewicht  der  Winkel  =  1 .  so  werden  q{rj)  =  fr,l), 
D.  s.  w.  und  folglich 

(/,/)  =  3  ,    (/,//}  =  +15.274  ,     //,//)  =  726.02 

woraus  man 

(/)  =  +  0"7979  ,    (//)  =  +;8.59862)  ,    W  =  4.021 
und  hiemit 

z(a)  =  +  V794 
i(ß)  =  +0.408 
z(y)  =  +0.798 

bekommt.  Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Winkel  werden  also 

«  =  39°  59'  58*206 
ß  =  64  59  59.592 
Y  am  75    0  2.202 

wahrend  die  Seiten  oder  Grundlinien  unverändert  bleiben. 

124. 

Es  soll  jetzt  dasselbe  Beispiel  mit  der  Abänderung  vorgenommen 
werden,  dass  für  die  relative  Genauigkeit  der  Messungen  der  Winkel 
und  der  Grundlinien  eine  Hypothese  aufgestellt  wird.  Indem  ich  an- 
nehme, dass  Eine  Secunde  Fehler  in  den  Winkelmessungen  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  habe  wie  der  Fehler  von  einem  halben  Millimeter  in 
der  Messung  einer  Grundlinie  von  Tausend  Metern  Länge,  meine  ich 
eine  Hypothese  aufgestellt  zu  haben,  die  wohl  zuweilen  mit  dem  wahren 
Sachverhalt  übereinstimmen  kann .  lasse  übrigens  Jedem  unbenommen, 
dafür  eine  andere  einzuführen ,  wenn  grössere  Erfahrungen  im  Messen 
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von  Grundlinien  dafür  sprechen  sollten.  Da  meine  Annahme  hypothetisch 
ist.  so  soll  sie  für  beide  Grundlinien  unverändert  gelten.  Die  erste  Zu- 
sammenstellung wird  jetzt 


r 

?(r,//) 

u 

ß 

y 

a 
b 

+1 
+1 
+1 

0 
0 

-Hfl. 39954) 
-(0.99202) 
0 

—(3.03778) 
+(3.48857) 

wo  die  a  und  b  gegenüberstehenden  Zahlen .  dem  Art.  1 20  gemäss ,  die 

Werthe  von  *  und  +  ~  sind.  Da  der  obigen  Hypothese  zufolge 

das  Gewicht  der  Grundlinien  =  (2000)2  gesetzt  werden  muss,  wahrend 
das  der  Winkel  =  I  ist.  so  ergiebt  sich  die  folgende  Zusammenstellung 


r 

flr.I) 

/>,//] 

er 

+1 

+i  1.3995  41 

ß 

+  1 

—  0.99202) 

Y 

+  1 

0 

a 

0 

-(7.03572-10) 

b 

0 

+(6.88651-10) 

Hiemit  werden  nach  und  nach 

(/,/)  =  3  ,    (/,//)  =  +15.274  ,    (//,//)  =  733.11 
(/)    =  -|-  0"8001 
(//)  =  +(8.59390) 
W   =  4.010 

z'a)  hs  +1"785  ,  z[a)  =  -0m000044 
z{ß)  =  +0.415.  z[b)  =  +0.000030 
z(Y)  =  +0.800  . 

«  =  39°  59'  58*215  ,  a  =  1000w000044 
ß  =  64  59  59.585  ,  6  =  1409.977970 
Y  =  75    0  2.200 

Diese  Werthe  der  Winkel  sind  keine  volle  Hundertstelsecunde  von  den 
vorher  erhaltenen  verschieden ,  und  die  Aenderungen  der  Grundlinien 
höchst  unbedeutend.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  hat  sich  un- 
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bedeutend  verkleinert,  indem  sie  nur  0.011  kleiner  geworden  ist,  wie 
bei  der  vorhergegangenen  Behandlung  dieser  Aufgabe. 

125. 

Um  einen  zusammengesetzteren  Fall  vorzuführen  nehme  ich  an, 
dass  im  Dreiecksnetze,  welches  die  folgende  Figur  darstellt,  die  einge- 
schriebenen Winkel  und  Seilen  gemessen  seien,  die  ich  so  gewählt  habe, 
dass  nur  drei  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind. 


Die  erhaltenen  Werthe  seien  die  folgenden, 


a 

W  0'  0"00 

ß 

65    0  0.00 

r 

75    0  3.00 

d 

29  45  0.00 

e 

06  30  0.00 

t 

111  40  0.00 

e 

3*    0  0.00 

a 

1000*000 

b 

1409.978 

d 

1353.567 
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Die  beiden  ersten  Bedingungsgleichungen  sind  nun  dieselben  wie  im 
vorhergehenden  Beispiel,  und  die  drille  wird 

Mn  y  sin  rf  sin  £  d    « 

sin  «  sin  (J  +  tj  sin  ß  a 

Ferner  wird 

F  I  =  +3"00  ,    F(II)  =  +41  ,    F[!ff)  =  -27 

-  (I.3995i)du  -+-  (0.75U2}dy  -l-  (l.59267)M  +  (0.36283)* 

—  (0.92244)^  —  (1.54458)40  —  27  =  0 

und  man  bekommt,  wenn  die  Seiten  unveränderlich  angenommen 
werden, 


r 

lir.I) 

Kr,//] 

»('.Hfl 

a 

-4-1 

+(1.39954) 

—  (1.39954) 

ß 

+  1 

—  (0.99202) 

0 

Y 

-M 

0 

+  (0.75142) 

d 

0 

0 

+(1 .59267) 

0 

0 

+(0.36283) 

t 

0 

0 

—(0.92244) 

e 

0 

0 

-  1.54458) 

VJ) 


(IM)  = 

(UM)  = 


■M5.274 
726.02 


(/)  =  H 
(//)  =  "» 
(///)  -  -4 

w  = 

*(«)  =  +1"691  , 
ziß)  =  +0.145, 
z(y)  ==  +1.164  , 

und  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

«  =  39»  59'  58  .309  , 
ß  =  64  59  59.855  , 
y  =  75    0     I.836  , 


(7/,///)  - 
(///,///)  = 

0"9045 
(8.88837) 
(8.66273) 

4.642 

Z(Ö)  : 
*M  « 

*(Ö  = 

*(*)  : 


■  629.63 
3496.9 


+  1"80l 
+0.106 
—0.385 
-1.612 


d  =  29«  44'  58  199 
*  =  66  29  59.894 
£  =11  1  40  0.385 
0  =  31     0  1.612 
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120. 


Nimmt  man  auch  auf  die  Aenderungen  der  Seiten  oder  Grundlinien 
dieses  Beispiels  Rücksicht ,  und  nimmt  das  Gewicht  derselben  eben  so 
an  wie  oben,  so  ergeben  .»ich  die  folgenden  Zusammenstellungen 


r 

»Cr,/] 

qr.ll 

f[r,l) 

f(r,Il) 

fir.ni) 

« 

-4-1 

+(1.39954) 

—(1.39954) 

TT 

+(1.39934) 

—(1.39954) 

ß 

+  1 

(0.99202) 

0 

+i 

—  (0.99202) 

0 

y 

-H 

0 

+(0.75142) 

+i 

0 

+(0.75142) 

0 

0 

+(1.39267; 

0 

0 

+(1.59267) 

0 

0 

+(0.36283) 

0 

0 

+(0.36283) 

b 

0 

0 

—  0.92244) 

0 

0 

—(0.92244) 

0 

0 

0 

—  (1.54438 

0 

0 

—(1.54458 

a 

0 

—(3  63778) 

+(3.63778) 

0 

—(7.03572) 

+(7.03572j 

h 

0 

+(3.48857) 

0 

0 

+(6.88651) 

0 

d 

0 

0 

—  (3.50630) 

0 

0 

-(6.90424) 

(/,/)  =  3.    (/,//)=  +15.274  .  (/,///) 
(////)=    733.11    .  (//,///) 

(///,  ///) 

(/)  =  +  0*9065 

(//)  =  +{8.88453) 

(///)  =  +(8.66071) 

W  =  4.626 

z[a)  =  +1*681  ,    z[d)  =  +1*792  ,  z(a)  . 

z(,i)  =  +0.I54,    2»  =  +0.I06,  2(6)  » 

z,y)  =  +I.I65  .    z(£)  =  -0.383  .  zd)  i 

z(0)  =  —1.604 


—  19.450 
—634.35 
3504.2 


— 0W0000335 
+0.0000590 
-0.0000367 


und  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

a  css  39*59'  58*319  . 
ß  =  64  59  59.846  , 
y  =  75    0    1.835  . 


A  =    29"  44'  58*208 

t  =    66  29  59.894 

;  =  111  40  0.383 

0  =    31    0  1.604 

a  =  1000w,0000335 
/,  =  1409.9779410 

,/  =  1353. 5670367 
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Diese  Werthe  der  Winkel  sind  von  denen  des  vor.  Art.  höchstens  0"01 
verschieden ,  und  die  Verbesserungen  der  Seiten  oder  Grundlinien  sind 
wieder  sehr  klein.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  durch  die 
Zuziehung  der  Aenderungen  der  Grundlinien  nur  0.016  kleiner  ge- 
worden. 

127. 

Das  Messen  von  mehr  wie  Einer  Grundlinie  in  einem  Dreiecksnetze 
tragt  wesentlich  zur  genaueren  Bestimmung  der  einzelnen  Stücke  des- 
selben bei .  und  darf  daher  nie  in  einem  Netze  von  bedeutender  Aus- 
dehnung unterlassen  werden.  In  der  Ausgleichung  des  Dreiecksnetzes 
spricht  sich  diese  grössere  Genauigkeit  dadurch  aus,  dass  die  Gewichte 
der  Unbekannten  grösser  werden,  und  die  Vergrösserung  dieser  kann  in 
einzelnen  Fallen  bedeutend  werden.  Um  hievon  ein  Beispiel  zu  geben, 
will  ich  annehmen,  dass  in  dem  Dreiecksnetze,  welches  im  Vorher- 
gehenden zum  Hauptbeispiel  gedient  hat,  und  im  Art.  91  abgebildet  ist, 
die  beiden  Seiten  und  (2)(4)  direct  gemessen  worden  seien.  Aus- 
ser den  bisherigen  sechs  Bedingungsgleichungen  erhalten  wir  jetzt  eine 
siebente,  und  diese  ist  die  im  Art.  103  erhaltene  Relation  zwischen  den 
beiden  eben  genannten  Seiten .  die  aber  jetzt  wie  folgt  gestellt  werden 
muss, 

Sin  [x  3|-.f  <  |-0"H0!  »in  [x 3  3-xiä;3-0"aH]  |S)f4)       _  « 

•iO  [s{Vlt— 0"H0  sio  : r  i  4-xM  4-0"iH  (I   3;  ~~ 

Um  diese  Sache  möglichst  kurz  behandeln  zu  können  will  ich  anneh- 
men.  dass  die  für  diese  beiden  Seiten  oder  Grundlinien  erhaltenen 
Werthe  dieselben  seien  die  a.  a.  0.  erhalten  wurden,  woraus  die  Folge 
ist,  dass  die  oben  für  die  Winkel  dieses  Dreiecksnetzes  erhaltenen, 
wahrscheinlichsten  Werthe  sowohl  wie  die  Summe  der  übrig  bleibenden 
Fehlerquadrate  dieselben  bleiben  müssen. 

128. 

Das  Differential  der  eben  aulgestellten  neuen  Bedingungsgleichung 
ist  nun 

-l-  I  0627Ar(4)i — 1 .0627Ar(3),— 20.596ÄF(1>,H-20.596Är(4), 

—  45.454  Ar  2 ;,+  45.454Ar(:i ;:,-i-24.79Mr(1),— 24.79iAr  2),- 21. 1=0 

indem  die  Substitution  der  Werthe  der  ijii  t  des  Art.  89  in  diese  Bedin- 
gungsgleichung 
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F(VII)  =  -21.1 

giebt.  Die  Tafeln  der  Artl.  93  u.  94  bekommen  jetzt  in  Bezug  auf  die 
neu  eingeführte  Bedingungsgleichung  die  folgenden  Zusätze, 


r 

s 

loggfr.K//], 

logijy.r//). 

log  Q{r,VII), 

logflr.Vll}, 

1 

2 
3 
4 
a 
b 

1 

2 
3 
4 

1 

0.02641» 
U.Uzo*l 

0.02641» 

9.9ooJö 
9.14832 
9.01038 

8.68071» 

o.ooo  1  O 

7.64415 
7.80770 

7.38719» 
8.54988» 

n.yzUO  7 

7.88050 
7.80770 

Q 

z 

I.Olo  /  ort 

1.31378 

1.31378 

n  (i  i)  j  r  i  „ 
y.yZ»o  1 » 

9.90906 

y.yz&oin 
9.33596» 
9.21035 
9.90906 

1 

2 
3 

1 

2 
3 

1 

2 
3 

3 
4 

1.65757» 
1.65757 

1.65757» 
1.65757 

0.2 1 572« 
0.53379 

0.21572» 
0.53379 

1.39436 
1.39436n 

1.39436 
1.39436» 

0.34363 
0.21235» 

0.34363 
0.21235» 

5 

und  hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe  der  Coefficienten  der 
Endgleichungen,  die  denen  des  Art.  95  hinzuzufügen  sind, 

(I.W)  =  +  1.2603,  (V,V//)  =  +0.4577 

fJLYII)  =  —1.6457,  (V/V//)  =  +2.8900 

I///.V//)  =  +  1.0885,  (V//V//)  =  359.35 

(/V,V//  =  —0.1398 

Die  Ergänzung  der  Auflösung  der  Endgleichungen  giebt  nun 

(7),  =  -(0.47740)  ,       (7),  =  -(0.06444) 
(7  ,  =  +(0.59234)  ,       (7),  =  -(9.97330) 
(7)3  =  -U24687)  ,       (7,t;  =  -(1.83334) 
(V//.V//,6   =  (2.19962)  ,    /f7  -  II,  =  0.000001  =  0 
(V//)  =  +0.00024  =  0 
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die  sich  den ,  auf  ahnliche  Weise  bezeichneten  Grossen  des  Art.  95  an- 
sehliessen.  Aus  diesen  Werthcn  von  (VII)  und  fi7  —  fl6,  welche  =  0 
zu  erachten  sind,  zeigt  sich  die  obige  Behauptung  bestätigt,  dass  sowohl 
die  Werthe  der  Unbekannten,  wie  die  Summe  der  Fehlerquadrate  un- 
verändert bleiben. 

129. 

Im  Art.  103  fanden  wir  das  Gewicht  der  Seite  Warte- Wachsen- 
burg, oder  (2)(4),  in  sofern  dieselbe  aus  der  Seile  Seeberg -Inselsberg, 
oder  (1}(3),  bestimmt  wird,  =  341.2,  es  folgt  aber  aus  dem  Art.  52, 
dass  dieses  Gewicht  jetzt  unendlich  gross  gefunden  werden  muss.  Um 
zu  zeigen ,  dass  die  Rechnung  es  jetzt  in  der  That  so  giebt ,  ist  zu  be- 
merken, dass  dem  im  Art.  103  erhaltenen  Werthe  von  S  der  Werth  des 
Gliedes 

[VU,M,*?_ 
{VU.YU) 

hinzugefügt  werden  muss,  und  die  Rechnung  weiter  keine  Aenderung 
erleidet.  Nun  6ndet  man  aber  leicht  aus  den  vorhergehenden  Zahlen- 
angaben 

{VILM)  =  +1.54558,    (V//,3/,ö)  =  +0.68116 

hieraus 

Wwf  =  0.0029301 
und  wenn  man  diesen  Werth  dem  a.  a.  0.  für  S  erhaltenen  hinzufügt 

S  =  0.0066477  =  H 

folglich 

P  =  oo 

wie  es  sein  muss. 

130. 

Um  an  einem  Beispiel  zu  zeigen  wie  gross  die  Vergrößerung  des 
Gewichts  unter  Umstanden  werden  kann,  soll  das  Gewicht  der  Seite 
Seeberg -Warte,  oder  (l)(2),  in  Bezug  auf  die  Seite  Seeberg  -  Inselsberg, 
oder  (1)(3),  berechnet  werden.  Der  Ausdruck  ist,  mit  Weglassung  der 
sphärischen  UeberschUsse ,  die  hier  nicht  in  Betracht  kommen ,  da  die 
genaue  Berechnung  der  Seite  selbst  für  unsern  Zweck  überflüssig  ist, 

(i\tn\           sin  iJ:ii)3-g(<j3]  sin  [j-;<ja-*i<:aj  /JVQ\ 

\  f\  f  ~~  »in  l*(ljf-*(1)t]  «in  [ac{S)s-ar;*)5l  ^Aö' 
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Da  hieraus  mit  ausreichender  Genauigkeit 

log  (1)(2)  =  4.09301 

folgt,  so  gieht  die  Differentialion 

II  =  const:  -|-  0ffl02924l<)[(2)a  —  (1)3|  +  0W,1 37781  J((2):,  -  (!}>] 
-  0.0797744;3),  -        -  0.007235^(3),  -  (2),] 

folglich 

(JM)2  =  +0.079974  .  (iW,2)3  =  +0.029241 
(Jf,3),  =  -0.079974,  <M,\):,  =  -0.137781 
[M,i)2  =  -(8.20315)  ,  (Jr,2)s  =  +0,145016 
(IM),  =  -  0.29241  .  (Jf,3),  =  -0.007235 
R  =  0.0038990 

(IM)  =  —0.001507 

(ILM)  =  —0.005319.       (7/.3/.1)  0.005582 

IHM)  =  +0.014220,  (7//,j»/,2)  =  +0.011898 

(/FtJf)  =  +0.003884  .  7  V.M. 3)  =  +0.007640 

IV,M)  =  +0.000564  .  (F,Jf,4)    =  +0.002903 

(F/,Jf)  =  —0.004330  .  (V/,Af,5)  =  —0.008790 

S  =  0.0025438 
i>  =  738.0 

Dieses  ist  das  Gewicht  der  Seite  Seeberg -Warte,  wenn  man  annimmt, 
dass  nur  die  Grundlinie  Seeberg- Inselsberg  vorhanden  ist,  nimmt  man 
hingegen  an,  dass  auch  die  Grundlinie  Warte  -  Wachsenburg  gemessen 
worden  ist,  so  kommen  zu  den  vorstehenden  Grössen  noch 

{VILM)  =  -0.12806.    (V7/.3/.6)  =  +0.41955 

hinzu,  und  es  werden 

S  =  0.0036554 
P  =  4105 

also  das  Gewicht  beinahe  sechs  Mal  grösser. 

Im  Allgemeinen  verhüll  sich  diese  Sache  so.  Denkt  man  sich  ein 
aus  einer  grossen  Anzahl  von  Dreiecken  bestehendes  Netz  und  nur  Eine 
gemessene  Grundlinie,  so  werden,  unter  sonst  gleichen  Umstän- 
den, die  Dreiecksseilen,  die  in  der  Nähe  der  Grundlinie  liegen,  die 
grösslen  Gewichte  bekommen,  je  weiter  aber  eine  Dreieeksseite  von  der 
Grundlinie  entfernt  ist.  desto  kleiner  wird  ihr  Gewicht  ausfallen.  Stellt 
man  sich  nun  vor,  dass  möglichst  weit  von  jener  entfernt  eine  zweite 
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Grundlinie  gemessen  werde ,  so  werden  zwar  die  Gewichte  aller 
Dreiecksseilen  vergrössert  werden,  aber  die  bedeutendste  Vergrößerung 
der  Gewichte  wird  die  Dreiecksseiten  treffen,  die  in  der  Nahe  der  zwei- 
ten Grundlinie  liegen .  und  vorher  die  kleinsten  Gewichte  bekamen ; 
eben  so  verhält  es  sich  wenn  mehr  wie  zwei  Grundlinien  gemessen 
worden  sind. 

131. 

Mit  dem  Vorhergehenden  steht  der  Fall  in  der  engsten  Beziehung, 
dass  man  ein  auszugleichendes  Dreiecksnelz  an  ein  benachbartes,  schon 
ausgeglichenes,  anschliessen  will.  Man  kann  nemlich  immer  zwischen 
der  Anschlussseile  des  benachbarten  Netzes  und  der  nächsten  Grund- 
linie des  auszugleichenden  eine  Bedingungsgleichung  von  derselben 
Form,  wie  die  des  Art.  119,  aufstellen,  in  welcher  im  letzten  Gliede 
statt  der  einen  Grundlinie  die  Anschlusslinie  eintritt.  Diese  ßedingungs- 
gleichung  ist  den  übrigen,  die  das  auszugleichende  Dreiecksnetz  dar- 
bietet, hinzuzufügen .  und  eben  so  wie  diese  zu  behandeln.  Da  die  An- 
schlussseite  genau  dargestellt  werden  muss ,  so  ist  im  Differential  dieser 
Bedingungsgleichung  das  Differential  der  Anschlussseite  gleich  Null  zu 
setzen. 

131 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  führen  uns  auf  einen  Fall  hin,  der 
einer  gleichen  Behandlung  unterworfen  werden  kann. 

Wenn  das  auszugleichende  Dreiecksnetz  sehr  gross  ist.  so  kann  es 
sich  ereignen,  dass  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  so  gross  wird, 
dass  eine  völlig  rationelle  Berechnung  derselben  nach  dem  im  Vorher- 
gehenden entwickelten  Verfahren  ihres  grossen  Urafanges  wegen  prak- 
tisch unausführbar  wird,  und  an  die  Grenze  des  Unmöglichen  streift. 
In  diesem  Falle  kann  man  das  ganze  Netz  in  so  viele  Abtheilungen  (hei- 
len ,  dass  für  jede  derselben  die  Ausgleichung  gewiss  praktisch  ausführ- 
bar wird.  Die  erste  Abiheilung  wird  nun  ohne  Abänderung  so  ausge- 
glichen, wie  im  Vorhergehenden  erklärt  ist,  für  alle  übrigen  Abtheilungen 
führe  man  aber  die  oben  erklärte  Bedingungsgleichung  ein,  wodurch  be- 
wirkt wird,  dass  die  Anschlussseite  denselben  Werth  bekommt,  wie  in 
der  vorhergehenden  Abtheilung,  und  da  man  annehmen  muss,  dass  in 
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einem  so  grossen  Dreiecksnelzo  mehrere  Grundlinien  gemessen  worden 
seien,  so  wird  die  Bedingungsgleiehung  zwischen  der  Anschlussseite 
und  einer  in  den  vorhergehenden  Abtheilungen  noch  nicht  benutzten 
Grundlinie  aufzustellen  sein. 

Durch  dieses  Verfahren  wird  nun  zwar  nicht  in  aller  Strenge  die 
Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehlerquadrate  zu  einem 
Minimum  gemacht,  aber  der  sich  für  diese  Summe  ergebende  Werth 
wird  sehr  wenig  grösser  sein,  wie  das  Minimum. 

Es  liegt  hier  der  Satz  zu  Grunde,  der  so  häufig  in  der  angewandten 
Mathematik  benutzt  wird,  nemlich  in  den  Fällen,  wo  sich  der  strengen 
Behandlung  einer  Aufgabe  unübersteigliche  Hindernisse  entgegen  stellen, 
eine  genäherte  Auflösung  Platz  greifen  zu  lassen. 

Uebrigens  werden  bei  dem  hier  erklarten  Verfahren  alle  vorhan- 
denen trigonometrischen  Bedingungsglcichungen  vollständig  erfüllt,  und 
man  kann  daher  das  mit  den  obigen  Modiflcationen  ausgeglichene  Drei- 
ecksnetz fernerhin  eben  so  wie  jedes  andere,  völlig  strenge  ausgeglichene, 
benutzen. 

§.  6.   Rccapitnlation  der  zur  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes 
erforderlichen  Vorschriften  und  Formeln. 

133. 

Es  sind  zwar  im  Vorhergehenden  alle  Vorschriften  und  Formeln 
zum  angeführten  Zwecke  ausführlich  abgeleitet  und  erklärt  worden ,  al- 
lein es  ist  nicht  zu  vermeiden  gew  esen ,  dass  sie  abgesondert  von  ein- 
ander an  verschiedenen  Stellen  sich  befinden ,  da  die  Erklärungen  und 
Beweise  zwischen  denselben  eingeschaltet  werden  mussten.  Es  scheint 
daher  von  Nutzen  zu  sein .  diese  Vorschriften  und  Formeln  hier  neben 
einander  gestellt  nochmals  anzuführen.  Der  grösseren  Einfachheil  wegen, 
und  weil  es  am  häufigsten  so  angenommen  werden  darf,  werde  ich  hier 
annehmen,  dass  auf  jeder  Station  allen  Einstellungen  oder  Beobachtungen 
dasselbe  Gewicht,  welches  =  1  zu  setzen  ist,  beigelegt  werden  darf, 
aber  den  Fall  nicht  ausschliessen .  dass  auf  verschiedenen  Stationen  den 
einzelnen  Beobachtungen  ein  anderes  Gewicht  beigelegt  werden  muss. 
Sollte  auf  einer  und  derselben  Station  der  Fall  eintreten,  dass  verschie- 
denen Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  beigelegt  werden  müssten, 
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so  bietet  diese  Abhandlung  in  ihrem  vorhergegangenen  Inhalt  das  Ver- 
fahren dar,  welches  anzuwenden  ist. 

Allgemeine  Vorbereitung  der  Beobachtungen. 

Die  einzuführenden  Bezeichnungen  sollen  im  Allgemeinen  dieselben 
sein,  die  im  Vorhergehenden  bei  der  Berechnung  des  Beispiels  ange- 
wandt worden  sind.  Essollen  also,  um  das  wiederholte  Hinschreiben 
oft  langer  Namen  zu  vermeiden,  oder  der  Unbestimmtheit  vorzubeugen, 
die  durch  eine  Abkürzung  dieser  Namen  entstehen  könnte .  sowohl  die 
Stationen,  wie  die  auf  jeder  dieser  beobachteten  Richtungen  mit  in 
Klammern  eingeschlossenen  arabischen  Zahlen  bezeichnet  werden; 
letztere  sollen  auf  jeder  Station  mit  der  Eins  anfangen,  und  es  sollen 
denselben,  wo  eine  Unterscheidung  nothwendig  wird,  rechts  unlen  als 
Index  die  Stationsnummern  in  kleinerer  Schrift  angehängt  werden.  Bei 
ausgedehnten  Triangulationen  kann  man  sich  ein  für  alle  Mal  ein  Ver- 
zeichniss  anlegen,  welches  neben  den  Namen  aller  Dreieckspunkte ,  und 
den  auf  jeder  derselben  beobachteten  Richtungen,  die  Stations-  und 
Richtungsnummern  enthalt ,  wodurch  jedem  Irrthura  vorgebeugt  wird. 
Man  kann  auch  diese  Nummern  in  die  Karte  des  Dreiecksnetzes  ein- 
tragen. 

Es  sollen  nun  namentlich,  wenn  r  die  Richtungs-  und  s  die  Stations- 
nummern bezeichnen,  gleichwie  im  obigen  Beispiel, 

(r)#  der  vorläufig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung, 
w(r)t  die  durch  die  Ausgleichung  auf  der  Station  erhaltene  Verbes- 
serung von  (r)t,  und 
y(r)t  das  Resultat  dieser  Ausgleichung 

bedeuten,  so  dass 

y{r).  =  M.  +  «W. 

wird.  Im  ganzen  ersten  Theile  der  Auflösung  kann  man  die  Stations- 
nummer  weglassen,  und  sich  begnügen  (r),  w(r),  y[r)  zu  schreiben,  wenn 
nur  die  Stationsnummer  ein  für  alle  Mal  angegeben  wird. 

1JÜL 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station  die  Messungen  (oder  die  Beob- 
achtungen der  Richtungen)  vollendet  sind,  kann  man  in  Bezug  auf  diese 
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schon  den  ersten  Theil  der  Auflösung  unserer  Aufgabe,  nernhch  die 
Ausgleichung  aof  dieser  Station  ,  ausführen ,  ohne  dass  man  die  Vollen- 
dung der  Messungen  auf  den  andern  Stationen  abzuwarten  braucht. 

Da  die  Beobachtungen  selbst,  von  Gyrus  zu  Gyrus,  immer  so  aus- 
geführt werden  müssen,  dass  verschiedene  Punkte  des  Kreises  des 
Theodoliten  in  Anspruch  genommen  werden,  so  besteht  die  erste  Arbeit 
darin ,  dass  man  zu  den  Originalbeobachlungen  eines  jeden  Gyrus  eine 
solche  constante  Zahl  addirt,  dass  die  Richtungen  nach  jedem  Gegen- 
stände, der  eingeschnitten  worden  ist,  einander  nahe  gleich  werden ;  es 
ist  zweckmässig  diese  Constanten  ausserdem  so  zu  wählen,  dass  die 
Richtungen  nahe  die  Azimuthe  der  Gegenstande  darstellen.  Die  Azi- 
muthe  muss  man  immer  vom  Sudpunkt  des  Horizonts  nach  Westen  durch 
den  ganzen  Umkreis  zählen. 

Man  theile  nun  alle  beobachteten  Gyri  je  nach  den  in  denselben 
eingeschnillenen  Richtungen  derart  in  Gruppen,  dass  in  jeder  die- 
ser dieselben  Richtungen  ohne  Lücken  enthalten  sind.  Die  Beobach- 
tungen einer  jeden  Richtung  jeder  Gruppe  für  sich  addire  man ,  nehme 
hierauf  eine  dem  Mittel  dieser  Summe  beiläufig  entsprechende  Zahl  als 
vorläufigen  Werth  der  Richtung  an ,  und  ziehe  das  entsprechende  Viel- 
fache derselben  von  der  Summe  der  Richtungen  ab.  Die  erhaltenen 
Unterschiede  stelle  man  für  die  verschiedenen  Gruppen  von  Gyris  tabu- 
larisch  so  zusammen ,  dass  jede  Columne  die  Resultate  Einer  Gruppe 
enthält,  und  die  Beobachtungen  jeder  Richtung,  neben  dem  vorläufig 
angenommenen  Werthe  dieser  letzteren,  eine  Zeile  bilden. 

Unter  der  Bezeichnung  p,  pt,  pa,  etc.  stelle  man  jeder  Columne 
die  Zahl  der  Gyri,  aus  welcher  die  in  derselben  enthaltenen  Summen 
bestehen,  voran,  die  nachher  die  denselben  beizulegenden  Gewichte 
sind ;  auch  fuge  man  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Zahlen  jeder 
Columne  hinzu. 

Seien  a,  o,  o",  etc.  die  Summen  der  einzelnen  Beobachtungen  der 
Richtungen  der  erst  in  Betracht  gezogenen  Gruppe  von  Gyris;  a .  o'.  9tt 
etc.,  aa,  ob',  aj,  etc.  etc.  die  Summen  der  weiter  in  Betracht  zu  ziehenden 
Gruppen, 

9  —  p  .  (1)  =  *  ,    o  — •  p  .  (2)  =  *'  ,    o"  —  p  .  (3)  sb  s"  ,  etc. 

o.-p,-  Ii)  =  *  ,    a\  -  V,  .  (2)  =  i'„    a",  -  Pi  .  (3)  =  s\.  etc. 

«  -  A  •  <<)  -  ~  /'„  •  (*)  -        «"„  ~  P„  •  (3)  =  /  ,  etc. 

etc.  etc. 
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S  =  *  8  -+-  s  .  .  . 
S,  =  *+■*',  H-  «",  +  ..  . 

etc. 

und 

M  =  ~   ,    M'  =  —  ,    M"  =  ^  ,  etc. 

wenn  m,  i».  rn  ,  etc.  die  Zahl  der  Richtungen  bezeichnen,  die  in  jeder 
Gruppe  eingeschnitten  worden  sind,  dann  wird  die  Tafel  den  folgenden 
Inhalt  bekommen, 


r 

Vorl.  Werlhe. 

Anzahl  d.  Beob.  u  die  Summen  dieser. 

1  > 

p, 

etc. 

etc. 

elc. 

(1) 

•          •  • 

0 

8 

t 

8 

H 

(2) 

•           ■  • 

1 

8 

1 

8 

'» 

1 

8 

'» 

(3) 

•           •  • 

» 

8 

8 

8 

tt 

etc. 

■           •  • 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

~S~ 

s, 

etc. 

M 

wo  aber  in  den  verschiedenen  Columnen  die  Stellen  derjenigen  Summen 
leer  bleiben  werden ,  die  den  Richtungen  angehören ,  die  in  der  betr. 
Gruppe  von  Gyris  nicht  eingeschnitten  worden  sind.  Beispiele  dieser 
Tafel  findet  man  in  dem  Art.  84  u.  d.  f. 

Die  Summirungen,  die  hier  verlangt  werden,  müssen  sorgfältig 
ausgeführt  werden ,  aber  in  Folge  der  vorangegangenen  Vorbereitungen 
sind  sie  einfach,  da  man  bei  jeder  Richtung  nur  auf  die  Secunden  und 
deren  Bruchtheile  Rücksicht  zu  nehmen  braucht,  und  am  häufigsten  auch 
die  Zehnersecunden  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  ihre  Unter- 
schiede zu  beachten  nöthig  hat.  Bei  der  Bestimmting  der  vorläufigen 
Werthe  der  Richtungen  ist  nur  darauf  zu  sehen,  dass  sie  ohngeftlhr  dem 
Mittel  der  eben  genannten  Summen  entsprechen. 

Den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Entwicklungen  und  Erklä- 
rungen zufolge  sind  nun 

pl   =  s  —  M ,    pl'   =  s  -M  ,    pi'   =  s"  —  M  ,  etc. 
pl  =8  —  M     pl't  =  8  -  M  ,    pl"  =  s"  —  M  .  etc. 
pl  =  s  -  M  ,    »/'=*'-  M  ,    p  l"  =  s"  -  M  ,  etc. 
etc.  etc. 

55» 
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Diese  Unterschiede  trage  man  in  eine  zweite  Tafel  ein,  die  auf  ent- 
gegengesetzte Weise  anzuordnen  ist  wie  die  erste,  nemlich  so,  dass  jede 
beobachtete  Richtung  ihre  Columne  bekommt,  und  die  Resultate  einer 
jeden  Gruppe  von  Gyris  eine  Zeile  bilden.  Jeder  Gruppe  füge  man  die 

schon  oben  erklärten  Gewichle,  nebst  den  P  und  den  Quotienten  bei, 

und  in  ihrem  unteren  Theile  setze  man  die  (Ix)  und  die  Q  an.  Auch 
versehe  man  jede  Gruppe  von  Gyris  mit  seiner  laufenden  Nummer.  Der 
Inhalt  dieser  Tafel  ist  also  der  folgende, 


Nr. 

Li* 

(«) 

(»)  etc. 

Pi 

Pl' 

pr 

etc. 

P 

P 

p*  :  P 

2 

v!\ 

p.r. 

etc. 

P, 

P 

P\  '  ? 

3 

pi 

tun 

pJ\, 

pf. 

etc. 

P„ 

P 

pvp. 

etc. 

etc. 

etc 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

{Ix) 

W) 

(Ix ) 

etc. 

Q 

Q 

etc. 

in  welcher ,  wie  in  der  ersten  Tafel ,  die  entsprechenden  Stellen  leer 
bleiben  werden.  Auch  von  dieser  Tafel  findet  man  in  dem  Art.  84  u. 
d.  f.  Beispiele. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  nun 

(Ix)  =  pl  -+-  plt  +  pla  +  .  .  . 
(Ix)  =  pl'  +  pV  +  pV  +  .  .  . 

(«0  -  &  +  pK  +  pj;  +  •  •  • 

etc. 

zwischen  welchen  die  Bedingungsgleichung 

{Ix)  ■+■  (Ix)  -+-  (Ix")  +  .  .  .  =  0 

slaltfindet.  Die  P,  P ,  etc.  bestehen  aus  dem  Produkt  des  betreffenden 
p  in  die  Anzahl  der  in  derselben  Zeile  vorkommenden  beobachteten  Rich- 
tungen, und  die  Q,  Q',  etc.  sind  die  Summen  der  p,  für  welche  in  der 
betreffenden  Columne  beobachtete  Richtungen  vorhanden  sind.  Zur  Con- 
trole  kann  hier  die  Bedingungsgleichung 

HP+P  +  etc.  =  Ö  +     +      +  etc. 
benutzt  werden. 


♦ 
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1.36. 

Es  sind  hierauf  die  folgenden  Coefficienten  zu  berechnen, 
(pp)  mm  der  Summe  der  Quotienten      aller  derjenigen  Gruppen  von 
Gyris.  in  welchen  die  Richtung  (1 )  eingeschnitten  worden  ist, 
(pp)  mm  der  Summe  der  Quotienten  y-  derjenigen  Gruppen,  in  wel- 
chen die  Richtungen  (1)  und  (2)  beide  eingeschnitten  worden 
sind, 

(pp")  =  der  Summe  u.  s.  w.  Richtungen  (I)  und  (3)  beide  u.  s.  w. 
etc. 

(pp')  =  der  Summe  u.  s  w.  Richtung  (2)  u.  s.  w. 
(pp")  =  der  Summe  u.  s.  w.  Richtungen  (2)  und  (3)  beide  u.  s.  w. 
etc. 

(p"p")  mm  der  Summe  u.  s.  w.  Richtung  (3)  u.  s.  w. 
etc. 

bis  alle  auf  der  Station  eingeschnittenen  Richtungen  erschöpft  sind.  Zur 
Controle  dieser  Rechnung  dienen  die  Gleichungen 

iPP)  +  (PP)  +  (PP)  +•■•  =  (? 

(PP)  +  (P/0  +  (PP)  +  •      =  Q 

(PP)  +  (PP)  +  (p"p)  +  •  •  -  —  <F 
etc  etc. 

Die  allgemeinen  Vorbereitungen  der  Beobachtungen ,  welche  beiden  im 
Vorhergehenden  entwickelten  Verfahrungsai  teu  gemeinschaftlich  sind, 
können  hiemit  als  beendigt  betrachtet  werden .  und  es  muss  nun  jedes 
Verfahren  besonders  vorgenommen  werden. 

i37. 

Erstes  Verfahren. 

1)  Erster  Theil  der  Auf  lösung,  oder  die  Ausgleichung  auf  den  Stationen. 

«)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnitten 
worden  sind. 

Die  allgemeinen,  im  Vorhergehenden  erklarten,  Vorbereitungen 
fallen  bis  auf  die  erste  derselben  weg,  die  sich  darauf  beschrankt ,  dass 
man  zu  den  Originalbeobachtungen  eines  jeden  Gyrus  eine  solche  con- 
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stante  Zahl  addirt ,  wodurch  die  Beobachtungen  einer  jeden  Richtung 
nahe  einander  gleich  werden ,  und  nahe  die  Azirouthe  darstellen.  Man 
nehme  hierauf  aus  den  Beobachtungen  einer  jeden  Richtung  das  arith- 
metische Mittel ;  diese  Mittel  sind  ohne  Weiteres  die  mit  y{r)  zu  bezeich- 
nenden Resultate  der  Ausgleichung  auf  solchen  Stationen.  Nennt  man 
ferner  die  Anzahl  der  einzelnen  Gyri  p,  so  ist  das  Gewicht 

p  =  (1,4)  =  (2,2,1)  =  (3,3,2)  =  etc. 

welche  Grössen  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  gebraucht  werden. 
Es  wird  hier  überdies 

(//,n)  -  0 

Wenn  auf  einer  Stalion  nur  zwei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind,  so  tritt  immer  der  gegenwartige  Fall  ein,  der  daher  im  Folgenden 
nicht  betrachtet  zu  werden  braucht. 

ß)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem,  oder  in  keinem,  Gyrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind,  so  sind  vor  Allem  alle,  in 
den  Arlt.  134—136  erklärten,  Vorbereitungen  auszuführen,  und 
darauf  die  folgenden  Berechnungen  vorzunehmen. 

a)  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 
rechne  man 

a  —  Vp")  '    11   ~~   inn  '        ~  (pf') 
(4.4)  =  Q  -4-iV'  -(!*) 

(2.2.1)  -  Q  +  N*  -  (p'p) 

(3.3.2)  =  Q  =  N0*  -  (PY) 

zu  deren  Controle  man  auch 

(1,1)  =  NSN 

(2.2.1)  =  IfJBN 

(3.3.2)  =  N"2N 

rechnen  kann,  wo  SN  =  N  -f-  N"  +  AT"'  ist.  Hierauf  werden 

«<)  =  tSt 
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zu  deren  Controle 

N  .  u>(1)  +  N'  .  «;(2)  +  N"  .  ur(3)  =  0 

dient.  Die  Grösse  (//)  wird  am  dienlichsten  nach  dem  folgenden  Aus- 
druck berechnet, 

(//)  —  w'+w+(pn'+-. 
p. 

.  {px>t+<pj:tt+tp,ji..",,+... 
•+-  etc. 

dessen  Anordnung  seinen  Grund  in  dem  Inhalt  der  im  Art.  1 35  erklär- 
ten zweiten  Tafel  findet.  Endlich  wird 

(«.3)  =  (//)  -  (Ar)  .  «,(1)  -  (Ix')  .  ,.(2)  -  {Ix)  .  i,(3) 

* *     imj  r»,3,4) 

Ausser  den  y(1),  y(2),  y(3)  werden  auch  die  Coefßcienten 

(1,i),    (2,2.1),  (3,3,2) 

im  zweiten  Theile  der  Auflösung  gebraucht  werden 

b)  Wenn  auf  der  Station  vier  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Die  drei  Grössen  iV.  Ar',  N"  werden  wie  unter  a)  berechnet ,  und 
ausserdem 

w*  _  Jpp'") 
— 

hierauf 

(1,1)  =  0  +  A 2  -  M  ,    (2,2.1)  =  (?  -*-  2T«  -  (/»>•) 

(2,4,1)  =  iV'iV'"  -  (|y) 

(U)  =  (fc)  ,  (2,/,i)  =  (faO 


(3,3,2)  =  O'-hiV"2 -(»>")  ,    (4,4,1)  =  (?"'  -h  JVWJ  -  (/>>"') 

(3,4,2)  =  iV"iV"  -  (»>"')  , 

(3,/,  2)  =  {Ix")  .    (4,/,1)  =  (Ix)  ■ 

Zur  Controle  dienen  hier 

(1,1)  ==  N2'N 

(2,2,1)  -i-  (2,4.1)  =  N*2N 

(3,3,2)  +  (3,4,2)  =  N"2N 

(2,4,1) +  (3,4,2) +  (4,4,1)  =  Nm2N 
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wo  l'JS  =  N  -h  N'  +  N"  -h  AT  ist.  (Uj  wird  wie  unter  a)  berechnet. 
Ferner 

,  («,!) 
*  IM) 
(//,<)  =  (tf)H-(1,V 

„  _          (1,4,0  »  JSM.4)_ 

V   —         (1,1,1)  '     *   —  |Y,*,1) 

(4.4.2)  =  (4.4,1)  -h  («,M)f 
(US)  =  (4./.1)  (2,/,1)/ 

(H,2)  =  (tf.4)  +{UA)Z 

y       ~  (3,8,*)    '      *      —  [1,8,1) 

(4.4.3)  =  (4,4.2)  +  (3,4,2)/" 
(4,/,3)  =  (4,1.2)  H-  (3,1,8)/ 

(0,3)  =  (//,2)    -h  (3,1.2)  % 
* 

(tf,4)  =  («,3)  -i-  (U3)  *" 


ß    =  Y 


worauf 


-  =  X 

-  „(2)  =  x   +  *v 

-  «,(3)  =         x"  +  *V 

-  »(4)  -  x 

werden.  Zur  Controle  dient  hier 

N .  Infi)  +  N'  .  tt{2)  -+-  N"  .  v(3)  +  A""  .  «'(4)  =  0 
Im  zweiten  Theüe  der  Auflösung  werden  ausser  den  y(1),  etc.  nur 
(1,1),    (2,2,-1),    (3,3,2),    (4,4,3),    f%  f 

gebraucht. 

c)  Wenn  auf  der  Station  fünf  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Die  drei  Grössen  AT.  JV\  N"  werden  wieder  wie  unter  fl)  berechnet, 
ausserdem 

xt"'    PP'")         v"  —  ''W" 

und  hierauf 
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(1,1)  _  Q  +  m  -  (pP)     ,    («,2,1)  =  Q'  +  iNr'2  -  (PP) 

(2,4,1)  =  N'N'"  —  [pp") 
(2,5.1)  =  NN*  -  (p'p") 

(1,/)  =  (Ix)  (UQ  =  (W) 

-(3X2)—  #  _|_       _  (,,>")  .    (4,4,1)  =  0"'  +  AT'  -  (/>>'") 

(3,4,2)  =  OT  -  (//>'")      ,  (4,5,1)  =  N'"N"  -  (p'"p") 

(3.5.2)  =  PTN"  -  (pV)      ,  (4,1,1)   =  (faT) 

(3,/,2)  = 

(5,5.1)  =  0"  +  N"*  -  (p>") 

(5,m)  =  (&n 

zu  deren  Cootrole  die  Gleichungen 

(1,1)  .  =  rar 

(2,2,1)  -h  (2,4,1)  +  (2,5,1)  =  N'£N 

(3,3,2)  +  (3,4,2)  +  (3,5,2)  «  N"ZN 
(2,4,1)  +  (3,4,2)  +  (4,4,1)  -h  (4,5.1)  =  N"'ZN 
(2,5,1)  +  (3,5.2)  +  (4.5.1)  H-  (5,5.1)  =  N"XN  ' 

dienen .  wo  ZN  =  iV  ■+•  N'  H-  IT  -I-  AT  -h  iV"  ist.  (//)  wird  immer 

wie  unter  a)  berechnet.  Ferner  werden 

j  _  _  JM_ 
*  -  (<.<} 

(11,1)  =  (IQ  +  Mz 

(i,M)    (M.O         »'  _    CiM) 

(4,4,2)  =  (4,4,1)  H-  (2,4,1)/ 

(4.5.2)  =  (4,5.1)  +  (2.5,1)/ 
(U.2)  =  (4,/,1)  -+-  (2,/,1)/ 
'(5,5,2)  =  (5,5,1)  -h  (2,5,1)rf" 
(5,/.2L=  (5,/,1)  +  (2,/,1)<T 
(//,2)    =  +  (U*)x" 

f3,4,l)  ,»»    (8.5,1)  m    (».*,») 

?     =  iMlT  »     Ö      —    —   (3,3,1)1  •     *     —  (3,3,1) 

(4.4.3)  =  (4,4,2)  H-  (3,4,2)/" 
(4,5,3)  =  (4,5,2)  +  (3,5.2)/" 
(U3)   =  (4,1.2)  +  (3,/,  2)/" 

"(5,5,3)  =  (5.5,2)  H-  (3,5,2)*"' 
(5.J.3)  =  (5,/,2)  -l-  (3./,2)<T 
(//.3)     =  (//.2)    +  (3./,2j/" 
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au  —  _  fi»M).     v"  —    _   4  'i' 
;*,*.8j  •   *   —  t4>4>3) 

(5,5.4)  =  (5,5,3)  -|-  (4,5,3)<T 

(U4j  =  (5,/,3)  ■+-  (U3)*a 


(//,4)     =  (/l,3)    -H  (Ug£ 

,  _  (5,1,4) 

x  IM.*) 
(tf,5)     =  (/U)    +  (U4)/ 

=  /  ,        =  r  +V/T 


worauf  man 


-  •(!)  =  *     +  *T  +  *T 

-  «(3)  =  af  -h  xV  +  *v 

-  »(4)  =  x    +  *  f 

-  »(5)  =  x 

bekommt,  und  die  Gleichung 

N .  w{\)  +  N'  .        ■+■  AT  .  w(S)  -h  JT  .  w(4)  -f-  AT  «(5)  =  0 
zur  Controle  dient.  Ausser  den  y[i),  etc.  werden  noch  die  Coefficienten 
(4.4),    (2,2,1),    (3,3,2),    (4,4,3),  (5,5,4) 

ß  .  r  .  ß  .  y  .  * 

in  dem  zweiten  Theile  der  Auflösung  gebraucht. 

Aus  dem  Vorhergehenden  lösst  sich  schon  vollkommen  erkennen, 
wie  verfahren  werden  muss,  wenn  auf  der  Station  mehr  wie  fünf  Rich- 
tungen eingeschnitten  worden  sind.  Zur  deutlicheren  Uebersicht  will 
ich  jedoch  noch  die  Ausdrucke  für  die  ß,  y,  etc.,  die  hinzukommen ,  für 
zwei  Falle  anführen. 

d)  Wenn  auf  der  Station  sechs  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 

so  kommen  zu  den  vorhergehenden  ahnlichen  Ausdrucken  noch  die  fol- 
genden hinzu 

(i  =  t      +  e  ß  +  «ß 

r  m  iv  in  r  n 

y  —    c  +  f  r  •+■  *y 
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e)  Wenn  auf  der  Station  sieben  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 

so  kommen  zu  den  vorhergehenden  ähnlichen  Ausdrucken  noch  die  fol- 
genden hinzu 

f  —  r  W  +  CY 

f  =    r    cY  +  cY  +  fV 

«     =  f      +  f  * 

u.  s.  w.  wenn  mehr  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind. 

In  Bezug  auf  die  N  ist  zu  bemerken,  dass  ihre  Berechnung  unmög- 
lich wird ,  wenn  zufallig  eine  oder  zwei  der  drei  Grössen  (pp'),  [pp"), 
{p'p")  Null  sind.  Aber  in  diesem  Falle  kann  man  durch  Aenderung  der 
zuerst  angenommenen  Reihenfolge  der  Richtungen  immer  bewirken, 
dass  die  N  bestimmbar  werden.  Auch  kann  man  oftmals  dieses  dadurch 
möglich  machen ,  dass  man  ohne  die  Reihenfolge  der  Richtungen  zu  än- 
dern ,  die  oben  mit  M  bezeichnete  Wurzelgrösse  aus  anderen  (pp)  bil- 
det*). 

Die  auf  den  verschiedenen  Stationen  erhaltenen  Werthe  der  (//,«). 
wo  n  die  Anzahl  der  auf  der  Station  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet,  werden  addirt,  und  ihre  Summe  mit  W0  bezeichnet.  Hiebei 
kann  indessen  eine  Modification  eintreten,  die  im  nächsten  Artikel  er- 
klart werden  wird. 

Will  man  ausserdem  noch  die  Werthe  der  u,  «(,  uh,  elc.  kennen 
lernen,  so  dienen  dazu  die  Gleichungen  (65),  die  unter  den  hier  statt- 
findenden Annahmen  allgemein  ausgedrückt  werden  können.  Bezeich- 
nen wir  mit  m  die  laufende  Nummer  irgend  einer  der  Gruppen  von  Gy- 
ris ,  und  mit  ti(m),  oder  schlechtweg  u(m)  den  derselben  zukommenden 
Werth  von  u,  so  bekommen  wir  allgemein 

*)  So  hatte  man  z.  B.  im  Art.  84  ohne  die  Richtungen  (3)  und  (4)  mit  einau- 
der  zu  verlauschen   


und  demzufolge 


p'p"')  •  (pp'") 


N"  =  0       ,    N'"  = 


M 


IfPT 

(PPl_ 
N 

setzen  können,  wodurch  derselbe  Zweck  erreicht  worden  wäre. 


JV     '  H 
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«(m)  =  —  |b=L  vtf(r) 

'  M  —  1 

in  welchem  Ausdruck  aber  nur  diejenigen  irfr)  aufgenommen  werden 
dürfen,  die  in  der  betr.  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachteten  Rich- 
tungen zukommen.  Man  kann ,  wenn  man  es  für  nöthig  halten  sollte, 
sich  dieser  Grössen  zur  Controlirung  der,  wie  oben  gezeigt  wurde,  be- 
rechneten Werthe  der  (//,«)  bedienen ,  denn  man  findet  aus  dem  Vorher- 
gehenden leicht ,  dass  auch 

(iin)  =  ri  \Pm-t(u{m)  i  w[r)) " p—  ''^  l3 

ist,  wo  das  eine  Summenzeichen  sich  auf  die  auf  der  Station  vorhande- 
nen Gruppen  von  Gyris,  und  das  andere  sich  auf  die  vorhandenen  Rich- 
tungen bezieht. 


138. 

Im  Art.  1 33  ist  des  Falles  Erwähnung  geschehen,  in  welchem  den 
Beobachtungen  verschiedener  Stationen  verschiedene  Gewichte  beige- 
legt werden  müssen ;  dieser  soll  jetzt  in  Betracht  gezogen  werden. 

Wenn  auf  allen  Stationen  dasselbe  Instrument  und  diesell>en  Beob- 
achter, oder  gleich  gute  Instrumente  und  Beobachter  von  gleicher  Qua- 
lität verwendet  worden  sind ,  so  liegt  in  der  Regel  kein  Grund  vor  die 
Beobachtungen  irgend  einer  Station  für  mehr  oder  minder  genau  zu  hal- 
ten als  die  der  andern  Stationen,  und  man  kann  allenthalben,  wie  im 
Vorhergehenden  angegeben  ist ,  das  Gewicht  jeder  einzelnen  Beobach- 
tung =  1  setzen.  Sind  dagegen  auf  verschiedenen  Stationen  Instrumente 
oder  Beobachter  verschiedener  Qualität  verwendet  worden,  oder  ist 
beides  der  Fall  gewesen ,  so  sind  aus  diesem  Grunde  die  Gewichte  der 
Beobachtungen  dieser  Stationen  zu  modificiren ,  und  überhaupt  die  Beob- 
achtungen der  verschiedenen  Stationen  in  Bezug  auf  das  ihnen  beizule- 
gende Gewicht  in  verschiedene  Gattungen  zu  theilen.  Man  kann  dem- 
ungeachtet  bei  der  Ausführung  der  im  Vorhergehenden  erklärten  Rech- 
nungen auf  allen  Stationen  den  einzelnen  Beobachtungen  das  Gewicht 
=  1  beilegen,  und  die  einfachen  Aenderungen,  die  vorzunehmen  sind, 
bis  zum  Beginn  des  zweiten  Theils  der  Auflösung  verschieben.  Um  diese 
Aenderungen  zu  ermitteln  kann  man  auf  die  folgende  Weise  verfahren. 

Man  muss  sich  eine  möglichst  grosse  Anzahl  von  unabhängigen 
Beobachtungen  verschiedener  Winkel  verschaffen .  und  diese  Beobach 
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hingen  müssen  abtheilungsweise  mit  denselben  Instrumenten  und  den- 
selben Beobachtern,  die  zur  Triangulation  verwendet  worden  sind,  aus- 
geführt worden  sein.  Wenn  die  Triangulation  von  nicht  zu  kleiner  Aus- 
dehnung ist.  so  können  die  bei  derselben  beobachteten  Richtungen  zu 
diesem  Zwecke  dienen. 

Aus  den  Beobachtungen  einer  jeden  Gattung  und  eines  jeden  Win- 
kels nehme  man  das  arithmetische  Mittel ,  ziehe  dieses  von  einer  jeden 
einzelnen  Beobachtung  ab,  und  berechne  daraus  auf  bekannte  Art  das 
Quadrat  des  mittleren,  zu  befürchtenden ,  Fehlers.  Man  nehme  nemlich 
die  Quadrate  der  eben  genannten  Unterschiede,  addire  diese,  und  divi- 
dire  deren  Summe  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen  weniger  der  An  - 
zahl der  Unbekannten ,  welche  letztere  hier  für  jeden  Winkel  =  2  ist. 
Aus  den  so  für  jede  der  verschiedenen  Gattungen  von  Beobachtungen 
erhaltenen  Resultaten  nehme  man  wieder  die  arithmetischen  Mittel,  wor- 
auf die  umgekehrten  Verhältnisse  dieser  die  Verhaltnisse  der  den  ver- 
schiedenen Gattungen  von  Beobachtungen  beizulegenden  Gewichte 
geben. 

Man  habe  zum  Beispiel  bei  einer  der  vorhandenen  Gattungen  von 
Beobachtungen  für  die  verschiedenen  Winkel  die  Summen  s,  s.  s",  etc. 
der  Fehlerquadrate  erhalten,  wobei  die  Anzahl  der  Beobachtungen  die- 
ser Winkel  m,  m'.  wi",  etc.  seien ,  dann  setze  man 

und 

u+u'+u"+  etc. 

wenn  n  die  Anzahl  der  u  bedeutet. 

Für  eine  andere  Gattung  der  vorhandenen  Beobachtungen  habe 
man  ebenso  erhalten 

1,  t  $,'  n  t,"  . 

*>  *  -*=i*      *  =  7n/— *  •    M'  =  HF=i  '  ek'- 

  u,+u,'  +  u,"+  etc. 

für  eine  dritte  Gattung  von  Beobachtungen 

*„  i         *,/  n  j„" 

W"  ~    r».,-T  '  ~~    m„'-*  '      U"    ~~    mj'-t  •  elC" 

  u„-u„'+u„"+  etc. 

V"  n. 

u.  s.  w.  wenn  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungsgattungen  vor- 
handen ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  I ,  n, .  n.. ,  etc.  das  jeder  einzelnen 
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Beobachtung  dieser  verschiedenen  Beobachlungsgattungen  beizulegende 
Gewicht,  so  werden 

n,  =  — -  ,     n„  =  —  ,  etc. 

Je  grösser  die  Anzahl  von  Beobachtungen  ist .  die  man  auf  diese 
Art  untersucht  hat,  desto  sicherer  wird  das  vorstehende  Resultat. 

Ist  daher  vorläufig  bei  den  Ausgleichungen  auf  den  Stationen ,  auf 
jeder  derselben  das  Gewicht  der  einzelnen  Beobachtung  =  I  gesetzt 
worden ,  so  bleiben  zwar  für  diejenigen  Stationen ,  auf  welchen  die 
Beobachtungsgattung,  welcher  v  zugehört,  vorhanden  ist,  alle  nach  den 
vorangegangenen  Ausdrücken  berechneten  Grössen  unverändert,  aber 
auf  den  Stationen,  aufweichen  andere  Beobaehtungsgattungcn  vorhan- 
den sind,  müssen  einige  der  nach  dem  Vorhergehenden  erhaltenen 
Grössen  mit  Zahlen  n,  .  n„ ,  etc.  mulliplicirt  werden. 

Die  Grössen,  die  dieser  Verbesserung  bedürfen,  sind  die  Coefli 
cienten 

(1,1),,  (2,2,1),,  (3,3,2),,  etc.  und  (tt.n\ 

statt  deren  man  in  den  folgenden  Rechnungen  die  Produkte 

(1,1),.*,,  (2,2,1).. TT,,  (3,3,2),. 7r„  etc.  (//.»),.*. 

anwenden  muss ,  wenn  ,t,  denjenigen  Werth  der  n, ,  n„ ,  etc.  bezeichnet, 
welcher  den  Beobachtungen  der  Station  $  zukommt.  Weiter  ist  aus  die- 
sem Grunde  keine  Aenderung  vorzunehmen. 

139. 

2)  Zweiter  Theil  der  Auflösung. 

Dieser  föngt  damit  an ,  dass  man  die  Bedingungsgleichungen ,  die 
das  Dreiecksnetz  darbietet  ermittelt  und  aufstellt;  ich  verweise  dafür  auf 
den  Inhalt  des  Art.  91.  In  die  Bedingungsgleichungen  sind  die  Resul- 
tate der  Ausgleichungen  auf  den  Stationen,  oder  mit  anderen  Worten 
die  Bögon  y(r),  zu  substituiren ,  und  die  Resultate  dieser  Substitutionen, 
nach  der  Reihenfolge,  in  welcher  man  die  Bedingungsgleichungen  auf- 
gestellt hat ,  mit 

F(J),  F{//),  F(///),  etc. 

zu  bezeichnen.  Ausserdem  sind  die  Differentiale  der  Bedingungsglei- 
chungen zu  bilden ,  und  die  Coefßcienten  derselben  numerisch  zu  be- 
rechnen; ich  verweise  hiefür  auf  den  Inhalt  des  Art.  92,  und  wieder- 
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hole  dabei ,  dass  man  die  Coeflicienlen  jeder  Bedingungsgleichung  ins- 
gesammt,  nebst  dem  dazu  gehörigen  F,  vor  ihrer  Anwendung  mit  jeder 
beliebigen  Zahl  multipliciren  darf.  Man  kann  diese  Eigenschaft  dazu 
benutzen  um  entweder  die  Coefficienten  der  Seitengleichungen ,  die  ge- 
wöhnlich ursprünglich  grösser  sind .  als  die  der  Winkelgleichungen,  die- 
sen ohngefähr  gleich  zu  machen ,  oder  umgekehrt  die  Coefficienten  der 
Winkelgleichungen  denen  der  Seitengleichungen  ohngefähr  gleich  zu 
machen.  Diese  Coefficienten  sind  tabularisch  zusammen  zu  stellen,  und 
ihnen  die  Bezeichnung 

q(rj),,    q{r,II)s,  g(r Jü)9 ,  etc. 

zu  geben,  in  welcher  r  die  Richtungsnummer,  s  die  Stationsnummer, 
und  /,  //,  III,  etc.  die  Nummern  der  Bedingungsgleichungen  sind.  Der 
Art.  93  giebt  ein  Beispiel  dieser  Zusammenstellung.  Es  werden  ferner 
a)  Wenn  auf  der  Station  alle  Richtungen  in  jedem  Gyrus  eingeschnit- 
ten worden  sind, 

7(U).  = 
17(2,/),  =  q(2J), 

etc. 

w**).  —  (M)j  —  p 
(1(1,1  Jl  —  ,  , 

0(3,/).  . 

WA  -  QUA 
f(*A  =  Q(*A 

f(3,I),  =  0(3,/), 
etc. 

Diese  Ausdrücke  sind  durch  allmählige  Vertauschung  der  /  mit  den  //, 
///,  etc.  auf  alle  Bedingungsgleichungen  auszudehnen,  auch  ist,  wie  in 
allen  folgenden  ähnlichen  Ausdrücken,  wo  nöthig.  auf  die  im  vor.  Art. 
erklärten  Zahlen  ns  Rücksicht  zu  nehmen. 

ß)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem,  oder  in  keinem,  Gyrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind. 
a)  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 


p 


Digitized  by  Google 


778  P.  A.  Hanse>.  [208 

rfStf).  =  9(2,/). 
9(3,1),  =  ^3,/. 

f(ij).  =  = 

AML  =  «*A  =  gjft 
AML  -  CK?,/),  =  gg> 

die  auch ,  wie  eben  erklärt .  auf  alle  Bedingungsgleichungen  auszudeh- 
nen sind. 

6)  Wenn  auf  der  Station  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  werden 

,(U).  =  9(1,/}. 
9(*A  -  9(2./). 
#,/).  =  |(8A 

,(4,/).  =  ß;\q(ZJ).  +  r;'.q(3,l).+  q(U). 

«(A-#£.    WA-f&  ' 
«M)L  =       .    0(4,/).  =  ßft 
WA  -WA 

f(«A-        <X*A      +Ä"Ö(*A  . 

fl3,I).  =  0(3,/).+ y.'".  (?(4,/). 

rt*A  -  0(4,/). 
die  auch  auf  alle  Bedingungsgleichungen  auszudehnen  sind. 

c)  Wenn  auf  der  Station  fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  kommt  zu  den  unter  b)  angegebenen,  mit  >/(r,/).  bezeichneten  Grös 
sen  hinzu. 

7(SA  -    j(»a + r."-  g(3  A + f(*A + ?(5A 

zu  deu  0(r,/).  kommt  hinzu 

und  die  /Tr,/).  werden  nach  den  folgenden  Ausdrücken  berechnet, 

WA  -  0(1,/). 

fCMj,  =        Q{tj)t        h-a"  <X4A+£"<X*A 

/W).  =  0(3,/).  +  fiT.  0(4,/).  +  y.".  0(5,/). 

WA-  0(4,/). +     .  0,5,/). 

WA  =  0(5,/). 
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die  selbstverständlich  auch  auf  alle  Bedingungsgleichungen  ausgedehnt 
werden  müssen.  Man  erkennt  hieraus  vollkommen,  wie  zu  verfahren 
ist,  wenn  auf  der  Station  mehr  wie  fUnf  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Auch  die  numerischen  Werthe  aller  vorstehenden  Hülfsgrössen  sind 
zur  Erlangung  einer  klaren  Uebersichl  tabularisch  aufzustellen,  wie 
oben  am  Beispiel  gezeigt  worden  ist. 


HO. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Endgleichungen ,  die  nun  an 
die  Reihe  kommt ,  kann  auf  viererlei  Weise  ausgeführt  werden.  Bezeich- 
net man  diese  Coefficienten  mit  (/./),  (/,//),  etc.  (//.//),  etc.  etc.,  wo  die 
römischen  Zahlen  sich  wieder  auf  die  Bedingungsgleichungen  beziehen, 
so  werden  erstens 

(/,/)  =  X\Q(\J),  .,(<7),  +0(27),  .,{*,/),  +0(3,/),  .,(3J)f  +  ...| 
{IM)  =  ZiWJ),  .,0 7),  +0(2,//),  .,(2,/)f  +0(3,//),  .,,(37),  +  ...} 
(/,///)  =  2  {0(1  ,///),.>?(  17),  +0(27//),.  9(87),  +0(3,///),.^  (37).  +  ...( 

etc.  etc. 
(//,//)    =  210(177),  .»;(! //),  +0(27/),  .  9(271),  +0(37/),  .  »,(37/),  4-...| 
(//,///)  =  S\Q{\ja)rn{\%U)%  +0(27//),  .f,(27f),  +0(37//),.  9(3,1/),  +...) 

etc.  etc. 
(///.///)  =  2\Q(\ .H/),.^  (1 .1/Z^+Ors.!!/).  -  ^  («,lf/),-l-<?(3,ll/), .  ^(3  J/1),H- . . . } 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

bis  alle  Bedingungsgleichungen  erschöpft  sind.  Die  zweite  Art  diese 
Coefficienten  zu  berechnen  ergiebt  sich  aus  der  ersten ,  wenn  man  darin 
die  0  und  die  9  mit  einander  verlauscht.  Rechnet  man  diese  Coefficien- 
ten auf  diese  beiden  Arten,  so  wird  dadurch  nichts  weiter  controlirt, 
wie  die  Divisionen ,  durch  welche  man  die  Q  erhalt.  Die  dritte  Berech- 
nungsart  geschieht  durch  die  folgenden  Ausdrücke, 

(/7)     =  -r/(17),  +f(27),  .7(27),  +A37),  .#,/),  +...  } 

(/,//)    =  3W7),  .?(4,IT),+«27),  .7(27/),  +/(37),  .#7/),  + . . .  | 

(/,///)   =  JrjflU).  .9(l7//:,+/'(2./),  .V(2,///),+A37),  .  9(37//),+ •  •  •  | 

etc.  etc. 

Abi,. ndl.  d.  K.  S.  Geielbch.  d.  Wiweiuch.  XIII.  56 
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(//,//)    =   Z\f(*JI)t  .qU,n)g+f(*M)t  .tf2.II),  +/-(3,//)t  .9(3,7/), +...| 

(//,///)  =  2\K*M)t  .ti*MI),+f(%n)t.q{*MI)$+f(3tn),  .  #,///),+ . . .  { 

etc.  etc. 

(///,///)  =  Z \[(\ ,///), .  q(\ ,///),+/72.///),  9(2,///),H-A3,///),  9(3,///),+ . . .  | 

etc.  etc. 
etc.  etc. 

und  die  vierte  Art  erhalt  man  durch  die  Vertauschung  der  f  und  der  q 
mit  einander  in  den  vorstehenden  Ausdrücken.  Rechnet  man  diese  Coeffi- 
cienten  beides  durch  die  erste  und  die  dritte  Art,  so  werden  dadurch 
nicht  blos  diese  selbst ,  sondern  auch  alle  Hülfsgrössen  des  vor.  Art. 
controlirt. 

Wie  man  sieht  haben  die  Ausdrücke  für  alle  hier  erforderlichen 
Grössen  die  Eigenschaft,  dass  sie  stationsweise  berechnet  und  aufge- 
stellt werden  können.  Die  Grössen  des  vor.  Art.  bleiben  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  Stationen  von  einander  abgesondert ,  für  die  Coefficienten 
dieses  Art.  müssen  die  Resultate,  die  jede  Station  liefert,  addirt  wer- 
den ,  wie  das  Summenzeichen  2  anzeigt. 


141. 

Die  Gleichungen,  denen  die  Coefficienten  des  vor.  Art.  angehören, 
sind,  wenn  die  Unbekannten  derselben  mit  (/),  (//),  (///),  etc.  bezeich- 
net werden ,  die  folgenden, 

(/./)(/)    +  (/,//)(//)    +  (/,///)(///)    +....  =  F(J) 

(/,//](/)  +  {IUI  (II)  ■+■  {IIIII)  UI)  +  .   .  .  =  F(ü) 

(/.///)(/)  -+-  //,///,  //)  h-  (///,///)(///)  h-   =  F{III) 

etc.  etc. 

und  ihre  Anzahl  ist  der  Anzahl  der  ßedingungsgleicliungen  gleich.  Ehe 
wir  an  ihre  Auflösung  gehen  ist  eine  wesentliche  Bemerkung  einzu- 
schalten. 

In  jedem  Dreiecksnetze  von  einiger  Ausdehnung  wird  sich  ereig- 
nen ,  dass  eine  Anzahl  der  Coefficienten  der  vorstehenden  Endgleichun- 
gen gleich  Null  werden ,  und  je  grösser  das  Dreiecksnelz  ist,  desto  mehr 
wird  dieses  der  Fall  sein.  Als  Folge  davon  können  in  diesen  Gleichun- 
gen mehr  oder  minder  grosse  Lücken  eintreten ,  so  nemlich ,  dass  in  der 
einen  und  der  andern  derselben  eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden 
Coefficienten  Null  werden ,  und  hierauf  wieder  einige  vorkommen ,  die 
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nicht  Null  sind.  In  Bezug  auf  die  Richtigkeit  der  Auflösung  hat  dieser 
Umstand  nun  nicht  den  mindesten  Einfluss ,  aber  man  kann  sich  dessel- 
ben bedienen,  um  die  Arbeit,  die  die  Auflösung  erfordert,  abzukürzen. 
Zu  dem  Ende  ist  nichts  weiter  zu  thun,  wie  die  Reihenfolge,  in  welcher 
man  die  Bedingungsgleichungen  des  Dreiecksnetzes  zuerst  aufgestellt 
hat ,  so  zu  ändern ,  dass  die  Coefficienten ,  die  nicht  Null  werden ,  mög- 
lichst nach  vorne  geschoben  werden ,  so  dass  sie  vom  ersten  anfangend, 
eine  möglichst  ununterbrochene  Reihe  bilden.  Es  wird  hiedurch  nicht 
blos  die  Auflösung  dieser  Gleichungen ,  oder  die  Ermittelung  der  Werthe 
der  Unbekannten  derselben ;  sondern  auch  die  Berechnung  der  Gewichte 
möglichst  abgekürzt. 

Wenn  es  sich  nun  nur  um  die  Ermittelung  der  Unbekannten  han- 
delt, so  braucht  man  die  Nummern,  die  den  Bedingungsgleichungen  an- 
fänglich gegeben  worden  sind ,  nicht  zu  andern ,  will  man  aber  auch  die 
Gewichte  berechnen ,  so  thut  man  wohl  die  Nummern  der  Bedingungs- 
gleichungen so  zu  andern ,  dass  sie  nach  der  beschriebenen  Versetzung 
wieder  die  fortlaufende  Zahlenreihe  /,  //.  ///,  etc.  bilden.  Ohne  diese 
Aenderung  würde  man  sich  leicht  in  den  Gliedern  der  Ausdrücke  der 
Gewichte,  die  aufzunehmen  sind  ,  irren  können.  Dass  mit  dieser  Aende- 
rung der  Numerirung  der  Bedingungsgleichungen  auch  die  entsprechende 
Aenderung  in  der  Bezeichnung  der  Unbekannten  (Numerirung  dieser) 
und  der  Grössen  des  vorvor.  Art.  eintreten  muss,  versteht  sich  von 
selbst. 


Die  Auflösung  der  Endgleichungen  des  vor.  Art.  ist  die  bekannte, 
allein  da  die  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  eingeführten  Zwischengrüs- 
sen  derselben  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  wieder  gebraucht  wer- 
den, so  wird  es  nöthig,  die  in  den  Artt.  46  u.  49  gegebene  Auflösung 
in  dieser  Recapitulalion ,  in  den  hier  eingeführten  Bezeichnungen  ausge- 
drückt, mit  aufzunehmen.  Zu  berechnen  sind 


142. 


(2).  =  - 


tun 
(/,/) 


etc. 


F(II,\)  =  F(!I)  +  F(/)(2), 


56* 
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(///,///,  1)  =  (///,///)  +  (/,///)(3), 

(IIUVA)  =  (IIIJV)  +  (/,/V)(3), 
etc. 

F(W)  -  F{III)  +  F(/){3), 

"(/V,7v,1)"=  (/V./V)  +  (1JF)(4), 
etc. 

FgV^j  =  F(/V)  +  F(/)(4), 
etc.  bis 

=  F(Fm  

vv2  —  ~~   (//,//,«;  '   (7/,//,Tj  ^2  (//,//,<) 

(///,///,  2)  =  (///,///,  1)  +  (//,///,  1)(3)2 

(///,/F,2)  =  -i-  (ff,W)(3), 

etc. 

F(///,2)  =  F(///,i)  +  F(//JX3)2 


(/V,/V,2)  =  (W/Fl)  +  (//,/V,1)(4)2 
etc. 

F{IV,2)  =  F(/V,1)  +  F(//,l)(4)2 

etc.  bis 

Ht  **  Ri  +  F{II,i)<f» 

(i\  _   _  («/./ml  _  _*■(///.«) 

\*;3  —      (///,///,«)  '  —  {///,///,«] 

(/F,/F,3;  =  (/V,/V,2)  -h  (///,/V,2)(4)s 
etc. 

F(/V,3)  =  F(/V,2)  +  F(///,2)(4)3 


etc.  bis 

R,  =  7 1  -h  F(///,2)9)3 


•  •  •  •  •  f«"  +  UTivli 
etc.  bis 

Ä4  =  R3  +  F(/F,3)y4 


etc.  bis  F, 

wenn  </  die  Anzahl  der  Endgleichungen  bezeichnet. 

Diese  Coefficienten  habe  ich  so  angesetzt ,  wie  ich  die  Berechnung 
derselben  auszuführen  pflege ,  und  die  mir  die  einfachste  Weise  zu  sein 
scheint.   Allein  man  kann  diesen  Ausdrücken  dadurch ,  dass  man  die 
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Grössen  (777,777,1),  (777,7V,1),  etc.,  die  nur  als  Hülfsgrössen  zur  Berech- 
nung derjenigen  Coefficienten,  die  später  gebraucht  werden,  dienen, 
eliminirt ,  scheinbar  eine  kürzere  Form  geben ,  die  obgleich  sie  bei  der 
numerischen  Rechnung  keinen  Vortheil  gewahrt,  doch  die  Uebersicht, 
namentlich  wenn  von  den  ursprunglichen  Coefficienten  (/,//),  (7,777),  etc. 
(//.///),  etc.  etc.  eine  Anzahl  gleich  Null  sind,  erleichtert.  Diese  Form 
ist  die  folgende ,  in  welcher  alle  Coefficienten  für  fünf  Gleichungen  voll- 
ständig ausgeschrieben  worden  sind ,  und  die  weggelassenen  etc.  Zei- 
chen leicht  ergänzt  werden  können. 

(77,77,1)  =  (//,//)   -h  (7,77)(2), 
(77,777,1)=  (77,777)  +(7,777}^ 
(777.777,2)  =  (777,777)  +  (7,777)  (3)t  +  (77,777, 1  )(3)2 

(77,7V,  1)  =  (77,7V)  +(/.1F)(2)i 
(7777V2)  =  (777,7  V)  +  (/,#  V)(3),  +  (77.7V.  1)(3)2 
(7V,7V,3)  =  (7V.7V)  -t-(7,7V)(4),-h (77,7V.  1)(i)2-K777,7V,2)(4)3 

(77,V,1)  =  (77,  V)  +(/,?)(«), 

(777,V,2)  =  (777,  V)  +(/(V)(3),  +  (77,V,1)(3)2 

(7V.V.3)  =  (7V,V)  +(/,F)(4),  +  (77,  V,1)(4)2  +(/#/,  V,2)(4), 

(V,V,4)  =  (V,V)  +  (7,V)(5),  -h(77,V,1)(5)2  -h(777, V,2)(5)3  +(7V,  V,3)(5)4 

F(77,1)  =  F(II)  +F(7)(2), 

F(777,2)  =  Fi  III)  -f-  F(7)(3),  +  F(77,1)(3)2 

F(7V.3)  =  F(7V)  +  F(7)(4),  +  F(77,1)(4)2  +  F(777,2)(4)3 

F(V,4)  =  F(V)   +F(7)(5),  +  F(77,l)(5)2  +  F(777,2)(5)3  +  F(7V,3)(5)4 

tU  =  F(/)y>  +F(77,1)y2   +  F(777,2)y3  +  F(7V,3)y< +F(  V,4)y5 

Es  wird  nun  zunächst  die  vollständige  Summe  der  mit  ihren  Gewichten 
multiplicirten  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler,  wenn  sie  mit  IV 
bezeichnet  wird, 

W  =  W0  -+-  7?? 

wo  TV0  die  Summe  ist,  deren  Berechnung  im  Art.  137,  und  bez.  im 
Art.  138  gezeigt  wurde,  und  q  wieder  die  Anzahl  der  Bedingungsglei- 
chungen bedeutet.  Die  obigen  Endgleichungen  sind  ferner  durch  die 
obigen  Rechnungen  in  die  folgenden  verwandelt  worden, 

(/,/)(/)  +     (/,//)(//)  H-     (/•///)(///)  +  ..,.  =  F(7) 

(77,77, 1 )(//)  +  (77,777, 1)(777)  +  ....  =  F(77,1) 

(777.777,2)(777)  H-  =  F(777,2) 

etc.  etc. 
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deren  Auflösung  durch  die  folgenden  Ausdrücke  bewirkt  wird,  die  hier 
auch  für  fünf  Gleichungen  vollständig  ausgeschrieben  worden  sind. 


(//). 

+  Vi- 

(///). 

— 

<?3  «+■  ^5.  (5)3 

y,  -H  9Pi.(5)< 

(/).  +(/V)t.(4), 

(//). 

W  +  (/V'),.(4)2 

(/!/),  +  (JF)..  (4)3 

</)» 

(/),  +  (7/7)2 . 13), 

Ml 

(7/>i  +  (777)2.(3)2 

(7)3+  (77)3.(2), 

(/)  = 

(77)  - 

(777)  = 

(777), 

(IV)  = 

{¥)  = 

<JP5 

und  leicht  zu  erkennen  geben,  wie  zu  verfahren  ist,  wenn  mehr  wie 
fünf  Gleichungen  vorhanden  sind. 

Man  kann  die  richtige  Ausführung  der  numerischen  Auflösung  da- 
durch prüfen,  dass  man  die  erhaltenen  Werlhe  der  Unbekannten  (7), 
(77),  (777),  etc.  in  die  ursprünglichen  Endgleichungen  substituirt,  die  da- 
durch erfüllt  werden  müssen. 

Schliesslich  bekommt  man  die  z(r),  durch  den  folgenden  allgemei- 
nen Ausdruck, 

*(r),  -  f(rj)..(l)  +  f(rJl)..(H)  +  /•(»•.///),.(///)  -I-  .... 

und  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Richtungen  x(r)t  durch  den  fol- 
genden, 

■Mi  =  y(r\  -  <r). 

womit  die  Auflösung  der  Aufgabe  beendigt  ist. 

Eine  umfassende  Controle  des  ganzen  zweiten  Theils  der  Auflö- 
sung entspringt  aus  der  Eigenschaft,  dass  die  z(r),t  wenn  sie  mit  umge- 
kehrtem Zeichen  statt  der  ()x(r).  in  die  Bedingungsgleichungen  substituirt 
werden,  diesen  Gnüge  leisten  müssen.   Nur  die  Differentialquotienten 
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g(r,/)«f  </(r,//),t  etc.  bleiben  dadurch  uncontrolirt,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich  daher  auf  andere  Art  Uberzeugen  niuss. 

Will  man  ausserdem  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der 
u[m)t  kennen  lernen,  so  dient  dazu  der  Ausdruck 

"W.  =  £^-i"(«H.-«(r).) 

in  welchem  aber  nur  diejenigen  z(m).  und  w{r),  aufgenommen  werden 
dürfen ,  die  in  der  mlcn  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachtet  worden 
sind.  Durch  Zuziehung  dieser  Werthe  der  t/(m),  kann  man  auf  ähnliche 
Art.  wie  im  Art.  137  in  Bezug  auf  die  Ausgleichungen  auf  den  Statio- 
nen gezeigt  wurde,  den  wie  oben  berechneten  Werth  von  W  einer  Con- 
trole  unterwerfen,  wenn  man  dieses  für  nöthig  halten  sollte. 

143. 

3)  Berechnung  des  Gewichts  irgend  einer  bestimmten  Function  der 

Richtungen. 

Jeder  bestimmten  Function  der  Richtungen  kommt  ein  bestimmtes 
Gewicht  zu .  welches  durch  die  unten  folgenden  Ausdrücke  berechnet 
werden  kann.  Unter  den  Functionen  der  Richtungen ,  deren  Gewichte 
verlangt  werden  können,  sind  vorzugsweise  beliebige  Winkel  und  Seiten 
des  Dreiecksnetzes  zu  verstehen,  und  diese  können  zwischen  irgend 
zwei  beliebigen  Eckpunkten  des  Netzes  gedacht  werden ;  auch  kann  es 
sich  ereignen .  dass  die  Gewichte  einiger  der  Aggregate  -|-  x(r),  ver- 
langt werden.  Die  Winkel  sowohl  wie  diese  Aggregate  sind  an  sich 
linearische  Functionen  der  Richtungen,  und  es  sind  daher  in  solchen 
Fallen  in  dieser  Beziehung  keine  Vorbereitungen  zu  treffen ,  aber  da  die 
Seiten  keine  linearischen  Functionen  der  Richtungen  sind,  so  muss  aus 
dem  betreffenden  Ausdruck  die  Differentialgleichung  zwischen  der  Ver- 
änderung der  Seite  und  den  Veränderungen  der  sie  bestimmenden  Rich- 
tungen abgeleitet,  und  die  Coeflicienten  dieser  müssen  der  ferneren 
Rechnung  unterworfen  werden.  Für  die  Berechnung  dieser  Coeflicien- 
ten verweise  ich  auf  den  Art.  1 03 ,  wo  sie  ausführlich  erklärt  worden 
ist.  Bezeichnet  man  nun  allgemein  die  Veränderung  der  Seite,  oder  des 
Winkels,  oder  des  Aggregats,  wie  oben ,  mit  J2,  die  unbestimmten  Aen- 
derungen  der  in  Betracht  kommenden  Richtungen  mit  &r(r),,  und  die 
Coeflicienten  dieser  Veränderungen  mit  k(r),,  so  ist  der  allgemeine  Aus- 
druck für  Jl, 
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wo  das  eine  Summenzeichen  sich  auf  r.  und  das  andere  sich  auf  8  be- 
zieht ,  da  sehr  wohl  die  Richtungen  von  mehreren  Stationen  in  Betracht 
kommen  können. 

«)  Wenn  auf  einer  oder  mehreren  der  in  Betracht  kommenden  Sta- 
tionen in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  setze  man  für  diese  überhaupt 

(M,r),  =  k(r)„    fl^  .  JgU. 

ß)  Wenn  auf  den  in  Betracht  kommenden  Stationen  sich  solche  be- 
finden, auf  welchen  nicht  in  jedem  ,  oder  in  keinem,  Gyrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind ,  und  zwar 
o)  Wenn  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  zu  setzen, 

(IM),  = 
(11,2).  =  k(2). 
(l/,3),  =  *(3), 

b)  Wenn  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  zu  setzen  und  zu  berechnen, 

(M,1),  =  *(1). 
(Jf,2).  =  fc(2), 

(jm),  =  m. 

(MA)t  =  ßT.K%  +  y.'".k(3)t  ■+■  *(*). 

c)  Wenn  fünf  Richtungen  eingeschnitten  sind, 

so  kommt  zu  den  unter  6)  angeführten  Grössen  noch  die  folgende  hinzu, 

(Ar,  5),  =  ßr.tfa  +  y;.*(3),  +  c*<4),  +  m 

u.  s.  w.  wenn  Stationen  in  Betracht  kommen ,  auf  welchen  mehr  wie 
fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind.  Setzt  man  hierauf  zur  Ab- 
kürzung, die  unter  «)  ähnlich  bezeichneten  Grössen  wo  nöthig  einge- 
schlossen, 

«ew  =  ffr.  m%  =  £%.  mv.  =  gft.  «* 

so  wird  sogleich 

R  =  Z\Q'M,\),.(M,i)t  +  Q(H,2)..(Jff2).  H-  Q(M,3)..{M,3),  +  . ..  j 

womit  der  erste  Theil  des  gesuchten  Gewichts  gegeben  ist.  Um  den 
zweiten  Theil  desselben  zu  erhalten .  sind  zuerst  zu  berechnen, 
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(/,*)  —  £{Q{M,i)^(iJ)t  +  <?(3/,2),.^2.7),  +0(^.3)^(3,/),  +...{ 
(//,3/)  =  Z\Q(M,i)t.tj(iJI)t  +0(^,2)^(2,10.  +0(^,3)^(3,77),  + ...{ 
(7//,37)  =  2|(?(MJ),.r/(1,777)#+0(3f,2)J.»/(2,777),+0(^3)#.J?(3,777).+ ...} 

u.  s.  w.  bis  alle  Bedingungsgleichungen  des  Dreiecksnetzes  erschöpft 
sind.  Aus  den  vorstehenden  Grössen  ergeben  sich  die  folgenden, 

(//.3/,1)  —  (JI,Jfj  +  (Wf)(2), 

(7//.371)  =  [IHM)  +  (/,Jf)(3), 

7V,3/,1)  =  (IVM)  +  (J,Jr)(4),  ■ 

etc.  etc. 

(///3/2)  =  (III.M.i)  -h  (77,37,1  )(3)2 

(/V,37,2)  =  (/V,3/,1)  +  (//,3/,1)(4)2 

etc.  etc. 

(/F.3/.3)  =  (7V,J/,2)  +  (777,3/,  2)(4), 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

statt  deren  man  sich  auch  der  folgenden  Ausdrücke  bedienen  kann, 

(77.37,1)  =  (Jfjf)  +  (/,M)(2)1 
(777,37,2)  =  (777,31)  +  (/,H)(3),  +  (77,3/.1)(3)2 
(7V.37.3)  =  {IVM)  +  (IMM  +  (77,37,1  )(4)2  +  (///,Jf,2)(4), 
etc.  etc. 

Nachdem  man  durch  das  eine  oder  das  andere  dieser  beiden  Sy- 
steme von  Gleichungen  die  Grössen  linker  Hand  berechnet  hal ,  ersieht 
sich 

°  —    {/,/)         (//,//.<)        T///,///,a;i  (/r,/r,i) 
und  das  gesuchte  Gewicht  />  wird 

P  =  J- 

fl-S 

In  Rezug  auf  die  Berechnung  der  Hulfsgrössen  (77,37,1),  (777,37.2), 
etc.  aus  den  (7,3f ),  (77,37),  (777,3/),  etc.  kann  zu  mehrerer  Deutlichkeit 
bemerkt  werden,  dass  sie  genau  dieselbe  ist  wie  die,  wodurch  die 
Grössen  F(//,1),  F  7/7.2),  etc.  der  Rndgloichungen  im  Art.  142  aus  den 
F(l),  Ff/7),  F(//7),  etc.  berechnet  wurden,  wobei  die  Hulfsgrössen  (2),, 
(3),,  etc.  (3)2,  etc.  etc.  unverändert  dieselben  bleiben. 
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144. 

Zweites  Verfahren. 

Da  dieses  Verfahren,  dessen  Erklärung  im  Art.  108  anfängt,  sich 
nur  wenig  vom  ersten  unterscheidet,  so  kann  ich  mich  hei  der  Aufstel- 
lung der  anzuwendenden  Ausdrücke  kurz  fassen.  Der  Hauplunterschied 
zwischen  den  beiden  Verfahren  besteht  darin,  dass  bei  dem  gegenwar- 
tig in  Rede  stehenden  auf  jeder  Station  die  Richtung,  die  man  als  die 
erste  bezeichnet  hat,  gänzlich  aus  der  Rechnung  weggelassen  wird,  und 
statt  dessen  die  Unterschiede  zwischen  den  übrigen  Richtungen  und  die- 
ser eintreten.  Eine  Folge  davon  ist,  dass  der  dieser  ersten  Richtung  bei 
der  Bildung  der  Stationstafelchen  beigelegte  beiläu6ge  Werth  zum  de- 
finitiven  wird ,  oder  dass  ftlr  jeden  Werth  von  s 

*(1),  =  y(1)J  =  (1).,  und  „(U  =  z(1).=  0 

werden.  Eine  andere  Folge  davon  ist ,  dass  man  die  Verbesserungen 
der  genannten  Unterschiode  der  Richtungen  so  betrachten  kann ,  als  wa- 
ren sie  die  Verbesserungen  dieser  Richtungen  selbst ,  und  also  über- 
haupt 

W. .       «KO« .        y(r). .      *(r).  -       4r). . 

statt 

(r).-(1).,  «,(r).-«<1).  ,  y(r),-y(1}.,  ift-ifl), ,  , 
schreiben  darf. 

Dass  die  Vorbereitungen  der  Beobachtungen,  die  in  den  Artt.  1 34— 
136  erklart  wurden,  gegenwarlig  dieselben  sind,  wurde  schon  dort  an- 
geführt, aber  auch  die  Aenderungen  der  (2,2,1),.  (3,3,2),,  etc.  {//,«),, 
wenn  auf  verschiedenen  Stationen  verschiedene  Gattungen  von  Beob- 
achtungen angenommen  werden  müssen,  bleiben  dieselben,  die  im  Art. 
1 38  erklart  wurden ;  es  braucht  also  in  den  folgenden  Zusammenstel- 
lungen darauf  keine  Rücksicht  genommen  zu  werden ,  sondern  es  kann 
auf  diese  angezogenen  Artikel  verwiesen  werden. 

145. 

1)  Erster  Theil  der  Auflösung,  oder  die  Ausgleichung  auf  den 

Stationen. 

a)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnit- 
ten worden  sind. 

Die  Vorbereitung  ist  ganz  dieselbe  als  beim  ersten  Verfahren  in 
diesem  speciellen  Falle,  und  die  Werthe  der  y[r)  sind  wieder  den  arith- 


Digitized  by  Google 


$19] 


von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc. 


789 


luetischen  Mitteln  aus  den  Beobachtungen  der  einzelnen  Gyri  gleich. 
Auch  wird  hier  wieder 

(U,n)  =  0 

wenn  wie  früher  n  die  Anzahl  aller  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet. Aber  die  übrigen  Abkürzungen,  die  das  erste  Verfahren  dar- 
bietet ,  fallen  hier  weg.  Die  Gleichungen ,  die  der  erste  Theil  der  Auf- 
lösung enthalt  sind  zu  bilden ,  und  aufzulösen.  Nur  werden  diese  Glei- 
chungen in  dem  hier  betrachteten  Falle  einfacher ,  wie  ausserdem.  Nennt 
man  wie  früher,  das  Gewicht  der  einzigen  Gruppe  von  Gyris,  die  jetzt 
auf  der  Station  vorhanden  ist,  p,  so  werden  die  aufzulösenden  Glei- 
chungen 

V  *-=r"(*)  -  -  f  «*)  -  etc.  =  0 

-  JL«fl)  +  p  2=i»(3)  -  f  *{!,)  -  etc.  =  0 

-  ±-w(%)  -  -f  »(3)  +  p  "--tr(4)  -  etc.  =  0 

etc.  etc. 
deren  Anzahl  »—1  ist*). 

Die  Werthe  der  Unbekannten  u>(2),  «(3),  etc.,  die  diese  Gleichun- 
gen geben ,  werden  zwar  Null ,  aber  die  Werthe  der  Coefficienten 
(2,2,1),  (3,3,2),  etc.  ß",  f,      etc.  etc. 

die  aus  der  Auflösung  hervorgehen ,  treten  im  zweiten  Theil  der  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe  eben  so  ein ,  wie  in  den  unten  folgenden  Fällen. 
Man  findet  leicht ,  dass  die  analytischen  Ausdrücke  dieser  Coefficienten 
im  gegenwartigen  Falle  die  folgenden  sind, 

(2,2,1)  =  p^ 
(3-3,2)  =  p\~_*K 

(M.3)  =  p»Zl 
  etc. 

•)  Man  bekommt  nemlich  hier 

Q'  =  Q"  =  Q"  =  etc.  =  p 
[pp)  =  {p'p")  =  etc.  =  (/)>")  =  etc. 
(Ix)  =  (las")  =  etc.  =  0 

und  daher  zufolge  des  Art.  108 

(2.2)  =  (3,3)  =  etc.  =  (2,2,1)  =  (3,3,1) 

(2.3)  =  (2,3,1)  =  etc.  =  etc.  =  — 


n- I 

=  etc.  =  V  n 
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p  =  /  =  <T=  1 


n-t 
i 

n-l 


etc. 

die  für  jeden  Werth  von  n  gelten  *). 
/?)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem  Gyrus ,  oder  in  keinem ,  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  alle  im  Vorhergehenden  a.  a.  0.  erklärten  Vorbereitungen  eben 
so  auszuführen  wie  beim  ersten  Verfahren,  und  darauf  die  folgenden 
Berechnungen  vorzunehmen .  die  der  Zahl  der  Uberhaupt  eingeschnitte- 


*)  Ich  führe  noch  an ,  dass  die  Unbekannten  der  obigen  Gleichungen ,  wenn 
man  auf  der  rechten  Seile  derselben  bez.  m',  m",  m",  etc.  statt  Null  schreibt,  die 
folgenden  einfachen  Ausdrücke  haben, 

Sm'+m"+m"'+  .  .  . 


»■(2) 


P 

m'+im"+m"'+  . 
V 

m'+m"+im'"+  . 
V 

etc. 


die  sich  auf  sehr  einfache  Weise  beweisen  lassen.  Wenn  man  daher,  statt  die  arith- 
metischen Mittel  aus  den  Beobachtungen  zu  nehmen  ,  und  diese  den  y(r)  gleich  zu 
setzen,  die  vollständigen  Vorbereitungen,  die  im  Vorhergehenden  erklärt  sind,  in  Be- 
zug auf  den  gegenwärtigen  Fall  ausführt ;  demzufolge  die  vorläufigen  Werthe  (t),  [i), 
(3),  etc.  der  Richtungen  annimmt ,  für  alle  n  Richtungen  die  m ,  m',  m",  etc.  die 
Unterschiede  zwischen  den  Summen  der  Beobachtungen  und  den  entsprechenden  Viel- 
fachen der  (t),  (2),  (3),  etc.  bedeuten  lässt,  und  diese  so  vorbereitet,  dass 

m  -t-  m  +  tri'  -+■  m"  -h  .  .  .  =  0 
wird,  so  werden  die  Ausdrücke  der  Unbekannten, 

«(«)  =  ~ 
w{3)  = 

«W  =  "~ 

otc. 

Hicmit  lässt  sich  leicht  in  Betreff  des  gegenwärtig  in  Rede  stehenden  Verfahrens 
der  Beweis  führen ,  dass  diese  Arbeiten  überflüssig  sind  ,  und  dass  man  eben  so  wie 
im  ersten  Verfahren  sogleich  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobachtungen  für  die 
Werthe  der  y[r)  annehmen  kann,  wie  oben  verlangt  wurde;  die  Berücksichtigung  der 
oben  genannten  Coefficienten  kann  beim  gegenwärtigen  Verfahren  aber  nicht  vermie- 
den werden. 
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nen  Richtungen  entsprechend ,  entweder  abzukürzen ,  oder  weiter  aus- 
zudehnen sind. 

Es  sind  zuerst  zu  berechnen 


(2,2,1) 
(2  3  \ ) 

=  Q  - 

( n  ii  i 

(2,4.1) 
etc. 

{ o'tD 

(2,/,1) 

-  (*0 

(3,3,1) 

=  Q  - 

•  (pY) 

(3,4,1) 
etc. 

(pp  ) 

(3,/,1) 

=  (U) 

(M,1) 
etc. 

=  Q  "'  - 

/    tu  m\ 
'{PP) 

(U1) 

=  «O 

etc. 

(//)  wie  oben  Art.  1 37  ohne  Ausnahme. 

In  der  Berechnung  von  (U)  sind  nemlich  die  /)/,  die  zur  ersten 
Richtung  gehören  mit  aufzunehmen,  dieses  und,  in  den  Vorbereitungen, 
die  Mitverwendung  derselben  zum  arithmetischen  Mittel  aus  der  Summe 
der  Beobachtungen  einer  jeden  Gruppe  von  Gyris  sind  aber  bei  dem 
gegenwartig  in  Rede  stehenden  Verfahren  die  einzigen  Fälle,  in  welchen 
Grössen  die  dieser  Richtung  angehören ,  in  die  Rechnungen  eintreten. 
Aus  den  obigen  Coefficientcn  entstehen  nun  die  folgenden  Gleichungen 

(2,2,1)«>(2)  +  {2,3,1)o;(3)  -|-  (2,4,1)to(4)  ■+■  =  (2,/,1) 

(2,3,1)«-(2)  +  (3,3,1>r(3)  H-  (3,4,1)»(4)  -l-  =  (3,/,1) 

(2,4,1)«>(2)  +  (3.4.1M3)  +  (4,4,1)w(4)  +  ....  =  (4,M) 
etc.  etc. 

von  welchen  die  unter  «)  erhaltenen  einen  speciellen  Fall  bilden.  Die 
Auflösung  dieser  Gleichungen  ist  durch  die  folgenden  Ausdrücke  auszu- 
führen. 

iW)       ><_  ^  («.«,«}      ^  la^li   ptr    »  CU) 

(3,3,2)  =  (3,3,1)  -|-  (2,3,1)/f 

(3,4,2)  =  (3,4,1)  +  (2.4,1)/f 

(3.5.2J  =  (3,5,1)  -h  (2,5,1)^' 
etc. 

(3./,2)  =  (3./.1)  "f~  (2,/,1)/f 
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(4,4,2)  =  (4.4,1)  -+■  (2,4,1)/ 

(4,5,2)  =  (4,5,1)  +  (2,5,1)/ 
etc. 

j4,/,2)  =  (u,i)  (%uy 

(5,5,2)  =  (5,5,1)  +  (2,5,1)<T 
etc. 

(5,/,2)  =  (5,/,i)  +(%uyr 


elc.  bis 

(//,2)  =  (//)  +  (2,/,1)/ 


'    —        (1.1,1)  '      °    —        (3.3,21  '   elU  *    —  (8.3.S) 

(4,4,3)  =  (4,4,2)  -f.  (3,4,2)/' 

(4,5,3)  =  (4,5,2)  +  (3,5.2)/' 
etc. 

(U3)  =  (4,/,2)  -i-  (3,1,2)/" 


(5,5,3)  =  (5,5,2)  +  (3,5,2)*" 
etc. 

(5,/,3)  =  (5,/,2)  +  (3,/,2)<T 


etc.  bis 

(0,3)  =  (11,2)  -*-  (3,/,2)/ 


r=-l^,  etc.  /; 


(4,4,1)  »  *  —  (M,s; 

(5,5,4)  =  (5,5,3)  -h  (4,5,3)*" 
etc. 

(5,/,4)  =  (5./,3)  +  (4,/,3)<T 


etc.  bis 

(//,4)  =  (f/,3)  +  (4./,3)/ 

•  •  •  •  x  —  (5(MJ 

etc.  bis 


Ferner  sind  zu  berechnen 


etc.  bis  (//,n) 


/=    <r  -MV 

etc. 


/-    r  +«v+«y 

<>'=  e"  +«r 
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worauf  man 

-  .(2)  =  f  +  ff  +  ff  +  ff  Ar... 

-  *>{*)  =  *    +  x  r  +  x  r  +  •  •  ■ 

-  «<4)  =  £    +  jrT  +  . . . 

-  "(5)  =  i  + 
etc.  etc. 

erhalt.  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind  ,  so  kommt  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  ausser  den  y{r)  und 
den  Divisoren 

(2.2,1),  (3,3,2) 
ohne  Ausnahme  noch  die  Grösse 

in  Betracht.  Wenn  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind,  so  kom- 
men ausser  den  y[r)  und  den  Divisoren 

(2,2,1),  (3,3.2),  (4,4,3) 

noch  die  Grössen 

p *  p  .  r 

in  Betracht.  Wenn  ftjnf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind ,  so 
kommen  ausser  den  y{r)  und  den  Divisoren 

(2,2,1),  (3.3,2),  (4,4,3),  (5,5,4) 

noch  die  Grössen 

f*  r.  r.    y\  * 

in  Betracht,  u.  s.  w.  Man  erhält  schliesslich,  mit  Ausnahme  der  y{\), 

y{r).  =  M-  +  »M* 

Die  Summe  VV0  sowohl  wie  die  u(m),  werden  eben  so  berechnet,  wie 
bei  dem  ersten  Verfahren ,  wobei  nur  zu  bemerken  ist ,  dass  hier  immer 
die  M'(1 ),  =  0  sind. 


146. 

2)   Zweiter  Theil  der  Auflösung. 

Die  Bedingungsgleicluingen  werden  wieder  eben  so  vorbereitet  wie 
bei  dem  ersten  Verfahren,  nur  werden  in  denselben  alle 

d{\).  =  0 
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gesetzt,  wodurch  die  damit  multiplicirten  Glieder  wegfallen.  Ks  brau- 
chen nun  hier  die  beiden  Falle  unter  0)  und  ß)  nicht  von  einander  un- 
terschieden zu  werden,  da  die  Rechnungen  in  jedem  derselben  keinen 
Unterschied  darbieten.  Alle  Ausdrücke  müssen  allgemein  aufgestellt 
werden,  da  jetzt  von  keinem  Gliede  derselben  im  Voraus  behauptet 
werden  kann,  dass  es  Null  wird.  Ks  sind  zuerst  für  jede  Station,  für 
welche  alle  q  nicht  Null  sind,  die  folgenden  Ausdrücke  zu  berechnen, 


n(aj\  -  q(%l). 

7/(3,/).  =  ß?.q(2J)t  +  q(ZtI), 
yv4,/).  =  ßr.q(*J);  +  y/".</(3,/).  +  </(4,/), 
,(5,/).  =  ft\  9(2.#).  +  rS-WA  +  C*<M).  +  7(5-/). 
etc.  etc. 


hierauf 

0(2./).  =  ßjj; .  0(3./).  - 

<hm>.  -  iSät  ■ etc- 

und  dann 

flJUjL  =  Q(2J).  +  ß;m*h  +  A"'-0(4,/).  +  A".<?(5,/).  H-  .  .  . 

AU).=  (KW).  +  +  . . . 

f(5,i).  =  0(5./).  + 

etc.  etc. 
Alle  diese  Grössen  müssen  durch  allmählige  Verwandelung  der  /  in  //, 
III,  etc.  wieder  wie  im  erslen  Verfahren  auf  alle  Bedingungsgleichungen 
ausgedehnt  werden. 

147. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Endgleichungen,  und  die 
Auflösung  dieser  wird  nun  hier  genau  eben  so  ausgeführt  wie  im  ersten 
Verfahren,  weshalb  ich  in  dieser  Beziehung  auf  den  Art.  140  u.  f.  ver- 
weise. Schliesslich  wird  wieder  allgemein  mit  Ausnahme  von  z{\), 

z!r),  =  flr,J),.(/)  +  HrM)A")  +  toMU-W  +  •  ■ 
und  mit  Ausnahme  von  x(\). 
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womit  die  Auflösung  der  Aufgabe  beendigt  ist.  Auch  die  Berechnung  der 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  u[m]t  wird,  wenn  man  diese  kennen  zu 
lernen  wünscht,  nach  dem  im  Art.  1 42  angeführten  Ausdruck  ausgeführt. 

148. 

3)  Berechnung  der  Gewichte. 

Da  im  Allgemeinen  hier  die  Berechnung  der  Gewichte  eben  so 
ausgeführt  wird  wie  bei  dem  ersten  Verfahren,  und  nur  die  Aenderung 
eintritt,  dass  alle,  etwa  vorkommenden,  sich  auf  die  Richtungen  x{\),  be- 
ziehenden Grössen  wegzulassen  sind,  so  brauchen  die  Ausdrücke,  die 
im  Art.  \  43  vollständig  angegeben  sind ,  nicht  wiederholt  zu  werden. 
Aber  eine  Gattung  von  Fällen  ist  vorhanden,  in  welcher  die  Berechnung 
der  Gewichte  anders  gefuhrt  werden  kann,  und  daher  die  sich  darauf 
beziehenden  Ausdrücke  hier  aufzunehmen  sind.  Es  sind  diese  die  Fälle, 
in  welchen  das  Gewicht  irgend  eines  der  Winkel  x{r)t  —  a*(1),  verlangt 
wird,  die  anders  behandelt  werden  können,  weil  im  gegenwärtigen  Ver- 
fahren diese  Winkel  die  eigentlichen  Unbekannten  der  Aufgabe  sind. 
Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke. für  die  Berechnung  der 
Gewichte  der  Unbekannten  selbst  sind ,  durch  die  hier  eingeführte  Be- 
zeichnung ausgedrückt,  die  folgenden. 

Es  fällt  nun  nicht  nur  die  Aufstellung  der  Function  Jl%  sondern  es 
fallen  auch  alle  Grössen  weg,  in  deren  Bezeichnung  der  Buchstabe  M 
vorkommt.  Zuerst  ist  die  Grösse  n(r),  zu  berechnen,  die  für  verschiedene 
Werthe  von  r  verschiedenartige  Ausdrücke  bekommt. 

Für  r  m  2  ist 

n\*"  —  (M,l}f     {•••»«)•     (*,«.»).  MW],  "* 
für  r  =  3  ist 

"Ws   —    (3,3,1). -1"  I4.M),"1-  (5,5,4),  ' 

für  r  =  4  ist 
für  r  =  5  ist 


(4,4,3),  ^  (5,5,4;,, 


u.  s.  vv.  wenn  auf  der  Station  mehr  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind.  Ferner  sind  ftlr  jeden  Werth  von  r,  mit  der  Ausnahme  r  =  i ,  zu 
berechnen, 

57 
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f(rjl,\),  =  f(rJU\  +  f(r,I), .  (*), 

/(r,///,1),  =  f(rMI).  +  f{rj).  .  M 

f(r,iv,\).  =       +  M  •  (*). 


etc. 


/■(r.1/7.2).  =  fir.///,!).  +  />,//,!),  .  (3), 
f{rJV,*),  =  f(r,/Kt4),  +  f{rj!,i). .  (4), 


etc. 


/(r,/V,3).  =  f(r,lV,2),  +  f{rM%  .  (4), 
etc. 

die  auch  auf  dieselbe  Weise  aufgestellt  werden  können,  wie  die  analogen 
Grössen  des  Art.  1 43,  nemlich 

f{rJl\)t  =  f(r,ll)t  +  f(r,i),.(2)i 

f(rM%)t  =  f(rJlI),  +  A^/),-(»).  +  flrÄ^.(«Ji 

=  ftr,/?),  +  /•(rt/),.(4),  +  f(r,//,<),.(4)2  +  f(r,M,2),.(»3 

etc.  etc. 

und  jedenfalls  fortgesetzt  werden  müssen  bis  alle  Bedingungsgleichungen 
erschöpft  sind.  Es  wird  hierauf 

PVh  —    (/,/,    ~*~  (u,u,\)        (///,///,«)        !/r,/r,8)  "«"•  •• 

und 

/>  =  _J  

wenn  wieder  /'  das  gesuchte  Gewicht  bezeichnet. 

§.  7.   Berechnung  der  mittleren  Fehler  der  durch  das  vorhergehende 

Verfahren  erhaltenen  Resultate. 

149. 

Es  sind  mehrere  Ausdrücke  zur  Berechnung  des  sogenannten 
wahrscheinlichen  Fehlers  einer  Bestimmung  vorhanden,  aber  von  diesen 
nur  der  folgende  in  allgemeinem  Gebrauch, 

wahrscheinl.  Fehler  =  0.G7445 

wo  IV  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der 
übrig  gebliebenen  Fehler,  und  ro  die  Anzahl  der  Bestimmungen  oder 
Beobachtungen  bedeuten.  Ausserdem  hat  Gauss  noch  den  Begriff  des 
mittleren  zu  befürchtenden  Fehlers,  den  man  hUuflg  auch  schlechtweg 
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den  mittleren 'Fehler  nennt ,  aufgestellt,  und  durch  den  folgenden  Aus- 
druck definirt, 


wo  W  und  m  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher,  und  n  die  Anzahl 
der  von  einander  unabhängigen  Unbekannten  bezeichnet. 

Ohne  mich  in  eine  Discussion  der  inneren  Gründe  einzulassen,  auf 
welchen  diese  beiden  Ausdrücke  beruhen,  will  ich  blos  die  numerischen 
Werthe,  die  daraus  in  verschiedenen  Fallen  hervorgehen,  mit  einander 
vergleichen. 

Je  grösser  m  bei  unverändert  angenommenem  Werthe  von  n  wird, 
desto  mehr  nähern  sich  die  Werthe  der  beiden  Ausdrücke  einander,  die 
beide,  wenn  m  =  oo  wird,  den  Werth  Null  geben.  Bei  sehr  grossem  m 
in  Bezug  auf  n  können  daher  schon  die  Resultate  beider  Ausdrücke  für 
einander  gleich  erachtet  werden.  Wahrend  dieses  an  der  oberen  Grenze 
stattfindet,  bildet  sich  an  der  unteren  Grenze  ein  ganz  davon  verschie- 
denes Verhalten.  Betrachten  wir,  um  dieses  zu  zeigen,  den  extremen 
Fall  m  =  n,  neinlich  den  Fall,  in  welchem  die  Anzahl  der  vorhandenen 
Beobachtungen  oder  Bestimmungen  der  Anzahl  der  von  einander  unab- 
hängigen Unbekannten  gleich  wird.  Die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate schliesst  diesen  Fall  nicht  aus,  denn  die  Gleichungen  und  sonstigen 
Ausdrücke,  auf  welche  sie  führt,  finden  in  demselben,  wie  man  oben 
gesehen  hat,  ohne  Abänderung  volle  Anwendung.  Es  müssen  daher 
auch  die  beiden  hier  aufgestellten  Ausdrücke  des  wahrscheinlichen  und 
des  mittleren  Fehlers  ihre  volle  Geltung  behalten. 

Da  aber  jetzt  allen  vorhandenen  Beobachtungen  vollkommen  Gnüge 
geleistet  wird ,  so  bekommt  man  IP  =  0,  und  folglich  wird  nach  dem 
ersten  Ausdruck  auch  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Bestimmung 
=  0,  welches  gewiss  unrichtig  ist.  Im  Ausdruck  des  mittleren  Fehlers 
hingegen  wird  nicht  nur  W  =  0.  sondern  auch  m  =  n.  und  der  Aus- 
druck giebt  daher  in  diesem  Falle  den  mittleren  Fehler  =  • ,  das  ist 
unbestimmt.  Dieses  ist  das  richtige  Resultat,  denn  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  wird,  kann  man  weder  den  wahrscheinlichen  noch  den  min- 
ieren Fehler  bestimmen,  sie  bleiben  daher  beide  unbestimmt. 

Aus  diesem  Grunde  muss  in  den  Fällen .  in  welchen  m  nicht  viel 
grösser  ist  wie  «,  der  Ausdruck  des  mittleren  Fehlers  eine  genauere  Be- 
stimmung gewähren,  wie  der  des  wahrscheinlichsten  Fehlers,  und  da, 
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wie  wir  gesehen  haben,  beide  Ausdrucke  bei  wachsendem  m  zu  gleichen 
Werthen  hinstreben ,  so  ist  in  allen  Fallen  die  Berechnung  des  mittleren 
Fehlers  der  des  wahrscheinlichen  vorzuziehen. 

150. 

Aus  den  vorstehenden  Gründen  soll  in  der  Anwendung  auf  unsere 
Hauptaufgabe  nur  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  durch  den 
Ausdruck 

-  f  =  YZ, 

betrachtet  werden.  Die  Berechnung  der  Grösse  VV  ist  schon  oben  ge- 
zeigt worden,  und  daher  hier  nur  die  Berechnung  von  m  und  n  zu  er- 
klaren. Da  die  Resultate  der  Einstellungen  der  Richtungen  auf  den  ver- 
schiedenen Stationen  mit  /  nebst  angohängten  Strichen  bezeichnet  worden 
sind,  so  ist  klar  dass 

m  =  der  Anzahl  aller  vorhandenen  /  ist. 
Die  Unbekannten  unserer  Aufgabe  sind  einestheils  die  Richtungen  j,  und 
andernthcils  die  u,  die  der  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Gruppen 
von  Gyris  gleich  sind.  Da  aber  auf  jeder  Station  nur  die  Unterschiede 
der  Richtungen  von  Einer  derselben  fest  bestimmbar  sind ,  so  ist  von 
der  Summe  der  x  und  der  u  die  Anzahl  der  Stationen  abzuziehen ,  und 
da  die  hieraus  hervorgehende  Anzahl  von  Unbekannten  durch  die  Be- 
dingungsgleichungen von  einander  in  Abhängigkeit  stehen,  so  ist  noch 
die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  davon  abzuziehen.  Die  so  er- 
haltene Zahl  ist  ».  Bezeichnet  man  nun  durch  ein  der  Bezeichnung  der 
betr.  Grösse  vorgesetztes  A  die  Anzahl  aller  Grössen  dieser  Gattung, 
so  dass 

(AI)  die  Anzahl  aller  /, 

(Ax)  die  Anzahl  aller  x, 

[Au)  die  Anzahl  aller  u.  folglich  die  Anzahl  aller  Gruppen  von  Gyris, 

(As)  die  Anzahl  aller  Stationen. 

(Ab)  die  Anzahl  aller  Bedingungsgleichungen 

bedeuten,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 

0  =  {ASj  +  (As)  +  (Ab)  -  (Ax)  -  (Am) 

gesetzt  wird,  der 

«.  i  =  y% 
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*)  und  da  dieser  Ausdruck  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  der 
Gattung  giebt,  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  worden  ist.  so  giebt  er  in 
seiner  Anwendung  auf  das  eben  ausgeführte  Hauptbeispiel  den  m.  f. 
einer  einzelnen  Beobachtung  einer  Richtung,  indem  das  Gewicht  einer 
solchen  Beobachtung  =  1  angenommen  worden  ist. 


151. 


Wenden  wir  nun  den  eben  abgeleiteten  Ausdruck  auf  dieses  Bei- 
spiel an,  so  erhalten  wir  aus  dem  Art.  95 

W  =  212.636 


Die  Anzahl  der  /  ist  auf  den  Sta- 
tionen 


und  die  Anzahl  der  Gruppen  von 
Gyris 


(1) 

.    ...  57 

 21 

(2) 

.    ...  21 

(3) 

...  9 

 4 

• 

(*) 

.    .    .    .  9 

 4 

(5) 

...  6 

 3 

(AI)  =  102 

{Au)  =  40 

und  ferner  sind 

(Ar)  =  19,    (As)  =  5  ,    (Ab)  = 

folglich  D  =  54,  und  hieraus  bekommt  man  den 

m.  f.  einer  einzelnen  Beobachtung 
einer  Richtung  =  1"984 


6 


*)  Man  kann  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  in  den  von  Gauss  in  seinem 
Suppleraenlum  theoriae  comb.  etc.  für  den  dort  behandeilen  speciellen  Fall  gegebenen 
übergeht ,  wenn  mau  die  erforderlichen  Bedingungen  einführt.  Der  Gaussische  Aus- 
druck, in  die  hier  eingeführte  Bezeichnung  übersetzt,  ist 

und  die  Bedingungen  des  von  Gauss  behandelten  Falles  sind 

(Au)  =  (As)  ,    (Ax)  =  (A[) 
Führt  man  diese  in  die  Ausdrücke  des  Textes  ein,  so  wird 

D  -  (Ab) 

und  der  vorstehende  Ausdruck  geht  daraus  hervor. 
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Will  man  auch  die  mittleren  Fehler  der  Resultate ,  für  welche  oben  die 
Gewichte  berechnet  worden  sind,  kennen  lernen,  so  dient  dazu  der 
Ausdruck 

m-  f-  —  VT 

wenn  F  den  mittleren  Fehler  der  Beobachtungen ,  denen  das  Gewicht 
=  {  beigelegt  worden  ist,  —  hier  den  oben  gefundenen  m.  f.  — ,  und 
P  das  Gewicht  des  betr.  Resultats  aus  den  Beobachtungen  bezeichnen. 


In  den  Artt.  97  bis  103  ergaben  sich  für 

den  Winkel    (3)(1)(5)      das  Gewicht  =  13.46 

(6)(1)(a)        •  V  =  21.29 

»      »        (ö)(2)(3)       ■  »  =  34.8 

(5)(3){2)        »  ■  =  15.58 

das  Aggregat  m(1  )3-l-x(1  }3  »  »  =  67.37 

»       •        t»(8),+*(4)a    »  ■  =  50.00 

die  Seite      (1)(3)           .  i  =  341.2 


und  der  vorstehen.de  Ausdruck  giebt  daher  der  Reihe  nach  die 

ro.  f.  =  0  "541 

=  0.430 

=  0.336 

sb  0.503 

=  0.242 

=  0.281 

=  0»«107*j 


*}  Gauss  hat  in  seiner  eben  angezogenen  Abhandlung  in  Bezug  auf  seine 
Triangulation  berechnet  und  gefunden,  den 

m.  f.  der  Seile 

Falkenberg- Breithorn  0m(209 

und  ich  habe  später  für  dieselbe  Triangulation  nach  den  obigen  Formeln  berechnet 
und  gefunden,  den 

m.  f.  des  Winkels 

Wilsede,  Falkenberg,  Wulfsode  =»  0"385 

und  den 

ro.  f.  des  Winkels 

llauselberg,  W'ulfsode,  Falkenberg  =  0"353. 
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152. 

Ausserdem  ist  im  Art.  130  noch  das  Gewicht  der  Seite  (1)(2)  un- 
ler  zwei  Annahmen  berechnet  worden.  In  der  Annahme  der  einzig  ge- 
messenen Grundlinie  (1)(3)  wurde  dasselbe  =  738.0,  und  in  der  An- 
nahme, dass  die  zwei  Grundlinien  (1)(3)  und  (2)(4)  gemessen  worden 
seien  =  4105  gefunden.  Wendel  man  den  obigen  Ausdruck  hierauf  an, 
so  findet  man  ftlr  die  Seite  (1  )(2)  im  ersten  Falle  den 

m.  f.  =  0m0730 

und  in  dem  zweiten  Falle  den 

m.  f.  =  0m0130 

Das  Hinzukommen  einer  zweiten  Grundlinie  hat  also  die  Genauigkeit 
dieser  Seite  um  mehr  wie  das  Doppelte  vergrössert. 

Ich  bemerke  hiezu ,  dass  strenge  genommen  für  den  Fall  der  zwei 
Grundlinien  der  m.  f.  einer  Richtung  von  Neuem  hatte  berechnet  werden 
müssen,  da  wegen  des  Uinzukommens  von  noch  einer  Bedingungs- 
gleichung der  Nenner  D  des  bez.  Ausdrucks  sich  um  eine  Einheit  ver- 
grösserl.  Da  dieses  jedoch  hier  nur  einen  unbedeutenden  Einfluss  auf 
das  obige  Resultat  hätte  äussern  können ,  so  habe  ich  keine  Rücksicht 
darauf  genommen,  und  der  oben  angegebene  zweite  w.  f.  der  Seite 
(1}(2)  ist  ein  Weniges  grösser,  wie  er  strenge  genommen  sein  würde. 


§.  8.  Nachtrag  zu  der  Geodätische  Untersuchungen«  betitelten 

Abhandlung. 

153. 

Ich  bin  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  in  der  in  der 
üeberschrift  angezogenen  Abhandlung  kein  Verfahren  angegeben  ist, 
durch  welches  man  mit  erforderlicher  Sicherheit  in  einem  schon  aus- 
geglichenen Dreiecksnetze  lange  geodätische  Linien  bestimmen  könne. 
Es  ist  richtig ,  dass  dort  kein  Verfahren  für  diesen  Zweck  beschrieben 
ist,  aber  die  dort  gelösten  Hauptaufgaben  bilden  die  Grundlagen,  nicht 
nur  dazu,  sondern  auch  zu  vielen  andern  Aufgaben ,  und  es  würde  zu 
weit  geführt  haben,  wenn  ich  diese  alle  hatte  mit  aufnehmen  wollen. 
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Ich  will  indess  hier  die  Auflösung  der  oben  genannten  Aufgabe 
geben ,  obgleich  sie  so  nahe  liegt ,  dass  Jeder  sie  sich  hatte  entwickeln 
können. 

Die  folgende  Figur  soll  irgend  ein  Dreiecksnelz  darstellen ,  in  wel- 
chem die  Winkel  schon  ausgeglichen  sind .  und  in  dem  die  Endpunkte 
mit  den  Zahlen  (1)  bis  (1 1)  bezeichnet  sind. 


In  diesem  Dreiecksnetze  habe  ich  mich  begnügt,  blos  die  Haupt- 
dreiecke aufzunehmen,  und  dagegen  die  Richtungen  oder  Diagonalen, 
die  man  mit  eingeschnitten  hat.  um  die  zur  Ausgleichung  der  Winkel 
erforderlichen  Bedingungsgleichungen  zu  erhallen,  weggelassen.  Diese 
letzteren  sind  für  den  jetzt  zu  verfolgenden  Zweck  im  Allgemeinen 
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überflüssig,  und  sollten  sie  in  der  Anwendung  in  einzelnen  Fallen  nütz- 
lich werden  können,  so  kann  man  sie  ohne  Weiteres  auch  aufzeichnen 
und  anwenden. 

154. 

Ich  nehme  nun  an .  dass  an  den  Punkten  (1 )  und  (7)  dieses  Drei- 
ecksnetzes die  Polhöhen  und  das  Azimulh  einer  der  dort  zusammen- 
laufenden Dreiecksseiten  astronomisch  bestimmt  sei,  und  man  die  Pol- 
höhe von  (I),  so  wie  das  Azimulh  der  geodätischen  Linie  (1)(7)  am 
Punkte  (1)  auf  den  Punkt '(7)  geodätisch  Ubertragen  wolle,  um  diese 
Grössen  mit  dem  am  Punkte  (7)  astronomisch  bestimmten  zu  vergleichen. 

Zu  dem  Ende  ziehe  man  die  geodätische  Linie  (l)(4),  und  betrachte 
das  sphäroidische  Dreieck  (1)(2)(4),  in  welchem  die  Seiten  und 
(2)(4)  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt  sind.  Man  berechne 
dieses  Dreieck  erst  beiläufig,  indem  man  es  als  sphärisch  oder  gar  als 
eben  betrachtet ,  wozu  die  Anwendung  von  höchstens  fünfstelligen  Lo- 
garithmen mehr  wie  ausreichend  ist.  Man  erhält  hiemit  hinreichend  ge- 
naue Data  um  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  1 28  der  angezogenen  Ab- 
handlung die  Unterschiede  zwischen  den  spbäroidischen  und  den  sphä- 
rischen Winkeln  mit  erforderlicher  Genauigkeit  berechnen  zu  können. 
Durch  den  bez.  Unterschied  verwandele  man  den  sphäroidischen  Winkel 
(1}{2)(4)  in  den  bez.  sphärischen,  und  berechne  hierauf  durch  die  sphä- 
rische Trigonometrie  die  Seile  (4)(4)  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
mit  hinreichender  Schärfe.  Die  gefundene  Seite  bedarf  keiner  Verbes- 
serung, aber  die  beiden  mit  berechneten  Winkel  werden  durch  die  oben 
genannten  vorher  berechneten  Unterschiede  auf  ihre  Werthe  auf  den 
Sphäroid  hingeführt. 

In  dem  Dreiecke  (i)(5)(4)  sind  nun  wieder  zwei  Seiten  nebst  dem 
eingeschlossenen  Winkel  bekannt,  und  nachdem  dieses  auf  die  nemliche 
Art  behandelt  worden  ist,  werden  im  Dreiecke  (1)(5)(7)  zwei  Seilen 
nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt,  aus  welchen  auf  die  nem- 
liche Art  die  verlangte  geodätische  Linie  (1)(7)  nebst  den  beiden  anlie- 
genden sphäroidischen  Winkeln  erhallen  werden. 

Aus  der  Polhöhe  des  Punkts  (1)  und  dem  Azimuth  der  Linie  (I) ,7) 
an  diesem  Punkte,  welches  man  auch  durch  die  \or  beschrie  In  Rech- 
nung aus  dem  daselbst  astronomisch  bestimmten  Azimuth  einer  Üreiecks- 
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seile  erhalt ,  nebst  der  gefundenen  Lange  der  geodätischen  Linie  kann 
man  nun  durch  die  erste  Hauptaufgabe  der  angezogenen  Abhandlung 
(cf.  Art.  10  o.  f.)  fttr  den  Endpunkt  (7)  die  Polhöhe,  den  Längenunler- 
schied  mit  (1),  und  das  Azimuth  von  (4) (7)  berechnen,  und  mit  den  astro- 
nomischen Bestimmungen  dieser  Grössen  vergleichen. 

Man  kann  dieses  auch  auf  andere  Weise  ausfuhren.  Durch  die 
zweite  Hauptaufgabe  der  angezogenen  Abhandlung  (cf.  Art.  51  u.  f.) 
kann  man  aus  den  Polhöhen  der  Punkte  (1;  und  (7)  und  dem  Längen- 
unterschiede derselben  die  Länge  der  geodätischen  Linie  (1)(7)  und  die 
Azimuthe  an  ihren  Endpunkten  berechnen,  und  diese  mit  den  ander- 
weitig gefundenen  Werthen  derselben  vergleichen. 

Endlich  kann  man  auch  den  Inhalt  des  vierten  Abschnittes  der  an- 
gezogenen Abhandlung  anwenden,  und  (cf.  Art.  154  u.  f.)  aus  der  wie 
beschrieben  gefundenen  Länge  der  geodätischen  Linie  (1;(7)  und  den 
astronomisch  bestimmten  Polhöhen  dieser  Endpunkte  den  Längenunter- 
schied derselben  so  wie  die  Azimuthe  von  (1)(7)  berechnen,  und  diese 
mit  den  anderweitig  erhaltenen  Werthen  dieser  drei  Grössen  vergleichen. 

Die  a.  a.  0.  entwickelten  Auflösungen  dieser  drei  Aufgaben  sind 
unbeschränkt  anwendbar,  wie  lang  auch  die  Linie  (1)(7)  sei,  und  welche 
Lage  sie  auch  auf  dem  Erdsphäroid  habe. 

155. 

Zum  Inhalt  des  vor.  Art.  sind  einige  Bemerkungen  aufzustellen. 

In  der  Anwendung  wird  man  in  der  Regel  nicht  mit  einer  so  ge- 
ringen Anzahl  von  Dreiecken  zur  Berechnung  der  aufgegebenen  geodä- 
tischen Linie  ausreichen  wie  in  diesem  fingirten  Dreiecksnetze  der  Fall 
ist,  sondern  eine  grössere  Anzahl  derselben  berechnen  müssen. 

Die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Dreiecke  wird  man  oftmals  da- 
durch kleiner  machen  können,  dass  man  die  Diagonalen  der  Vier-  oder 
Mehrecke  mit  benutzt,  die  zur  Ausgleichung  des  Dreiecksnetzes  mit  ein- 
geschnitten worden  sind;  auch  kann  man  zum  vorliegenden  Zweck 
Diagonalen  berechnen  und  benutzen ,  die  bei  den  Messungen  nicht  mit 
eingeschnitten  worden  sind. 

Man  kann  in  jedem  Dreiecksnetze  die  hier  in  Rede  stehenden  Rech- 
nungen auf  verschiedene  Arten,  nemlich  durch  Benutzung  anderer  Drei- 
eckspunkte, wie  die  oben  angegebenen,  ausfuhren. 
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In  den  ersten  zu  berechnenden  Dreiecken,  die  von  allen  immer  die 
kleinsten  sind,  kann  man  einen  Schritt  weiter  gehen,  wie  im  vor.  Art. 
beschrieben  ist.  Man  kann  die  Winkel  derselben,  nachdem  sie  vom 
spharoidischen  auf  sphärische  hingeführt  worden  sind,  hierauf  auf  ebene 
hinfuhren,  und  das  bez.  Dreieck  alsdann  als  ein  ebenes  berechnen,  wor- 
auf die  Winkel  des  Resultats  wieder  erst  auf  sphärische,  und  darauf  auf 
sphäroidische  hinzufuhren  sind. 

In  den  ersten  kleineren  Dreiecken  wird  gemeiniglich  die  Reduction 
der  spharoidischen  Winkel  auf  sphärische  so  klein ,  dass  man  sie  über- 
gehen kann,  aber  so  wie  die  Seiten,  und  damit  auch  die  Dreiecke  selbst 
grösser  werden,  können  diese  Reductionen  sehr  merklich  werden. 

Das  Verfahren  des  vor.  Art.  ist  nicht  unbegrenzt  anwendbar.,  denn 
die  Ausdrucke  des  Art.  128  der  angezogenen  Abhandlung  hören  auf 
ausreichend  genau  zu  sein,  wenn  die  Dmecksseilen  eine  gewisse  Grösse 
übersteigen,  die  ohngefähr  auf  20"  festgesetzt  werden  kann. 

156. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  verfahren  kann,  wenn  die  zu  berechnende 
geodätische  Linie  die  eben  genannte  Grösse  erreicht  oder  übersteigt, 
kehren  wir  zu  dem  im  Art.  153  verzeichneten  Dreiecksnetze  zurück  und 
nehmen  an,  dass  die  geodätische  Linie  (1)(1 1}  nebst  den  anliegenden 
Winkeln  zu  berechnen  sei,  und  dass  diese  die  angeführte  Grenze  über- 
steige. Man  kann  nun  in  einem  Zwischenpunkte ,  fttr  welchen  die  be- 
treffenden Linien  die  angeführte  Grenze  nicht  erreicht  haben,  z.  B.  in 
(7),  abbrechen ,  und  diesen  zum  Ausgangspunkt  neuer  geodätischer  Li- 
nien annehmen.  Aus  dem  Dreiecke  (5)(8)(1 0)  kann  man  die  Linie  (8)(l  0) 
nebst  den  anliegenden  Winkeln  berechnen,  und  erhält  hierauf  durch  das 
Dreieck  (7)(10);  1 1)  die  Linie  (7)(1 1)  nebst  den  anliegenden  Winkeln. 

Da  nun,  um  (l)(l  1)  zu  erhallen,  das  sphäroidische  Dreieck  (1)(7)(1 1) 
zu  berechnen  ist ,  und  man  durch  die  vorhergehend  angeführten  Regeln 
die  Polhöhe  von  (7)  und  die  Azimuthe  der  Linien  (1)(7)  und  (7)(11)  an 
diesem  Punkt  berechnen  kann,  so  lässt  sich  durch  Anwendung  der  Auf- 
gabe des  Art.  74  u.  f.  der  angezogenen  Abhandlung  das  Dreieck  (1)(7)(1 1) 
vollständig  berechnen ,  wie  gross  es  auch  sei,  da  die  Auflösung ,  die  ich 
von  der  zuletzt  genannten  Aufgabe  gegeben  habe,  keiner  Beschränkung 
unterworfen  ist. 
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Wäre  die  Linie  (1)(M  )  noch  langer,  so  kann  man,  statt  Eines,  meh- 
rere Zwischenpnnkte  annehmen,  und  die  somit  entstehenden  grossen 
spharoidischen  Dreiecke  immer  durch  die  zuletzt  angefahrte  Aufgabe 
mit  jeder  wünschenswerthen  Genauigkeit  berechnen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  die  in  diesem  g  gestellte  Aufgabe  in  dem  Inhalt  der  oft  angezogenen 
Abhandlung  in  möglichst  grosser  Ausdehnung  und  mit  jeder  wünschens- 
werthen Genauigkeit  ihre  Auflösung  findet. 
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